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I. 

De   potestatum  periodis,    radicibus   primitivis 

residuisque  quadraticis. 

Auetore 

C.  F.  Arndt 

luath.  stud.  in  (JniTersitate  Ütteraria  Gryphiswaldensi. 


Quoniam  in  disquirendis  rebus,  quae  ad  numerornm  spectaot  doc- 
trinam,  occuputus  forte  detexi,  de  residuis  quadraticis  tbcoremata 
simillima  iis  exstare,  quae  de  potestatum  periodis  radicibusque  pri- 
mitivis per  virum  clariss.  Gauss  in  lucem  prodierunt,  ut  vidcre  li- 
cet \u  ejus  Disquis.  Arithm.  pag.  73  sqq.,  finem  in  sequentibus  mibi 
proposui,  ut  arctissimum  borum  tbeoremutum  vinculum,  quatenus 
ueri  possit  patefaciam.  Quaerenti  mibi  in  bac  arena  etiam  nota  se 
obtnlit,  ex  qua  facillime  dijudicari  possit,  utrum  in  congrucntia 

1.2.3,4 i(;i  —  1)  =  ±  l(mod  .  p) 

designante  p  numerum  primum  formae  4i»  +  3,  signo  superiore 
utendum  sit  an  inferiore.  Quodsi  vitupieres,  quod  praeter  nova 
etiam  satis  nota  receperim,  tarnen  novis  adhibitis  plerumque  demon- 
strandi  metbodis  studioque  rem  ita  instituendi  ut  latius  pateant 
theoremata,  excusatum  me  esse  velim.  8ed  longiores  sumus  quam 
necesse  est  et  ne  verbis  solum  attingamus  ea  quae  volumus  osten- 
dere,  ad  rem  ipsam  yeniamus.  Initium  autem  faciendum  erit  cum 
propositidne  jam  ab  Euclide  inventa  et  in  doctrina  numerorum  band 
aubie  memoratu  dignissima.  ' 

A.    De  numeris  primis  in  Universum  agitur. 

§.  1.  Numerus  quicunque  picimus  qui  neque  unum  ne- 
qne  alterum  duorum  numerorum  metitur  etiam  produ- 
ctum  borum  non  metietur. 

Demonstratio.  Ut  demonstrandi  metbodus  latius  pateat,  assu- 
mamns  utrumque  numerum  datum  numero  datp  primo  esse  majorem, 
et  designemus  numeros  datos  per  a,  b^  numerum  primum  per  p. 
Residua  illorum  ex  divisione  per  p  relicta  sint  a,  /?,  ita  ut  eos  boc 
modo  liceat  exbibcfri  a  =  iiRi/i  +  <<>  b^np-^rp^  ubi  uterque  ce,  /? 
minor  quam  p  atqae  f»,  n  sunt  integri.    Productum  igitur  ab  for* 

TfceU  IL  1 


3 

aut  3/»,....  ant  (p' — l)p.   In  priori  casu  ^,  esset  Dumerus  integer  q.  e, 

1.  quia  p  non'est  p^  atque/y  primus.  In  secundo  caso  haberetur  Dumerus 

integer  -p  contra  !•  vel  supp.,  in  teHio,  quarto,  quinto»  etc.  casn 

,  Zp    ^p    lip          {p'—^)p  ^  .  i.      .         .  '       . 

nnmen  --;,  —;,    o^» ' ' ' w —  essent  integn  contra  ea,  quae  sta- 

Inimus.  Hinc  sequi tur  si  tbeorema  valeat  usque  ad  productun  p^'ß 
etiam  pro  producto  N  .  ß  verum  esse  designante  JV  numer.  queocun- 
que  inter  //'  et  //  nee  minus  pro  p'ß  ita  ut  inter  p"  et  p'  numerus 
non  exstet  primus. 

Jam  vero  propositionem  demonstravimus  pro  productis  2/9,  3/?, 
4/?,  hßi  erfz:o  (5)  valebit  pro  ^ß  et  Iß,  Line  pro  8ß,  9ß,  10/9  et  11^^ 
hinc  ,pro  I2ß  et  13j9,  ex  quo  sequitur  veram  eam  esse  pro  pro- 
ducto aß, 

Aliam  et  quidem  simplicissimam  demonstrationem  Tidere  licet 
in  Disq.  Arithmet. 

§.  2.  Duorum  numerorum  productum,  quorum  uter- 
que  ad  numerum  quencunque  p  est  primus,  ipse  hie  non 
metitur. 

Resolvatur  p  in  facto  res '  du  os  //  et  ^  quorum  unus  ;/  sit  nu- 
merus primus  ita  ut  habeatur  p-zrzpfq.  Quodsi  productum  numero- 
rum datorum  quos  a,  b  vocemus,  per  //  divisibile  esset,  etiam  per  pf 
manifesto  dividi  posset.  Ipse  //  uutem  nullum  borum  a,  b  metietur, 
nam  si  ex.  gr.  a  esset  muUipluin  liujus  primi  p\  ipse  p*  quum  a 
tum  p  metiretur,  quo  facto  a  ^t  p  diyisorem  communem  baberent 
contra  bjp.  Krgo  primus  //  neque  a  neqiie  b  metietur  neque  igi« 
tur  productum  (§.  L),  quam  ob  rem  ab  per  p  non  crit  divisibile. 

Coroll.  1.  Si  quisque  numerorum  a,  b,  c%  </...  ad  num. 
quencunque  p  est  primus,  bic  ipse  productum  abcd . .  non  metietur. 
INam  propositio  valet  pro  ab^  Line  pro  abc^  hinc  pro  abcd .  .  .  ergo 
nniversim. . 

Coroll.  2.  Etiam  potestas  aliqua  puta  ah  cujus  exponens  nu- 
merus integer  positivus,  per  numerum  quencunque  /»  ad  a  primum 
divisibifis  esse  nequit. 

§.  3.  Quando  ^  ad  i7,  ^,  r,  . . .  est  primus  productum- 
que  abc . . .  Z  per  p  divisibile  est,  Z  per  p  divisibilem 
esse  oportet. 

Resolvi^tur  p  in  factores  primos  aequales  inter  se  vel  diversos 
hoc  modo  p\  p"j  p"\  /?'•",  quorum  multitudo  ex.  gr.  sit^  4.  Quia 
abc .  .  Z  per  py  ergo  per  p'  divisibilis  est  //  hujus  producti  facto^ 
rem  Z  metiri  debet  ($.  1.):  si  eoim  Z  non  metiretur  etiam  abcZ 

metiri  non  posset.     Qua   re    pooi  licet   Z:=^p'Z'  eritque  — ^-^— 

=  j,"J''jjr  uumerus  integer.     Sequitur  productum  abc .  .  Z'  per  p" 

divisibile  esse,  ergo  etiam  Z'  (§.  1.)  ita  ut  poni  liceat  Zi^  =  p*'Z'\ 

,  übe . .  Z abc .  .  Z"  .   ^  ^  •     •   »Ä.         r       fwtt 

eritque =  — TTr-pT'  numerus  integer.    Quia  igiinr  abc. ^Z" 

ipse  nuni.j9"'/i'*^  metitur,  etiam  p^**  hoc  productum  metietur,  quam 

1-                  •  1-     ^    rw»         uirwttt      »^        abc.»Z        abc**Z'** 
ob  rem  poni  licet  Z"^sp''*Z"'  eritque =  — -jy —  nume- 
rus   integer.     Ponamus    denique,    quia    Z"  per   p'^  oividi  potest, 
Z'"  =  ;i'*'Z^  habebimusque  per  substitutionem  Zzzip^Z'^ip^p^Z'' 


ad  m  est  primnm  etiam  haec  locnm  habebit  coDffrnentia 

T  ~  rf'  (mod.  m). 
Ex  3.  sequitur  ad^öcy  quo  facto  differentia  ad — ^<? 'tanquam 
per  m  divisibilis  forma  exhibetur  /?aw;  tum  erit j —  =  —^  vel 

ff_         ^  ^ 

c  d         cd' 

Jam  yero  c^  ad  m  est  primus,  ergo  (§.  3.)  ^  per  c^  erit  divi- 
sibilis atque  -^  integer^  quam  ob  rem -^  multiplum  erit  ipsius 

«  i.  e.  — -  =  -^  (mod.  m). 

f.  6.  Numerus  indeterminatus  a?  ita  semper  potest 
determinari  ut  expressio  aa:+d  secundum  modulum  m 
ad  a  primum  cuivis  numero  fiat  congrua  vel  quod  idem 
valet  congruentia  aa^+d^c  (mod.  m)  semper  poterit  re- 
solvi,  si  quidem  m  ad  a  est  primus. 

CoDsideremus  producta  baec 

a^  2a,  3a,  4a, . » •  ,  {m  —  l)a. 

Q^uum  a  ad  »  sit  primus  nullum  horum  prodnctomm  per  m  erit  di- 
visibile;  nam  si  qundcunque  illorum  A:a  (A:'<Cm)  ipse  m  metiretnr 
etiam  Ar  per  m  divisibilis  esset,  quod  fieri  nequit  (§.  3.).  Et  quidem 
omnia  producta  sunt  sec.  m  incoiigrua.^  Si  enim  duo  quaelibet  per 
/ra,  Xr'a  designamus  ita  ut  Ai-^^m,  A/<^m^  differentiam  Xra  —  A/a 
=  (/r  —  A'')a  ipsum  m  metiri  oporteret,  ergo  (A:  —  X?')  (§.  3.)  quod 
fieri  nequit.  Horum  igitur  productorum  residua  minima  ex  divi- 
sione  eorum  per  m  relicta  erunt  ordine  neglecto  baec 

1,  2,  3,  4,  . , ,  m  —  1. 

Jam  vero  differentiae  c  —  &  residuum  minimum  positivum  inter  illa 
residua  oportet  inveniri,  quam  ob  rem  c — d  alicui  productorum,  de 
quibus  agitur,  congrua  erit.     Sit  boc  productum  A:a  eritque 

ka'^.c  —  h  vel  ka-^-b-^^c  (mod.  «i ). 

Cor  oll.  Quando  a  et  m  divisorem  comm.  babent  maximum  8 
coogruentiae  aoc -^-b^c  (mod.  m)  satisfieri  nequit  nisi  c  —  b  per 
8  est  divisibilis.  Nam  quum  congruentiam  banc  pro  modulo  c^  non 
minus  quam  pro  modulo  m  oporteat  locum  babere,  numerus  c  —  b 
per  8  erit  divisibilis.    Ceterum  si  resolvi  potest  ad  aliam  reducitur 

in  qua  -r  ad  modulum  -r  est  numerus  primus. 

§.  7.  Quando  p  est  numerus  primus  numerum  A  non 
metiens  plures  quam  n  secundum  modulum  p  valores  in« 
congrui  variabilis  au  non  exstaut,  qui  congrnentiae 

^^r»»  +  Ä^r«-!  +  Clrn-2-f-  etc.  +JI/i:HhiV^=0 

secundum  eundem  mod.  satislfaciant« 

1.  Si  n  unitati  aeqfaivalet  propositio  nostra  ex  paragr.  praeced. 
illico  sequitur. 


i" 

1 

> 

4 


2.  Si  vero  n  unitatem  superat,  cong^ruentia  si  fieri'  possit  pl 
res  quam  exempl.  gr.  »Hrl  valores  admittat  incongruos  a,  ß,  y^ 
etc.    Tum  erit 

^a^  +  J?«*«— ^H-  Ckf^*^'^  etc.  H--^a  +  A'  =  0  (m.  />) 

^jJ«  +  Ä/J«-!  +  q?»-^  etc.  +  J/iJ  +  iV  =  0 


>. 


ergo 


j[an  ^  ßn)  +  ^(««-1  —  ßn-i)  etc.  +  M{a  —  j5)  =  0. 


Potestatum  differentias  (]uae  in  hac  congruentia  reperiantur» 
a  —  ß  divisibiles  esse  satis  notum  est,  facillimeque  perspicitoir 
gruentiam  forma  exhiberi 

(«  —  ß)  {Jß»^^  +  B'ß^-^  +  C"/S«-8  etc.  +  L'ß  -H  üf' )  =  0 

ergo  erit 

jßn-i  4-  B'ß^-^  H-  C'ß^-^  etc.  +  /''i?  -I-  il^'  =  0 

quoniam  a  —  ß  per  /?  non  divisibilis  est,  nam  a,  /?  sunt  valoref:j 
coDgrui.    Jam  quum  multitudo  Lorum  a,  ß^  y^  cF,  • . .  sit  »  +  1  ^ 
que  ipsum  a  cum  aliorum  quoque  combinari  liceat,  manifesto  » 
gruentiae  formae,  quam  modo  diximus,   habebuntur  et  quidem  oi 
sunt  {n — 1)'^«   gradus.    Congrueotia  igitur  {n  —  1)'*  gradus  adi 
tct  I»  valores  iueongruos^    ex    eadem  causa    congrueotia  (u — ! 
gradus  n — 1  valores  incongruos.    Qua  conclusione  continuata  s< 
retur  congruentiam  primi  gradus  admittere  2  radices  diversas, 
fieri  nequit  (§.  6).    Multo  minus  plures  quam  »  +  1  radices  dii 
sae  congruentiae  propositi  //'<'  gradus  satisfacient. 

$.  o.    Designante   ^A^  multitudinem   numerorum  ni 
primorum  ipsoque  minorum  et  n,  vl^  n*\  etc.  omnes  df 
sores  numeri  iV  unitate    et  ipso   N  non   exclusis  sea 
erit  <jp»  +  5p«'  +  cp»"  +  y«'"  etc  =  N* 

1.  Qnando  A'^est  formae  />"  vel  numeri  primi  potestas,  oi 
ejus  diyisores  sunt  hi:  1,  ;/,  ;;',  p^^  , .  .  p".    Multitudo  num< 

'ad  /?«  primorum  eoque  minorum  est  p"^^(p — 1)^  ergo 

5pl -H  y/;  +  y/i* -H  5p;»  • -|- . . -|- 5P/?« 

=  1  +  (;» —  1) +;^(;'  — !)+;''(;'  —  i)  «tc-  -h/^^'O» 

quam  summam  potestati  p^  aequivalere  ex  doctrina  seriemm  com 

2.  Quando  N  est  numerus  compositus  puta  A^B^C^  etc. 
cunque  hujus  divisor  forma  AfBsC^,,,  exhibetur,  ita  ut  e 
nentes  /*,  ^,  fi  vel  nonnulli  eorum  etiam  evanescere  possint,  atti 
men  minores  sint  resp.  quam  a^  h^  c,  .  .  .  Poterit  igitur  yonif 
valores  inde  ab  Zero  usque  ad  a^  g  omnes  valores  inde  ab  Zef 
usque  ad  h^  h  omnes  valores  a  Zero  usque  ad  c  etc.  accipere.  f 
si  valoribus  bis  respondentes  potestates  inter  se  combinantur,  WO^ 
festo  omnes  numeri  iV  divisores  exstabunt.  Jam  dico,  si  nna«' 
F^  G^  H  etc.  sint  ad  singulas  potestates  Af^  Bi^  C^  etc*  pni 
etiam  productum  FGH ^ .  ad  illud  AfBsC^  • . .  primum  fore.  Na 
quum  Li  modo  factoros  A^  B^  C . .  productum  AfBsC^  .  • .  posni 
metiri,  si  producta  AfBsC^  . .,  FGH .  .  divisorem  communem  \ 
bereut,  unum  ex  factoribus  A^  B^  C , , ,  simul  ea  metiri  oportd 
ex.  gr.  A,  Tum  autem  A  tanquam  primus  aut  F  metiri  aeber< 
aut  (7,  aut  H  etc.  v.  c.  JP,  neque  vero  Af  ad  F  esset  Bumev 


primas  contra  snppositionem  nostram.  Vice  versa  qoicniique  numerut  ad 
AfBsC^ .  • .  primus  factores  modo  involvet  qnorum  duIIus  cum  po* 
testatibus  Afy  Bts^  C^ . .  habeat  facto  rem  cömmnaem.  Nodc  repe- 
riantur  numeri  ad  A^^  A^^  A*, .,  A"  primi  sing^lisque  noD  majo- 
res, deinde  numeri  ad  potestates  i9®,  JB^,  JS*,  . .  B^  primi  singulii- 
3ue  non  majores  similiterque  de  ceteris,  €^y  Ö.  t>, . .  .  Ö.  Primo 
ictorum  multitudo  erit  A^^  secundo  B^^  tertio  (>  etc.  ex- prima 
parte. 

Quodsi  numeri  de  quibus  ag^itur  ioter  se  combinantnr,  ex  prae- 
cedentibus  patebit,  omnes  numerus  exstare  ad  divisores  numeri  A^pri- 
mos  ipsisque  non  majores  manifestoque  multitudo  babebitur^^iff^C^ 
etc.  sivc  JX, 

Ali  am  licet  videre  demonstrationem  buj.  prop.  in  Gauss  Disq. 
Arithm.  pag.  33. 

B.    De  numerorum  periodis^  radicibus  primitivis  resi- 

duisque  quadraticis.  / 

§.  9,  Quum  Fermatii  tbeorema  in  sequentibus  maximi  sit 
momenti  in  memoriam  id  revocabimus  sed  ita  enunciatum,  ut  latis- 
sime  pateat,  nempe  ut  sequitur. 

Quando  numeri  a^  p  sunt  inter  se  primi,  semper  con- 
gruentia 

a^P  =  l(mod.  p) 

locuni  habebit,  denotant^e  (pp  multitudinem  numerorum 
ad /?  primorum  eoque  minorum. 

Significatis  omnibus  numeris  ad  p  primis  eoque  minoribus  per 

0,,  ©a,  0,,  ...  0^ 

statim  patebit,  nullnm  borum  productorum 

&^a  .  Q^a  .  &^a  ....  0^  .  a 

per  p  divisibile  esse  (§.  2.),  deinde  producta  de  quibus  agitur  se- 
eundum  /;  esse  incongrua.  Nam  si  universim  baberetor  &xti^&ia 
denonaniibus  0/,  Ox  numeros  ex  bis  0,,  0,.  . .  .  0^  differentiam 
&,a  —  Q^a  ergo  Qy  —  &i  per  modulum  esse  aivisibilem  oporteret, 
quod  fieri  nequit.  Tertio  dico  quodvis  residuum  ex  divisione  pro- 
ductorum illorum  per  p  relictum  ad  p  esse  primum.  Nam  si  resi- 
duum producti  alicujus  0^^  est  q  vel  0^»  =•  Q  quicunque  residui  Q 
diTisor  productom  &xa  metiri  deberet,  siquideni  etiam  numerum  pri- 
mum p  metiretur.  Tum  autem  aut  0^  aut  a  cum  p  baberet  divisorem 
cominunem  contra  ea,  quae  statuimus.  Quum  igitur  productorum 
residua  8int  inaequalia,  ad  p  prima  nullumque  evanescat,  residua 
baec  ordioe  ne^lecto  bis  ipsis  0,  .  0,  .  0,  . .  .  0^  aequivalere  sta- 
tim perspicietur.    Brgo  bunc  babemus  congruentiam 

0,«  .  0,«  •  0,»  . . .  Ofjia  =  0,  .  0,  .  0,  .  . .  0^  (mod.  p) 

vel  banc  0,0a0,  . .  0^  {ä^P  —  1)  =  0.  Jam  vero  p  ad  productum 
0J0S  •  •  0^  est  primus,  quam  ob  rem  (§.  3.)  flifferentia  a^P  —  1 
per  p  divisibilis  esse  dcbet  i.  e.  a^P  =  1  (mod.  p), 

Quando  p  est  niimerus  primus  omnes  ad  p  primi  eoque  mino- 
res sunt 

1,  2,  3,...;»-T-l 


dülas  Sit  4  ant  ona  formarom  ezhibeatnr  p^^  2p*^  denotaDte  p  na* 
merum  primum  imparem.  Prinsquam  autem  ho&  a^gredimor  ar^- 
mentum  radices  congraeatiae  superioris  gradus,  id  quibus  aititur 
disquisitio,  sunt  censiderandae.  Sed  eam  statim  tractaDimus  casum, 
in  quo  p  est  numeiOis  primus. 

§.  12.  Semper  exstant  numeri,  quorum  nulla  pote- 
stas  inferior  quam  {p — 1)^^  unitati  congrua  est^  vel  <|uod 
idem  valet,  pro  modulo  primo  radices  exstant  primi- 
tivae. 

Quando  p  —  1  in  factores  suos  primos  hoc  modo  resolvitur 
A^B^O^ . .  .  dico  inveniri  posse  numerum  a  ad  exponentem  A^^ 
num.  /?  ad  exp.  B^^  numerum  y  ^^  ^^P*  ^^  ^^^'  pertinentem.    Con- 

gruentiam  x^   -=.\  (mod.  /i)  non  plures  quam        .      radices  ad- 

mittere  diversas  ex  §.  7.  patebit,  quam  ob  rem  qui^que  numerorum 

o  —  1 
1,  2,  3,  4, . . .  ;i  —  1    quorum    multitudo   major   quam        .    ,    con- 

gruentiae  illi  satisfacere  non  potest.  Sit  igitur  g  unus  hujusmodi 
numerus,  congruentiae  propositae  non  satisfaciens  eritqne  si  ponitur 

g-^"  ==<X9  tt  numerus  ad  exponentum  A^  pertinens.     Potestatem 
enim  {A^Y**  numeri  a  unitati  congruam  fore  ex  Fermatii  theoremate 
inteiligitur.    Jam  si   exstarent  inferiores   numeri  a  potestates  uni-  • 
tati    congruae,    harum  infimae  exponens  expon.  A^  deberet  metiri 
(f.  10.)  atque  unus  esse  ex  bis 

^«-A,  ^«-2,  ^«-3, 

..  g^" -^  =^'^  cx  suppositione  nostra  uni- 
tati non  est  congrua  multoque  minus  a^""*,  «^«-3  etc.  ergo  a  ad 
exponentem  A"  pertinet.  Tum  dico  productum  numerorum  a,  ß,  /,.. 
qui  ad  exponentes  singulos  A**^  B^,  C^,  . .  .  pertineant,  ad  expo- 
nentem A**B^C^'.  ,  sive  p  —  1  pertinere.  Quod  productum  ad  po- 
testatem {p  —  lyoin  elevatum  unitati  coogruum  fore  facile  patet. 

Nam  a-^*  =  1,  /S^*  =  1,  y^'  ^  1  etc.  ergo 

aA'BiC'  •  •  =  1,  ßAaßiC' . •  =  1,  yuä»BiCc . .  =  1,  qua  ex  re 

(aßy  .  .)^«Ä&C* . . .  =  1  (mod.  p)  sive  (aßy  .  .>^i  =  1. 

Quodsi  productum  ad  minorem  exponentem  ^pertineret,  /numerum 
p — 1  metiri  di^herct.  Sit  igitur  t=:A^-'^B^C^  etc.  eritque  {aßy., y  =1:2 
(a/?/ .  .)-^""*^*  ^' •  •.  Quum  jam  ß,  y,  .  ,  ad  exponentes  B^y  C^  .  . 
pertineant  potestates  ßA^-^B^C*' ..^  yA'^-'^BhC' > .  unitati  erunt  con- 
groae  ergo  {aßy  .  ,y  =  a-^*~*^* ^' •  *.  Quum  deoique  a  ad  exponen- 
tem A**  pertineat,  debet  A^  metiri  productum  A'^—^B^O^ .,,  q.  e.  a. 
!Neque  igitur  aßy  , .  ad  exponentem  A^-^B^C^ , .  pertinebit,  multo- 
que minus  ad  minorem. 

$.  13.    Quoniam  residua  minima  potestatum 

a,  «*,  «•, . . .  aP^^ 

81  modo  a  est  radix  primitiva,  sunt  inaequalia  illa  numeris  ordine 
neglecto 

1,  2,  3,  ...;^  — 1 
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per  d  divisibilem^  esse  oportebit  vel  Ind  ui  s  0  (mod.  S).  Sit  0  radix 
quaecunque  primitiva  eritque 

Ind  A{p—\)  p—\ 

<,ind  A^ji  (mod.  p),  a       ^        ^A  ^    (m.  p). 

1  A    J  Ind  A(p—l)  y— t 

Jam  quam  — ^  sit  iDteger,  erit  a       ^        =1  adeoque  ^  (^  =  1 

{moA.  p)y  qua  deficieute  couditione  congraentiae  as^^A  {vn.  p) 
satisfieri  nequit. 

CoroU.  1.  Quando  «i  =  2  congruetitia  ac'^-^A  (mod.  /i)  re- 
solubilis  erit,  si  A\^P—^^  unitati  congrua,  sin  vero  minus  non  reso- 
lubilis.   Ut  igitur  numerus  aliquis  quadrato  sec.  mod.  primum  congruus 

fiat,  potestas  A'^  unitati  debet  esse  xongrna.  Quum  jam /?  —  1 
sit  numerus  par  congruentia  a:^  ^A  (m.  p)  aut  nullam  admittet 
radicem  aut  duas. 

Cor  oll.  2.     Quando  u^=l  congruentia  o;' =  1  (m. /?)  sem- 

per  poterit  resolvi,  si  vero  ^  =  —  1  in  eo  modo  casu,  quo      ^ 

est  numerus  par. 

f|.  16.  Congruentia  ac^^A  (mod.  2)  unam  tantum- 
modo  radicem  admittet  nempe  1  quando  A  est  numerus 
impar,  baec  vero  a^^A  (mod. 4)  denotante^  etiam  nunc 
numerum  imparem,  aut  nullam,  aut  unam,  aut  denique 
duas. 

Propositionis  prima  pars  tam  obvia  est,  ut  demonstratione  non 
opus  sit.  Quod  vero  attinet  ad  alteram,  sit  primo^formae  4i»+l. 
In  hocce  cusu  1  est  radix  neque  vero  3  nisi  exponens  n  est  numerus 
par.  Sit  secuudo  A  furmae  4/i-f-3,  tum  1  congruentiae  non  sa- 
tisfaciet,  quiu  4^  +  3  — 1  =  4^1-4-2  per  4  non  divisibilis  neque 
vero  satisfaciet  3  quando  n  est  pur.  Si  vero  n  est  numerus  im- 
par  manifesto  3  ^nt  radix.  Sequitur  ex  bac  consideratione  con- 
gruentiam  .r^  =  1  (mod.  4)  semper  duas  admittere  radices  nempe 
1  et  3. 

§.  17.  Sequitur  ut  de  modulis  una  formarum  p^^  2/1'*  compre- 
bensis  agatur.  In  §.  15.  inventum  est,  congrueutiam  o:'*  =  1 
(mod.  p)  habere  6  radices  sec.  p  incongruas,  denotaate  S  maximum 
communem  divisorem  num.  n  et  p  —  1*  Simili  modo  eounciabimus 
tbeorema  quod  sequitur. 

Congruentia  t^*  gradus  ^^  =  1  (mod.;!")  admittet  3  va- 
lores  secundum  p**  incongruos,  denotante  d  divisorem 
communem  maximum  numerorum  ^,  p'^''^{p  —  1),  qua  pro- 
positione  demonstrata  patebit  congruentiam  propositam, 
non  plures  quam  t  radices  admittere  diversas. 

Ponatur  dzzzkpO  ita  ut  Xr  factorem  p  non  involvat  adeoque 
k  ipsum  p  —  1  metiatur.     Jam  dico 

1.  Si  a  fuerit  radix  congruentiae  propositae  etiam  a'-\- //pf^^B 
fore  radicem,  designaate  Ä  numerum  quencunque  per  p  non  divisi- 
bilem.  Ceterum  illico  observandum  est,  numerum  &  bunc  n  —  1 
superare  non  posse.     Sit  primo  n  —  @^1  atque  03=1,  tum  erit 

(a  +  hp^sy  —  a*  Ä  hp^B\{a  +  ip^^^^y-^  +  a{a  +  Ap^-9y-2 

+  a*(a  +  Ap'^By-^  etc. -h  {<»'+' Jip^^y-^• 
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\ 


Atqui  a  +  ip^^9^a  (mod.  p*)  qnoniam  n  —  0^1,  er^o 

(a  4-  /ip'^oy-i  =  a^-l  (mod.  p*) 


(a  +  /spt-ey-t  =  a^-i 

ergo  (a  +  Ap^Sy  -—  a^  =  ^;>«-e  .  a'-l .  ^  (mod.  />*~e+2) 

qaam  ob  rem  terminus  in  sinistra  parte  positus  erit  formae 

/ip'^^{ta^-i  -f-  Ä>  *  )  =  /ip»-eiaf-i  +  K/ip'^e^^ 

quumque  0  =  1  habetur 

(a  +  Ap'^oy  —  a^  =  at-^ftp^^-Ot  (mod.  ;;«-+-i) 

^0  (mod.  //*) 

quia  in  hocce  casu  t  per  /?  non  vero  per  p^  divisibilis  est.  Tbeo- 
rema  igitur  valet  quando  n  —  @;>>1  atque@  =  l.  Sin  &  non  est 
1  assumamus  propositlonem  nostram  valere  pro  &  poteritquc  de- 
noDstrari  etiam  pro  0  +  ^  locum  habere.  Tum  autem  a  valore  1 
n;ique  ad  2,  hinc  ad  3,  omnino  ad  0  asceodi  poterit.     Sit  igitur 

(a  +  hpn-&y  —  a'  =  ta^'-\/ipn-B  (m.  />»+i) ' 

ponaturque  tp  pro  t  ita  ut  tp  per  pS+^  non  vero  per  /9O+2  sit  di- 
visibilis.   Habemus 

(a  H-  hp^^yP  —  a^P 
=  j  (a  -^  fipn-ey  —  a' }   I  (a  +  //;i«-e)^(>-D  +  «f  («  ^-  >5/?«-Ö)'0»-2} 

verum 

a  +  fip'^-'^  =  a  (mod.  />*)j  ergo 

(a  +  hp'^-^y^P-^^  =  a'O'-i)  (mod.  /?») 

«f  (a  -1-  hp^-syip-2)  =  «tO^-l) 

a2f  (a  -I-  hpn-eyip^z)  =  a'0^-l)      ' 


(a  +  hp^-  ey(p-i)  =  a^ip-i) 

adeoque  summa  erit  congrua  a'(?^i) . ;?  vel 

formae  a'O»— D  .  p  +  Ä/?*,  ergo 

(a  +  ^;?«-ö)^^  —  a*;»  formae  (af-^/ip'^-9t+  Kp»+i:) 

\a*(p-i)p  +  JKp^\  vel  congrua  a';^iÄ/i'«—0^/» 

secundum  modulum  n  +  2,    Erit  igitur 

(«  +  hp^—9yp  —  a^;»  =  a*P-^/ip^—9tp  (m.  ;»''+2). 

Jam  vfcro  t  per  /?ö,  p*^9tp  per  /^^-i-i  et  (a  H- /^/?«— ö)*/»  —  «';>  per 
pnrW  divisibilis,  quam  ob  rem 

(a  +  hp"^9)tp  —  «^  =  0  (mod.  p^-^^) 
ita  ut  prop.  valeat  pro  0  + 1. 


«f-lj 
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Sitseciindo  m  — 0=sl  atqoe  &=sl^  tarn  erit 

^-a»(a^-/<py-»^-,.. 

Atqoi 

{«+^)'-i— a*-i=//i{(a+>5/iV-24-a(a^.^^)f-i^  etc.  +a'-2j 

Deinde 

(a  +  /ipy-^  =  a^-2  (mod.  p) 


(«  +  >!/?)^~2  =  a'-« 


ergo  summa   erit   coogrua   a*-^t —  1)    sec    mod.  p   vel    formae 

a*-i(t--l)  +  Kp  adeoqae 

(o4-/l/i)<-i  — a'-i  erit  formae  «^-2(^—1)  hp^Khp^ 
quam  ob  rem 

{a^ltp)t-\  —  a<-i  s  a'-a(^—  1)  hp  (mod.  />») 
vel  (a  +  //iy-i  =  a'-i  +  a'-2(^— 1)  hp 
pronns  simili  modo 

(a  +  //?)'-2  =  a'-  2  +  af-3(^  .-  2)>f/i 


ergo 


(«4-^/?)'  —  a^  erit  formae  hp\to,*-^'\ — :j — -^  Ap  +  Ikp*\ 


1  .  2 


Tel 


coDgrua  /fpta*—^  +  ^ — ^  A^p*  (mod.  p*). 


Jam  vero  — v~  est  uum.  integer  adeoqne  -r — 17-  per  t  atque 

igitur  per  /i  divisibilis,  quam  ob  rem  habemus 

(a  -+-  ApY  —  «*  =  //pia^—^  (mod.  /?*) 

«f  =  0  (mod.  p*), 

Simili  modo  ut  aotea  ad  modulos  p'^^  pn+i  poterit  ascendi.    In  omni- 
^lu  igitur  casibus  habetur 

(a  +  Ap'^—^y  =  a'(mod.  p") 

atque  (a +  /!/>«— ö)' =  1 

foae  congruentia  pro  modulo  //«H-l  non  valet. 

Ex  quo  faciliime  deducitur,  numerum  aliquem  radicem  congru- 
eotiae  prnpositae  esse  non  posse,  nisi  in  forma  contineatur 
a+//9'*~f^.  Quando  enim  a'  ipsi  a  secundum  f»  neque  vero  sec. 
^*~Ä  conffruus  esset  radix  poni  liceret  a*  =  a  +  A'pf*  ita  ut  sit 
/*<»  —  0.  Tum  erit  (a -+- A'/^)' =  a^  secundum  modulum  pM-B 
aeque  vero  secund.  p*^  contra  hypotb. 

2.    Quaecunque  radix  congruentiae  o;^  =  1  (mod.  p^)  eidem  sa- 


'  1* 

l 

\ 

tisfaciet  secund.  p;  jam  vero  haec  a?^^l  (mod.  p)  babet  i&Tadices 
diversas  ($.  15.).  Sint  bae  radices  ^,  B^  C^  •  • »  Quodsi  a  est 
radix  congr.  prop.  ipsi  ^«secundum  p  congrua  etiam 

fore  radices  (ex  1)  patet.  Quam  ob  rem  exstant  pO  radices  congr. 
nostrae  ipsi  ^  sec.  p  con^ruae.  Idem  valet  tie  reliquis  By  <7,  .  .  • 
ergo  satisfucient  omoino  JbpG  sive  d  si  modo  demoustratiim  faerit 

3.  Semper  radicem  a  congrueotiae  a:^^l  (m.  p**)  ipsi  A  se- 
cundum  p  congruam  inveniri  pbsse. 

Sit  a  radix  congr.  sec.  mod.  z?'*— ^  probeturque  semper  exstare 
radicem  sec.  p'^  numero  a  sec.  p  cQngruam.    Ex  praeced.  patet 

(«  -4-  Ap^-^-^y  =  a^  +  ta*-^fipn-i-f4 


sec.  med.  p^  erj^o  propter  af  =•  1  (mod.  />'*'~i)  (a  -|-  /ip^—^—f^y  —  1 
Y^T  p**"^  divisibilis  est.  Ut  autem  per  z^'*  fiat  divisibilis,  h  ita  de- 
bet  determinari  ut 

per  p  Sit  divisibilis.  Quod  semper  fieri  posse  inde  darum,  quod 
a'— i-g  ad  p  est  numerus  primus.    Erit  igitur  a-|->^»«-i— Ö  radix 

quaesita,  siquidem  n  —  l  —  0  non  evanescat. 

Sin  »—1=0  erit  t  per  /»»-i  divisibilis,  vel  tz=ifpn--\ 
t  —  ^=^(/?'»-i--l)  atque  /  — ^'  per/?  — 1  divisibilis.  Quia  autem 
^^  =  1  (m.  p)  erit  ^''  =  1.  Quodsi  ponimus  A^  nzl-^/zp  babe* 
tuT  ji*=^A^P'*'-^  =  (l'i-/^p{^'"'^=l  (m. /!'«)  ex  quo  sequitur,  in 
bocce  quidem  casu  quamcunque  radicem  congruentiae  a:*^l  (m. /i) 
ejusdem  secund.  mod.  p"  fore  radicem.  Jam  vero  exstat  numerus 
congruentiae  a:*^l  {m.p)  satisfaciens ,  binc  ad  modulum  z^',  bine 
ad  /?',  ...  ascendi  poterit. 

§.  IS;  Etiam  congruentia  a:'^^\  (mod.  2p*^)  admittet 
8  radices  diversas  et  non  plures,  designante  ^  divisorem 
commun.  max.  num.  /,  p*^—^(p  —  1), 

Satisfaciat  a  congruentiae  sec.  mod.  2^  ß  eidem  secund  um  /?«. 
Si  ponimus  N=a  (m.  2)  =  /J  (m.  ««)  erit  N^^a*  (mod.  2)  =  /?^ 
(mod./?«)  vel  A'*=l  (m.  2)  =  1  (/?»),  ergo  A'*  =  i  (mod.  2/?«). 
Jam  vero  congruentia  ^^  =  1  fm.  2)  unam  tantummodo  radicem  ad- 
mittit,  baec  vero  oc^'^X  (p^)  o  radices,  buic  denique  A'=a  (m.  2) 
^ß  (m.  /?«)  unus  modo  valor  qui  sit  -<2/?'*5  ergo  JV  manifesto^ba- 
bebit  1,6=6  secundum  mod.  2/;'*  valores  incongruos. 

§.  19.  Congruentia  a:*^A  (mod. /?'<)  admittit  J  radi- 
ces diversas. 

Quoniam  congruentiam  resolubilem  esse  supponimus  sit  »  ra- 
dix aliqua,,  vel  »^  =  ^  (mod./?«).  Congruentiam  a:r*=l  (m, /i«) 
admittere  c^  valores  sec.  modulum  incongruos  ex  §.  17.  patet.  Sint 
bi  valores  a^,  a^,  a,, .  .  .  ajv  Jam  dico  residua  minima  producto- 
rum  xtti,  za^y  xa,,  . .  •  xaj  radicibus  congruentiae  propositae  aequi* 
valere.  Nam  si  quancunque  radicum  congruentiae  a:^^l  Qv«)  d^ 
signamus  per  a,  erit  a^=  1>  atqui  x^^Jt  erso  {»ay  ^  A  {mod.  p^)^ 
quam  ob  rem  xa  est  radix  congruentiae,  de  qua  agitur.  BaiBca» 
igitur  erunt  bae  singülae  , 


«tti,  «a,|  «tt,,  •  •  •  •  JM^ 


■■'.r- 
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Jam  rero  omnia  haec  prodacta  sec.  mod.  sunt  incongrua;  nam  si 
baberetor  UDKersim  »am^xau^^  differeotia  %{am — Ug^)  ergo  Um — Um* 
per  mod.  divisibiiis  esset,  quoDiam  bic  ad  %  est  primus.  Atqui  a«» 
a^^  sunt"  radices  congruentiae  ^^  =  1  afqae  incoDgrua,  ergo  revera 
producta,  quae  modo  diximus,  sec.  mod.  sunt  incongrua.  Neque 
Tero  plures  quam  d  radices  exstabunt;  nam  quum  modulum  ad  » 
esse  primum  supponamus,  numerus  a  ita  semper  potest  determinari 
ut  Sit  as  =  x'  (mod.  p'*)  denotahte  »'  numerum  cong^ruentiae  propo- 
sitae  satisfacientem.  Hinc  sequitur  (a«)^  =  ^,  atqui  z^^Jt^  ergo 
a'  =  1 ,  ita  ut  valor  a  congruentiae  ^  =  1  (p'^)  satisfieri  debeat. 
Quaecunque  igitur  radix  congruentiae  a^^A  (p'^)  prodoctorum 
alicui  :sa,,  xa„  xa,,  • . .  %a^  congrua  erit,  qua  ex  re  d  neque  plures 
exstant  radices. 

$.  20.  Argumentatio  f.  12.  praesertim  in  eo  vertebatur,  ut 
congruentia  ^^=1  (mod.  p)  non  plures  quam  t  radices  baberet  di- 
versas.  Quum  jam  in  §§.  16.  17.  18.  prooatum  sit  haec  etiam  pro 
modulis  p^^  2/7",  4  locum  habere,  nihil  impedit,  quominus  etiam  pro 
bis  modulis  demonstratio  $.  12.  adhibeatur.  £x  quo  sequitur 
pro  modulis  p^  p^^  2/7**,  4  designante  p  numerum  primum 
imparem,  semper  radices  exstare  primitivas,  i.  e.  nume- 
ros,  quorum  periodus  omnes  ad  modulum  primos  eoque 
non  majores  complectatur. 

Pro  reliquis  autem  modulis  radices  non  exstare  pri- 
mitivas,  hoc  modo  facillime  demonstratur. 

Sit  modulus  formae  A**B^C^ ,,  ..  significetque,  si  quidem  ex- 
stare possit,  N  radicem  pro  hoc  modulo  primitivam ,  ita  ut 
iV-^*-K-«<— iV*-Hlf— i)C'»-*(C— 1)...  Sit  infima  num.  A'  unitati  congrua 

potestas  secundum  modulum  A*^B^€^  ...    Jam  vero  BS  ad  modulum  , 
primus   est   nee   minus   ad   singulos  potestates  A**^  B^.  C^\   ergo 

SA^KA-\^  =  1  (mod.  A^) 
A'Ä^-i(Ä-i)  =  1  (mod.  Bh) 
XO-KC-^i^  =  1  (mod.  Co). 


Designetur  dividuus  communis  minimus  numerorum 

^a-l(^  —  1),  BJ^\B  —  1),  C^i(  C-  1)  . . . 

per  3,  eritque 

JVd=\  (m.  ^«)  =  1  (mod.  i?*)  =  l  (m.  O)  . . . 

adeoque 

Acf  =  1  (mod.  A^B^Co  . , .). 

Qnoniam  casus,  in  quo  modulus  est  numeri  primi  potestas  aut  ejus 
duplum  exceptus  est,  numeri 

Ao^^iA-^l),  ^*-i(i»  — 1),  0-i{C^\).:. 

tanquam  pares  non  erunt  inter  se  primi,  ergo  borum  dividuus  eam<« 
munis  minimus  producto  est  minor  vel 

J< ^«-1(^  —  1)  ^*~i(Ä  — 1)  C*^i(C— !)..• 

quo  facto  N  non  esset  radix  primitiva  contra  bjp. 
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9* + jnp -1- 5P*"  +  SP<^  Ott  ^  y'*  +  9^*' -+- S/*" -I- 5>'/™  «tc. 
'■■  ex  prnecedcDtibuB  patet  Dallum  summae  posterioris  lermitiutn 
rioriia  aliqueni  posse  supemre,   nenne  oiinor  csae  polcrit,  (|uui]i(ini 
nuute  sint  uct^uules  erito  ift^=</t  i.  e.  tot  numeri  ad  ex|iuiicn(em 
^rtinniitj  ijnot  Hiut  ad~ir  jirimi  coque  non  major««. 

%.  tX,  Vidinua  in  $.  "iü.  pro  modul«  2"  nbi  «^3  radices  pri- 
itivaa  nun  exalari-.  tlliani  ex  tlicurcnuitc.quod  aequitur  baec  pro- 
witio  probat ur  uenipe 

Si  püteKtus  uliqua  niimcri  3  altior  qnom  aecunda  pro 
•  dulo  asBUiaitur,  numeri  cDJuBvis  imparis  potCHtas  ex- 
(oeiitis  3"— 3  unitati  fit  coo^rua. 

Cluriss.  (iausa  hoc  tbeoreiau  ex  proii.  f.  17.  derivavit. 

Sed  quuniam  ad  illam  ilemonstraiiaaDi  mnBidcrationibns  valdo 
«uliuribns  opus  erat  at<jue  propositio  nostra  t'acilius  polerit  demon- 
tari  Lac  modo  eum  pruuubimaii. 

AsBUnianina  ibcurcma  vtTum  esse  pro  moduto  2^—1  IIa  ut  sil 
^^l   (di.  3"^!),    dcsignante  a  Dumcrum  quencnnque    imparem. 

r'  nmnH  igitur  «2— *=I-f-2^U  eritque  a^"*^  {l  +  2^U)» 
1  +  2"f  H-  22f''-iU'.  Uui>niiiin  vero  «  >  2,  2»  —  »  >  2, 
k— !)>.«  erit  2";i  +  22(«-iU»  =0  (mod.  2")  ex  quo  Bei|uitm- 
(^  =  1  (und.  2"),  ita  nt  tlicorenia  valeat  pro  modulo  2^*  si  verum 
(Epro  boc  *>  1. 

Jim  Veto  conffnientiae  ^'  =  1  (2')  omaea  numeri  impHrcs  sa- 
imurus  impnr  forma  exbibetur  hM±\  at- 
litati  sec.  miid,  8  vel  2'  lit  congruua.  A 
isquc  ad  2',  omaiiio  ud  2"  aacendi  potent, 
lijudicetur,  ad  quemiian  expooentcui  nn- 
piTtineut,  dciudu  quot  sumeri  infra  2"  ad 
iai'iitFK. 

uiimcrua  impar  forma  2»^±1  cxlii. 
tqu.^  //  numerus  irapar  od  .-xponcn- 
modulum  2",  ubi  h>-2  asauinitur. 
ex  $.  17.  sequitur,  sud  ut  lotii  diluciilior 
qua»  sequitur,  adbibcamua. 
■■!tii  inimprus  nrnpositus  a  est  foriimn  2"^±1  erit  «'  for- 
V/  li-N-i/Ü)  vel  forraae  2*+'ä'+1,   ita  iil  A"  sit 
:i'i  //.'  „^  I.     Hiuc  erit 

</'  formae  I+2»+iÄ" 
V*  forniac  l-t-2«+'A"' 


'/K»  formuc  1  +  2«+."/«fi") 

,  .  .  .  /t^fi  numcroa  quoacunque  imparcB.   Jam  sit 
i  patcatas  uaitati  cougrua  sec.  mod.  2"  eritque 
2"^'//'")  =  0  (mod.  2"). 
sit  numerus  impar,  erit  2*'-^"  per  2"  divisibilia,  in- 
[loleatas  non  divisibilia.     Itaque  habentUB  M+jU=ff 
■*  —  m  al(|ue 

.""-1  (m.  2.) 
B  a  ad  cxponentem  2'^"  perUnet, 
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■i  prouti  potCBtas  A  ^  unituli  soc.  p  congriius  sit  nut  inconp^ruiis 
taneo  nunc  aliud  UHsequamur  ratiociiiaudi  geiius  liuic  \\m  uiutcrlue 
■aj(is  idoneum. 

§.  27.  Quando  />^,  2/?'',  \  pro  modulis  a»8uuiaiitur  atw 
fie  m  significGt  numerum  ud  quemquo  liorum  |»rimuiii  dc- 
liqoe  ^m  exprimat  multitudiucm  ad  modulum  priiaoruoi 
etque  uon  majorum  nuDiGrorum,  tum,  dico 

1.  Si  a  sit  rcsiduum  quadraticum  niuduli  illarum  for- 
■arum  aliqua  coinprehensi,  scinpcr  potestatcm  aVf*'^  uiii- 
titi  congruam  esse. 

2.  Vice  versa  si  ai*f"^  unitati  congrua  sit,  sempcr  m 
reiiduum  quadraticum  esse  rooduli  propositi. 

DemoDstralio.  Prima  pars,  (^uia  a  est  moduli  m  rcsiduum 
qaadraticum  inveniri  poterit  quadratum  aliquod  a^,  cui  u  sccuud. 
mit  coiifl^ruus  vel  a'  =  #y  (mod.  //i),  qua  re  {a^)Vl*^-^a^'li'i  i.  c. 
ifi'^aVf'^,  Atqui  quum  a  ad  m  primum  esse  supponamus  a7'/<=l 
(■od.  m)  (f.  9.)  adeoque  «i'/^  ^  1  (mod.  m), 

Hanc  proprietatem    valero  pro   modulo  quocunque  indc   manat^ 

2aod  nihil  impcdit,   quomiiius  argumeiitatio   nostra  ad  quemvis  ad- 
ibeatur   modulum.     Longe   vcro    aiiter    res    sese   Labet   in  altcro 
ciisu. 

Secunda  pars.    Congruentia 

or'/"»  =  1  (mod.  m) 

adnittit  ^m  radices  (§.  9.)  tot  enim  cxstant  numeri  ad  modulum 
prioii  eoque  miuores;  haec  vero  altera 

(^a)iyi/i  =  1  (mod.  m) 

\(pm  Labet  radices  nequc  plures  (<$§.  .16.  17.  18.)»  quia  numerorum 
{^m  et  y)m  divisor  communis  maxiinus  est  l^m,  Jam  vero  .2.*,  ut 
modo  diximuK,  ^m  valorcs  iiivolvitin  congruos,  ergo  o?^  iff^  valores 
iDcoDgruod  sec.  mod.;  facile  enim  perspiritur,  quadrata,  (|uorum  ra- 
tlicrs  summam  m  constituunt  esse  coiigrua,  quadrata  auteiii,  quurum 
radices  ig>m  non  superant  sec.  m  incougrua  esse.  Nam  quum  Mdz=p" 
vel  2/^«,  erit  .Jy«i=  ^y"-i(/>  —  1).     Uuodsi    esset  ^*=/i'   ita    ut 

«it  quuni  k  tum  f^^Jya^  liabiTctur  (X+fi)  {X  —  /ii)  =  0.     Hl  autem 

factores  numerum  primum  p  non  simul  invoivunt,  quia  diftereiilio  \wrp 
dividi  nequit  amboque  pares  sunt  quaiido  modulus  est  2/y'',  qiioniam 
io  hocc»  casu  et  A,  et  ff'  est  numerus  impar,  nam  (.z'')«7'^ — 1  tau« 
quam  per  purem  2p'*  divisibiiis  ipso  erit  par  adeoque  a;  impar.  Ex 
quo  patet  aut  unum  aut  alterum  factorem  per  modulum  diilsibiiem 
esse.  Scd  Loc  iieri  nequit  quia  vt  k+fi  et  X — fi  modulo  miuor  est. 
Quum  igitur  congruentia  {a:^Yt'P^  =  1  (mod.  m)  admiftat  {(ft» 
neque  plures  radices,  statiui  perspicitur  numerum  a  congruentiae 
«i^M^l  satistacientem  quadrato  alicui  sec.  m  congruum  torc. 

9.  28.  Licet  observari  quando  formae  /V',  ^p^  pro  modulis 
aisnmantur  potestatem  «47'^  unitati  aut  positive  aut  negative  sump- 
tae  congruam  fieri.  Nam  quum  «7"»  — 1  ergo  («fl'/"»-!-!)  (</17"« — 1) 
per  M  aivisibilis  sit  {§.  9.),  aut  unum  aut  alterum  facforcm  per  m 
divisibilem  esse  oportebit.  Nempc  ambo  factorem  m  tanquam  diflo- 
rentiam  2  constituentes  non  simul  invoivunt,  quandoque  modulus 
est  2p'*  ambo  erunt  pares,  ut  ex  f.  praec.  patet,   quam  ob  rem  erit 

2* 


20 

aut  ffiy»»  _j.  1  =  0    aiit    «47*  — 1=0    i.    e.  *ant    flrtT»  =  —  1    aut 

Si  Ig'itur  (§.  27.) 

1)  a  est  n*Hi(liiiiiii  (|uailratiram  moduli  p\  2/^  seaper  potestas 

^iP—H/f-i)  iinifali  roncrniu  erif. 

2)  Si  a^/fH/'—\)  unitati  cunsfraa  est,  senper  a  ^rit  residuum 
4ju  ad  ratio  um. 

3)  Uuaiido  #y  est  nun  -  resiiliinm.  erit  irf;^-*^/^'^  =  —  1. 

4)  Uuando  di*nH|ii«'  {»otrsias  <ytf**-M;>— D  ^  —  1  semper  erit  a 
DOD- residuum  f|uadratirinii. 

Aliaiu  liujus  |)ro|Mtsitionis  deninnstrationem  dedit  celebcrr.  Leg-cn- 
dre  iij  open*  i|uimI  inücriiiitur  Kssai  siir  la  tlieorie  des  nombres, 
quue  fumcMi  oo  limitatur   i*asu«   in  quo  modulus  est  numerus  primiis. 

§.  20.  Hoc  residuorum  \v\  non-rc»iduorum  critcriura  pedeten- 
tim  l'ert  ad  propositiniies,  t)uao  ^oquantur  demonstrandas,  qtias  ad 
nuüduios  p*',  2/>"  extoiidi  liroliit. 

Pi'odurtum  o\  duolius  resiilnis  erit  residunra,  ex  rc- 
siduo  iu  unn-rcHiduum  erit  iion- residuum.  productum 
vero  ex  duolius  non-residuis  revera  residuum  est  qua- 
d  ratio  um. 

Jj  Siiit  a.  h  residua  quadratioa  eritque  #3ri7*»  ^  1,  ^7«^!  ubi 
y///z=/y''    i(/y  —  I),  <»rjj;o  (fl'/y)*7'w=l  i.  o.  ah  residuum  (ex  §.28.2). 

2)  Uuaiido  H  est  rcsidiiuni ,  b  autpm  non  -  residuum^  erit 
//£'//«  =  1^  hVtin^  —  1^  «»rp;o  (//^)a'/««  =  —  1  i.  c.  ah  non- residuum 
quadraiieum  (%.  2S.  \\ 

'^)  Uuaiido  deniqiie  ambo  #/.  h  sunt  non-residua  erit  aW*»^ — 1, 
/,it'lm=.  —  1^  er^o  («Ä)ä'/"*=  i   i.  e.  ab  residuum  (§.  28.  2). 

§.  fU).  iS i  a  1  ii  c) ti a in  q u i  i n  fo r m a  />",  2/^",  4  contincntur 
moduli  ass  uiiiunhii-  atqiie  //l'^''<  unitati  sec.  wf-  est  con- 
afrua,  nibi  lom  iniis  a  noii- residuum  csso  poterit. 

Sit  modulus  mz=iA»li''0' .  .  .  atquc  aVf"^^  1  (mnd.  m)  ita  ut 
»it  ly///=z=Jy/«-i(.^— l)  ///>-!(/? --1)  Cfc-l(6'— .1)...,  quod  ita 
desi^nemus  produciuni  ^u^y  •  •  •  ^'^  deinde  A  numerus  primus  im- 
par.  A«sumaniiis  t$  esse  non -residuum  moduli  A*^^  quod  semper 
fxstare  manifestum  est,  quo  farto  erit  ^i<<^—- 1  (med.  ^*j  (§.28«) 
adeoque  a^^^^Y  •'  =  +  1  (aiod.  A»)  quia  unum  certe  borum  /?,;',.•. 
rjuiuerum  parem  i'ssc  oportobit.  Tum  vcro  a  est  non -residuum 
fijod.  A*'^  etiamsi  conpfriiontia  //^'/'"^l  (ni. /«)  locum  babeat.  Quam 
ob  rem  a  edaai  moduli  yi^Ji^O-  ,  ,  ,  vel  m  erit  non -residuum; 
iiam  bi  n'siduum  essft,  ciijnsquR  liorum  A**,  JP*y  6^...  residuum 
e^se  oporiorei.  Kt  adliuc  qiiidom  niodulum  2''  (n'^'2)  excepimus, 
.^ed  pro  boc  etiam  pro{)Ositio  domdnstratur  faciltime.  Kst  enim 
/«  =  2"^  yy//z=2"-*,  .Jf/)/// =  2'»--'-  utqiic  si  a  designat  numerum 
i{iXiiüv.uui[\ni  impari'm  (<J.  22.)  rt'-*~'^==l  (mod.  2^').  Patet  auteoi 
tiitn  ouiMc^s  iKinteros  iinparos  moduli  2^'  esse  rcsidua;  num  omnes 
fmmsi  >sA-\-'\^  r>^  7  coinprcbensi  numeri  sunt  non- residua,  quoniam 
*  n'Msi[iit*  fjuaiiM'i  impnris  tan(|n;ini  lortnac  4/.*=i=l  quadratum  semper 
t'jruijiuj  ijali»*t  SA- -|- 1   niMju«*  vcro  SX'H-3,  5,  7. 

§.  'il.  l'nifas  ii('G>*a(ivo  su in pta  semper  est  residuum 
q (j ii. dfi. t  i r  u  m  u  u t  non- 1- e s i d u u m  m i» d u I  i  in  a  1  i q u a  f o r m a- 
Miu  //":  'I/ß"  exbibiti.  proufi  p  est  formae  4//-I-1  aut  « 
f'iii:,uti  i/tf-{--^.  rcferuiii  — L  ii  o  n  -  resid  uum  est  moduli  4. 
^;im  [iuutitista  (-- Iji/*-- »O'-D  unitati  positive  aut  negative  sump- 
»<':    t.'ihuruii    fcaij    pruuli    ip^^Kp — 1)    est   par    aut   impar,    ergo 
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|§.28.)  —  1  resp.  residuuni  aut  uou-residuuui.  Krit  autein  ^f^Hp — \) 
|(ar  aut  impar  prouti  l(p  —  1)  par  aut  iiiipar  i.  c.  prouti  p  furmae 
4iv+l  out  fiirmac  i/.»  +  3. 

Nun  -  rcsiduum  deniqiic  moduli  4  est  — 1,  quia  cujusvi»  nuiueri 
iuparis  quadratum  tauquani  foruiue  8Xr+i  sccuiid.  niod.  i  unitati 
^sitive  sumptac  iit  congruum. 

§.  32.  Priusquam  ad  deterniinaiidam  residuorum  vcl  uoii-rcsi- 
iuorum  multituditiem  progrediniur,  iionnulla  de  radicibus  coDgrucii- 
tiae  sec'Uiidi  gradus  ar'*  =  1  diceiida  sunt,  quippc  quac  in  sequenti- 
bus  maximi  sit  momcuti.  lu  Universum  quidem  hoc  argumentum  in 
f  IC.  jum  tractavimus  sed  ratione  modo  kabita  numeri  pro  niudulo 
tSBUmpti  primi;  nunc  vero  de' quibuscunque  modulis  agamus. 

{.  33.  CoDgruentia  .r'  =  l  (mod.  m)  de  sign  ante  m  nii- 
■ernm  hliciijus  formarum  p'*,  2p'*  vel  4  duas  tantummodo 
radices  admittit  nempc  1  et  — 1  vel  m  —  1. 

1)  Quando  modulus  m  est  numerus  primus  p  diflereutia  a:^  —  1 
z={a; — 1)  (a:+l)  per//  dcbct  esse  divisibilis  ergo  aut  iinus  factor 
aut  alter  {§,  1.),  quam  ob  rem  quoniam  oportet  esse  »a:  niodulo  mi- 
Borem,  ipse  a:  erit  aut  1  ant  p — 1. 

2)  Üuando  modulus  est  numeri  primi  imparis  potestas  pnta  p** 
etiam  tum  producyim  {a: — l)(;r+l)  modulus  mctietur.  Jam  vero 
anbo  factorcs  numerum  primum  p  ndn  simul  involvuiit,  quia  ditrereutia 
eorum  scilicet  2  per//  dividi  nequit.  Eriz:o  aut  ,v — 1  aut  ät+I 
p«r  p**  debet  esse  divisibilis  vel  ^  =  1  aut  ^  •—  1  (m,  p**)  et  quo- 
niam a:  modulo  est  minor  a:=l  aut  a:=p'^  —  1. 

3)  Si  modulus  est  duplum  numeri  primi  potestatis  manifesto 
praeterquam  quod  ambo  factoros  a: — l,  .^*  +  l  numerum  primum 
p  Don  simul  invoivunt,  etiam  ambo  crunt  pares,  qua  rc  modulus  aut 
nnum  metietur  aut  alterum  i.  e.  o:  =  1  aut  =  —  1  (m.  2//'*)  ergo 
ar=l  aut  2//« —  1. 

4)  Radices  duas  modo  exstare  congrucntiac  a:^  =  1  (mod.  4) 
scilicet  1  et  3  demonstratione  iion  egeat. 

f.  34.  Cougruentia  .r' =  1  (mod.  2"),  in  qua  n^'2 
semper  quattuor  neque  plures  admittet  radices  nempe  1, 
i»-i_l,  2"-i-+-l,  2«  — 1. 

ttuia  a:^  —  1  per  mod.  2»  debet  esse  divisibilis,  .v  erit  nume- 
rus imuar.  jc  +  l  par  ita  ut  poni  liceat  .jrH-l=2/?,   quo  facto 

babetur  (.r  —  1)  (a-  +  1)  =  4>C(A'  -  1 ),  ^—  =  -\j7^.    «"odsi 

Jd  est  numerus  par,  A: — 1  impar  debet  esse  /?  per  2»—^  divisibilis  vel 
it  formae  2^-2© ^  ^  formac  2"-i0— 1.  Si  ver»  A:  est  impar, 
it— 1  par,  erit  Xr— l=2''-^'5  .iir=2"-i0'-|-l.  In  omnibus  casi- 
boB  a:  est  modulo  minor,  ergo  bae  quattuor  iuveuiuntur  radices 
2«-i— 1,  2^—1,  1,  2"-t1h-1. 

f.  35.  Restat,  ut  modulos,  qui  in  aliqua  formarum  p"^  2//'',  2^* 
non  sint  comprebensi^  consideremus.  Kxbibeatur  modulus  forma 
A^B^C^  etc.  eritquo  perspicuum,  si  numerus  aliuuis  sit  residuum  mo- 
duli propositi  etiam  residuum  forc  singulorum  tactorum,  qua  rc  ex 
congnicntia 

.^•'  =  r  (mod.  A^'B^O  .  . .)  / 

deducuntur  buc 

«I»  =  r  (mod.  ^«),  «»  =  r  (mod.  iST*),  y»  =  r  (m.  f"^)  etc. 
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tertio.  Quodsi  Dumerorum  aliquis  ad  A  primorum  ex.  gr.  qu 
io  reliqnof  omoe«  atque  etiHoi  in  se  ipgum  multiplicetur,  residua  iode 
^eoita  Binima  ad  A  erunt  prima  quumquc  Gorum  niultitudo  sit  f», 
plores  auten  numeri  ad  A  primi  intra  A  noii  exsteat,  residua  baec 
iHaeri# 

irdiDe  neglecto  aequiy alebunt.  Jam  vero  inter  bos  reperitur  1,  qua 
re  semper  nnnm  et  quidem  modo  unum  illorum  producto- 
riB  unitati  secnndum  A  congruum  fore  patebif.  Nume- 
ros, quoruro  productum  sec.  mod.  aliquem  unitati  fit  congruum, 
Eaierus  socios  sibi  vocavit.    In  serie  igitur 

dione  iinaiero  in  eadem  serie  socius  aliquis  respondebit,  quo  loco 
nbrntelligendum  erit,  numerum  borum  aliquem  etiam  sibi  ipsi  so- 
dum  esse  posse. 

qnarto.  Itaque  statim  deeidendum  est,  quot  numeri  scriei  ex- 
iteot  propositae  sibi  ipsis  socii.  Quando  vero  modulus  est  unius 
fomamm  /i",  ^p"  insuperque  quando  est  4  duo  tantummodo  numeri 
infra  A  reperiuntur,  quorum  quadrata  unitati  fiant  oongrua  nempe 
1  et  ui  —  1  (f.  33.).    Sint  bi  ^^  et  ^^.    Quo  facto  in  serie 

^a>  ^»^  •  •  •  ^/'-2  Qii^\ 

^uisque  numerus  unum  a  sc  diversum  babebit  socium  necjue  plures, 
qiiBBique  multitudo  borum  sit  par,  productum  vero  ex  bims  tcrminis 
viiUti  eongruum  manifesto  omnium  productum  et  ipsum  unitati  fit 
coogruum.    Atqui  ^,^^  =  1  .  (^  —  1)  =  —  1  (mod.  A)  ergo 

^i^a^a  •  •  •  Qf^2Qf^lQf*  =  —  ^  (mod.  /i»,  2/>«,  4) 

quinto.     Quando  denique  A  est  nullius  formarum,   quas  modo 

<'iximus,  sequitur  ex  §.  35.  quattuor  certe  numeros  exstare  intra  A 

(omnino  multitudo  erit  potestus  numeri  2  altior  quam  prima  cf.  §.  35.) 

Quorum  quadrata  unitati  fiant  congrua.     Hujusmodi  numeris  remotis 

^liquorum  productum  unitati  eongruum  est.    Priarum  aliquo  desig- 

tiato   per  qq  erit   etiam  A  —  ^9   eadem  proprietate   affectus;    nam 

-^  —  Q0  ad  A  primus  est  non  minus  quam  ^9  atque  (^ — ^^)'=^^^ 

^mod.  A)^  qua  re  (A  —  Qf.y  non  minus  unitati  congruus  quam  ^^'. 

Jäini   igitur  numerorum    sibi    ipsis    sociorum    productum    constituent 

Xinitati   negative  sumptae  eongruum.    Et  quoniam  dimidia  ejusmodi 

(lars   numerorum  est  pur,  productum  numerorum  sibi  ipsis  sociorum 

^initati  eongruum  est,  ergo  bocce  quidem  casu 

QiQuQi  •  •  •  ^.«^-aft«^— iR"  =  1  (mod.  A). 
Excmpl.  1.     Sit  modulus  18  =  2.  S"*  formae  2p».     Productum 

1  .  5  .  7  .  11 .  13  .  17  =  —  1  (mod.  18) 
2«    Pro  modulo  21=3.7  productum 
1  .  2  .  4  .  5  .  8  .  10  .  11  .  13  .  16  .  17  .  10  .  20  =  1  (m.  21) 

Co  roll.     Si  modulus  A  est  numerus  primus  p  omnes  numeri 
iode  ab  unitate  usque  ad  p  —  1  ad  p  erunt  primi  ergo 

1.2.3.4.5...,/^ — 1=  —  1  {mod.  p) 

f»  aodo  vulgo  enuaciatur  tbeorema  Wilsoniannm. 
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§.  37.  Summa  omnium  niimerorum  ad  iinmerum  quen- 
cunque  A  primorum  coque  non  majorum  semper  per  bunc 
A  divisibilis  erit. 

Quando  Dumerus  quicunque  fn<CA  nA  A  est  primus  Gtiam 
A  —  m  ad  A  primus  crit  atque  ambo  m^  A  —  7u  sunt  \ni9t  se  di- 
versi;  pam  si  esset  n:=z  A  —  m  baberetur  A  =  2mj  7Ji=:^Ay  quo 
facto  lA  ad  A  non  esset  primus.  C^uare  binorum  summa  per  A 
divisibilis  est  vel  potius  ipsi  A  aequalis,  ers^o  summa  omnium  per 
A  divisibilis  erit  et  quidem  tot  vicibus  continebit  A  quot  uoitates 
babet  numerorum  ad  A  primorum  dimidia  pars.  Manifesto  argumeo* 
tatio  supponit,  duos  certe  numeros  ad  ^^  prlmos  exstare,  qua  re  exci- 
piendus  est  casus,  in  quo  Az=2. 

§.  38.  In  sequentibus  ea  modo  consideremus  residua  quadra- 
tica,  qu;ie  ad  modulum  sint  prima,  quo  facto  solos  ad  bunc  i^süai 
primos  numeros  ad  quadrata  elcvari  oportebit,  ut  residua  -de  quibus 
agitur  babeantur.  Ii^tiamsi  Iioc  expressis  verbis  non  dicetur,  tarnen 
semper  erit  subintelligendum. 

§.  39.  Multitudo  residuorum  quadraticorura  moduli 
/?'>,  2/7^,  4  scc.  bunc  incongruorum  nee  non  multitudo  noa- 
residuorum  aequivalebit  multitudinis  dimidiae  parti  ad 
modulum  primorum  eoquc  minorum  numerorum. 

].  Qunndo  modulus  est  numerus  primus  iuipar  />,  borum  modo 
quadratorum 

1%  2%  3%  .  .  .  (/.  ^  3)S  (/. -2)%  (^  -  1)^ 

residua  minima  considerari  oportebit.  Jam  vero  quadrata,  quorum 
radices  summam  p  constituunt,  erunt  congrua,  quoniam  omoioo 
m^  ^={p  —  mY  sec.  mod.  /?.     At  vero  omnia  bacc 

1%  2',  3», . . .  (^)* 

revera  erunt  incongrua  secundum  p,  Sint  duo  quaelibet  m^^  ti*, 
Quodsi  baberetur  m^^u"^  (mod. /v),  esset  {m-\-n)  (m  —  //)  per /? 
divisibilis  ergo  aut  m-\-n  aut  m  —  u  (§.  1.)  quo:!  (leri  nequit, 
quoniam  et  m-^u  et  m  —  n^p.  (iua  re  exstant  \{p  —  1)  resi- 
dua. manifestoque  totidcm  non -residua. 

•  2.  Quando  modulus  est  numeri  primi  imparis  potestas  aliqua  puta 
p^,     Sint  numeri  ad  p^  primi  eoque  minores 

ita  ut  ^,  sit  minimus  Qy,  maximus  reliquique  vulgari  ordine  sint  po- 
sili.     Tum  vero  ita  eos  ordinari  licebit 

Qi^  Qzj  Qz^ P^'  —  Qz^  P^  —  Qz^P'^  —  Qx' 

Jam  quadrata,  quorum  radices  summam  p*^  constituunt,  sec.  p**  eruot 
congrua,  quoniam  in  Universum  m-  =  (p"  —  niY  sec.  mod.  /?'*.  At 
vero  quadrata  eorum,  qui  moduli  dimidiam  partem  non  superaot, 
revera  erunt  incongrua.  Sint  liujusmodi  numeri  duo  quilibet  a^  iß, 
Quodsi  esset  »*^^*,  productum  {a~\-b)  (a  —  b)  per  /?«  dividi 
posset;  jam  vero  ambo  factores  prinium  //  non  iuvolvunt^  quia  si 
fieri  posset,  differentia  2^  per  p  divisibilis  esset  q.  e.  a.  £rgo  aut 
unus  factor  aut  alter  per  //'<  dividi  poterit;  sed  ctiam  boc  fieri  ne- 
quit,  quod  ä  +  ^.  a  —  ^</^''« 

3.  Pro  modulo  2/^»  multitudinem  residuorum  quadraticonun  esse 
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^'''~^,P — It  «niili  wfQo  fmKaitar,  daM«Klo  mtio  kaWatur  rjns 
rä.  ipi»4  saiW  «+^.  m — A  so»!  fftarrs. 

4.  ^4  ••dcias  est  4  dno  mo^o  rxsianl  iinaicri  «id  I  primi  1 
et  3.  3  TfTS  rcMdnai  esse  neqoir«  qvia  qoailraiUBi  nuneri  impnris 
eiLLiketv  forma  -Li  +  1  ceqne  Tero  \m  +  «>. 

§.  M.  Maititad«  residaornai  i|nadratiroraai  nodiili  ^* 
(«^•)  ad  e«aiqae  iacoosrraoruai  est  i*~'. 

Fii— ■  dico  qoadnita 

P.  3=,  5%  7%..,(>  i— D» 

sec  B€»diilBai  ^  esse  inconirraa.  Viin  doo  quarlibet  sitit  m^%  /''. 
^■•dfii  kabereter  m*=:if^,  prodocinai  (ir+Z/)  {«t — /f)  |«er  Modul  um  di> 
TisibiÜs  esset.  Atqoi  aabo  factores  numerum  I  uon  simuI  in>olvunl, 
qaia  tmm  differeatia  eorum  t&  |ier  \  dividi  nosset,  qund  tirri  nrquit, 
qa«aiaa  ^  iaipar.  Ex  quo  seqoitur  m  —  /  per  2.  ^-|-/#  per  ^^*  ^ 
difisikilea  esse  »portere.  Sed  etinm  hoc  tieri  neqnic,  quod  sHinma 
«  +  ^^d*~^.  Et  quum  quudqoe  majus  qu«idr«iiuiii  radiccm  h.-«keAi« 
qaae  caai  alicojns  seriei  propositae  quadrati  radice  summam  •"  > 
coBstitnit  seqoitnr  talia  quadrata  rerera  esse  consrrua,  .^liiltitudi- 
Ben  Tero  honiB 

•  1%  3»,  5«.  7S...(2*  2-_i)» 

esse  2"— •  facile  ex  inductiono  intciliiritur. 

Exeaipl.  1.  Pro  modulo  32  kabentur  2*^^=  I  residua  kcUi- 
cet  1 .9 .  25  .  17. 

2.  Pro  Modolo  6-1  haec  octo  residua 

1 .  0  .  25  .  49  .  17  .  57  .  U  .  33. 

§.  41.  Vidimns  in  §.  15.  congruentiam  .r"  =  1  (mod.  p)  de- 
signaote  p  Dumerum  priuium  iuiparein  •dniittere  tot  radiccs«  quot 
UDitates  liabeat  dirisor  communis  maximus  numcrorum  n  et />  —  1. 
JaiB  quam  numeros  ad  Gundem  exponeotcro  pertincntos  oxaminaturi 
simus  accuratiusquc  perscquuturi,  aliam  etiam  bujus  proiiositionis  de- 
Bonstrationem  tentemus,  ex  qua  multa  alia  attcntionc  liaud  indisi^na 
sponte  manabunf, 

l.Quicunque  numerus  unumqucmque  aliorum  duoruni 
metieds^  horum  maximum  divisorem  communcm  mctietur. 

Sint  numeri  dati  «r.  Iß  diris.  comm.  maximus  ä  atque  z  tertius 
numerus  ipsos  a,  b  metiens.  Ponatur  a=zzdA\  ^==(f/:'  quo  faolo /?  et 
A/  erunt  inter  se  nrimi.  Nam  si  faotorem  communem  0  involvoronU 
poni  liceret  az=ö&  .X,  d  =  ä0  .X'  essentque  «,  6  per  dO  divisi- 
biles  q.  e.a.  quoniam  d  divisor  communis  maximus  est.  Porro  qiio<t  » 
mctitur  er  et  6  bos  ita  exbiberi  oportebit  a=xy>^  6=zg>\  Dc.mon- 
strari  autem  poterit   ^\   9'  multipla  esse   numcrorum  /r,   /:',      Nam 

ik^=zxq>^  fA:'  =  »g)'  ergo  ^=  -^  rel  Xy  =  /r'g)  atquc  Xy  per  /•' 

divisibilis,  jam  vero  /r'  ad  /?  primus  est,  qua  rc  /?'  ipsum  gp'  metiri 
debet,  similiterque  Xr  ipsum  9>.  Quoniam  g>  est  multiplum  numeri  X* 
oportet  esse  y  formae  A:m,  ergo  6k^=2xkm  vcl  (J  =  ÄAfi,  quam  ob 
rem  %  numerum  S  metitur. 

Quando  igitur  numerus  %  divisorem  communem  maximum  o  nu- 
mcrorum a^  h  non  metitur  hos  ipsos  «r,  b  simul  metiri  ncquit. 

2.  Sit  a  radix  congruentiae  ^»  =  1  (mod.  /?),  ipsum  a  ad  ex- 
ponentem  pertinere  oportebit  scc.  /?,  qui  numeros  #f,  p  —  1  simul 
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lUt    Qaando  igitar  t  est  numerus  impar,  erit  — ^ —  integer  et  quo- 

tjt-hi) 
iiiB  «^  =  1  erit  etiam  P:^  a    ^     =1  (mod.  p),     Si  vero  t  est 

fur^  erit  ^^  integer  atquoiy^^l,  (a^  -^l)  («*  — 1)  =  0.    Pror- 

ms  smiili  modo  uti  jam  saepius  argumentati  sumus  erit  aut  a^ +\ 
t  '  t  f 

•ot  «*  — 1  per  modnium  divisibilis.     Atqui  ^^    uaitati  non  jon- 

t 

grm,  quia  o^  est  infima  nnitati  congrua  potestas,  qua  re  a^  ^  —  I 

adeoque  P=a   *     =(— l)m  =  — i. 

Si  denique  modulus  est  4  argumontatioois  prima  pars  pro  hoccccasu 

jr_ 

niet;  quod  vero  attinet  ad  secundam  erit  {a^  +1)  (»^  —  1)  per 
4  divisibilis  et  qnoniam  ambo  factores  nunierum  4  non  simul  invoivunt 

tsaquam  differentiam  2  constituentcs ,  aut  iv  *^  =  1  aut  =  —  1  es^e 

t  jf_ 

oportet     Non  autem  erit  iv^  =1  sec.  hypotli.,  ergo  a^  = — 1, 

atqoe  a    ^     =  —  1. 

Exempl.    Pro  modulo  25  periodus  numeri  2  est  kaec 

2t    2'    2«    2*  2'*    2»»    2»® 

Residua  sunt 
2:4.8.16.7.14.3.6.12.21.23.21.17.9.18.11.22.19.13.1 

productumque  est  =  —  1  (mod.  25). 

$.  44.  Qaando  a  est  rudix  primiriva  moduli  //^  vcl  2/y'<,  ita  ut 
sit  £fi**^^(p—^)  inlima  ipsius  a  potestas  uiiitati  congrua,  periodus  om- 
nes  numeros  comprebendet  ad  modulum  primos  eoquc  non  niitjorcs 
et  queniam  in  kocce  casu  ^=/>'*~i(//  —  1)  scmper  iest  par,  produc- 
tum  numerorom  ad  aliqucm  primorum  eoque  minorum  secundum 
hunc  unitati  negative  sumptac  erit  cougruum.  (Cf.  $.  36.) 

Si  0  ad  exponentem  ■lp'*''^{p  —  1)  portinet,  erit  a  residuum 
qaadraticnm  moduli/'^  vel  2y^  (§.28.)  ncc  minus  residua  erunt  a',  a*^ 
m*y  .  .  a^P'^^^P^^  et  quidem  umnia  bis  cxbibcntur  residua,  quod 
multitudo  eorum  •^''~^/'  —  1)  (§.  39.).    Sequitur  hoc 

Tbeorema.  Productum  residuorum  quadraticorum 
moduli  in  aliqua  formarum  /»",  2/7'*  exbibiti  cungruum  est 
nnitati  positive  vel  negative  sumptae.  Positive  autem 
snmenda  est  unitas  vel  negative  prouti  \p'^~KP — 1)  impar 
vel  par.  i.  e.  prouti  /y  est  form ae  4« +  3  vel  formae  4«+  I. 

Aliam  magisque  peculiarem  demonstrationem  tentabimus  in  pu- 
ragrapho  quae  sequitnr. 

f.  45.  Numeri  ad  modulum  quem  in  Universum  per  w  dcsigne- 
mun,  primi  eoque  minores  sint 

©n  ©35  0.5  • . .  «»  — 0,,  «»  —  0,,  «»  —  0, 

qnorum  multitudinem^  tanquam    parem    esse  2^  supponemus.     Uuo 
iMto  residna  quadratica  coagrua  erunt  potestatibus 
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0,%  0i%  ©,»,  .  .  .  0,a-iS  0^^ 

Quodsi 

1.    p  est  furmae  \n  H-  1  erit  (§.  31.)  —  1   residuum  quam   ab 
rem  residuu  etiain  ita  exhibentur 

—  01*,  -0.%  -03%..-0^i%  — 0/*» 
vel  ita 
0.(«i  — 0,),  03(«w  — 0^,  ...0//~j(iw  — 0^_i),'0^(iw  — 0^). 

HiDc  patet  productum  numerorum  ad  m  primorum  congTuum  esse 
producto  residuorum  ipsius  m.  Jam  vero  iliud  productum  unitati 
negative  sumptae  congruum  (§.^  36.)  ergo  theorema  probatum  est 
pro  miidulo,  cujus  factor /;  formae  4a* +1. 

Si  vero  p  est  formae  \n  +  3   erit  —  1   nou   residuum   (§.  41.), 
quam  ob  rem  non-re$idua  sunt  bis  congrua 

*— 0,%  —  0^%....— 0/*» 

vel  his 

0,(^  — 0J,  0,(^-0J...0^(iw  — 0^) 

productum(]ue  non-residnorum  a  congruum  erit  producto  Dumerorimi 
ad  modulum  primorum  i.  e.  unitati  negative  sumptae  (§.  36.}.  Jam 
vero  productum  residuorum  P  in  productum  non-residuorum  /"  con- 

fruit  producto  mimerorum  ad  niod.  primorum  i.  ^.PP*^  —  1,  atqai 
»'  =  —  1,   ergo  PP^  —  P,  — /»=  — 1  vel  P=l. 
lüxempl.  1.    Pro  modulo  25  habentur  residua 

1  .  4  .  9  .  16  .  11 .  24  .  14  .  6  .  21  .  19 

quorum  productum  ^  —  1  vel  24. 

Kx.  2.     Pro  modulo  18  sunt  residua 

1  .  7  .  13  quorum  productum  =1. 

§.  46.     Productum  residuorum  quadraticorum   modali 
2»  (/*;>•  2)  unitati   secundum  modulum  2'*--i  congruum  est. 
Desiguem^us  residua  moduli  2«— i  per 

^15   Qiy   Qzi  »  "QM. 

quorum  multitudinem  esse  2"—^  ^atet  ex  §.  40.,  quo  loco  observan- 
dum  multitudinem  esse  1  quando  ^  =  3.  ttuo  facto  residua  moduli 
2^  congrua  erunt  his  terminis 

sec.  mod.  2"—^  quoniam  muUitudo  residuorum  ipsius  2"  est  2**  '  vel 
duplum  multitudinis  residuorum  mod.  2**—^  atque  quodcunque  ipsius 
2»  residuum  congruum  esse  debet  alicui  ipsius  2^— ^  residuo  sec 
mod.  2'<— 1.  Quodsi  productum  residuorum  moduli  2^*  designamus  per 
Pny  residuorum  hujusce  2"^^  per  Pn—i  habetur  congruentia 

Pn  =  Pn-i^  (mod.  2«-i). 

Jam  theorema  verum  esse  assumamus  pro   modulo  2"~'^  ita  ut  sit 

Pn-i  =  1  (mod.  2''--2) 

eritque  /»«-i  formae  l-+-2«-2y^  i*,,-!*  formae  l-f-2«-i5H-22C«-a)y». 
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ftuia  «>2  est  2(»  — 2)^«  — 1  adcoque  /»,»_i' =  1  (mod.  2»-«) 

ersro  ex  praeced. 

P„=l  (n.od.  2«-i). 

Quando  igitar  propositio  nostra  ralet  pro  modulo  2"— ^  etiam 
pro  liocce  2^*  valebit. 

Jum  vcro*  valet  pfo  modulo  2',  manifesto  eiiiin  uuum  modo  ex- 
stat  reäiduum  1.  Hinc  ad  mudulum  2"*,  Line  ad  2',  iu  Universum 
ad  2»  ascendi  poterit. 

Exempl.  1.  Kcsidua  moduli  32  sunt  liaec  quattuor  1.9.25. 17 
quorum  productum  unitati  secundum  IG  est  congruum. 

2.  Hesidua  moduli 64  liaec  sun(  octo  1 .  9  .  2d .  49 .  17  .  57 .  41 .  33 
quorum  productum  =  1  sec.  mod.  32. 

§.  47.  Residuorum  quadraticorum  ad  modulum  quen- 
cunque  m  primorum  muJtitudiui  aequivalebit  numerorum 
ad  modulum  primorum  divisae  per  iiumerum,  qui  tot  uni- 
tates  habet,  quot  radices  congruentia  a:^^r  (mod.  m), 

CoDgruentia  baec  babeat  &  radices  diversas.  Ex  quaque  ba«' 
rum  radicum,  quas  omnes  ad  modulum  primas  esse  supposuimus, 
unum  idemque  gignitur  residuum  miuimuiii,  quam  ob  rem  disquisitio 
eo  redueta  est,  ut  determinetur  quuties  0  in  multitudine  uumero- 
rum  ad  m  primorum  contineatnr.  £x  quo  pedeteutim  sequitur  tbeo- 
rema. 

Ceterum   observandum    est,    si  modulus  factores   modo   primos 

UfH 

impares  involvat,    residuorum   multitudiiiem  esse  -^^   designante 

qim  multitudinem  numerorum  ad  fn  primorum  et  k  multitudinem 
iactorum   ipsius  m  primorum. 

Kx  boc  tbeoreiiiate  facillime  deducunlur  prop.  §§.  39.  40. 

Exempl.  Congiuentia  ac'^^r  (mod.  105=r3.5.7)  admittit 
2'  vel  8  radices,  deinde  2.4.6  =  48  ergOMiiultitudo  rlesid.  moduli 

105  erit  -^  =  6.     Sunt  vero  baec 

1  .  4  .  16  .  64  .  46  .  79. 

§.  48.  Quivis  numerus  per  numerum  primum /?  non  di- 
visibilis,  qui  ipsius  p  est  residuum  vel  non-resTduum, 
erit  residuum  etiam  vel  non-residuum  moduli  p^  vel  ^p^. 

Primo  perspicuum  est  quemvis  numerum,  qui  residuum  sit  vel 
non-residuum  ipsius//»  etiam  residuum  fore  vel  non-residuum  mo- 
duli p,  Jam  vero  (§.  39.)  multitudo  residuorum  moduli  p^  vel  2/?'* 
est  ip"~Hp  —  1)  quueriturqu.e,  utrum  inter  bujus  residua  omnia  om- 
nino  residua  moduli  p  (etiam  sec.  p  congrua)  rcpcriantur.  necne. 
Secund.  p  incongrua  ipsius  p  residua  cxstant  l{p  —  1),  totidem 
manifesto  inter /?  et  2/?,  totidem  inter  2p  et  3p  etc.  ftua  re  resi- 
dua moduli  p  intra  p'^  inveniuntur  p""^  .  {{p  —  1)  =  Ip^^—^p —  1). 
Omnia  igitur  residua  moduii  p  infra  p'^  inter  residua  moduli  p"  vel 
2/>'«  reperiuntur. 

Aliam  bujus  dissimillimam  propositiunis  argumcntutionem  dedit 
summus  Gauss  in  Disq.  Aritbm.  pag.  99  sqq. 

§.  49.  Quando  potestas  aliqua  numeri  2  altior  quam 
secunda  puta  2"  pro  modulo  assumitür,  omnes  numeri 
impares  formae  8^+ 1  erunt  residua^  rcliqui  vero  non- 
residua. 
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Multitudo  reaiduorum  moduli  2»  est  2»—'  (§.  40.)  quaeritnrqiie, 
Diim  omnes  numeri  infru  2"  formae  8/r+l  inter  liaec  reperiantur. 

Debet  autem  k  ita  determiDari  ut  sit  8>&-|-l<;2»«  vel  ^<2»— *— -jt 

adeor^ue  k  num.  2^—3  —  1  qod  superet.  8i  igitur  pro  k  poDuntur 
valores  , 

0,  1,  2,  3,  . .  .  2«-a  —  1 

habetur  multitudo  2»—',  ergo  omnes  numeri  formae  8^  +  1  qui  wSl' 
nores  sunt  moduio  in  residuis  ipsius  2»  reperiuntur.  Prep.  sec. 
pars  jam  in  §.  30.  breviter  perstricta  est. 

§.  50.  Pro  moduio  uliquo  qui  forma  p^  vel  2/i'*  non  coittinetiir 
residuorum  quadraticorum  productum  non  quideni  semper  nnitati 
congruum  est  sed  tarnen  numero  alicui  cöngruum  eril,  qui  in  moduli 
residuis  invenitur. 

Redigatur  niodulus  sub  formam  ji**B^C^,,.  designantibus  A^ 
ß^  Cy ,  .  numeros  pmmos  diversos  inter  se.  Sed  nnum  modo  casum 
brev.  gratia  consideremus,  quo  quidem  A^  B^  C . .  sunt  numeri  primi 
impares;  quicunque  enim  est  modulus,  disquisitto  facillime  ex 
%%.  45.  46.  peti  poterit. 

1.  Sint  omnes  moduli  factores  primi  formae  4/f+l  yel  oraneg 
formae  4/» +  3.  Residua  moduli  m  etiam  siugulurium  potestatum 
.^**^  B^^  6^,  .  .  eruut  residua.  Jam  yer»  residua  moduli  A^  infra 
A**  exstant  {A^—^A — 1),  residua  moduli  m  infra  m 

.  A^-HJ  —  i)  Bi-i{ß  —  1)  Cc-i(C—  1) . . . 

(§.  47.)  designante  k  multitudinem  factorum  moduli  primorum. 

Ex  quo  sequitur  multitudinem  residuorum  moduli  m  infra  m 
multiidum   esse  multitudinis  residuorum   moduli  A"  infra  A^j  oiani- 

festo  enim  numerus ; "^H^ ^st  integer;  quoniam 

quisque  borum  B  —  1,  C — 1,  D  —  1  etc.  quorum  multitudo  k-r^ 
est  numerus  par.     Quodsi  buuc  uumerum  ita  exbibemus 

-J(i?  -  \)Bf^-^  .  -J(C~  l)Ct-i .  \{D  —  \)Dd-i  etc. 

perspicpuni  erit  quando  omnes  B^  C.  D  etc.  sint  formae  4«-|-l 
liunc  nuinerum  esse  pareni,  imparem  vero  quando  omnes  formae 
4// -1-3.  Jam  productum  residuorum  moduli  A**  infra  A**  est  =-*-! 
sec.  A**  prouti  Ji  est  formae  4/*+3  vel  f.  4yj+l  (§.  45.)  adeoque 
(iroductum  residuorum  moduli  m  infra  tn  erit  congruum  potestati 

(db  l)i(Ä-l)Ä*-l  .  |(r-l)6'«'-i  etc. 

ergo  semper  uuitati  positive  sumptae  congruum.  Idem  valet  de  re- 
liquis  B^^  6^,  D^ .  .  .,  quam  ob  rem  producto  mod.  m  residuorum 
designante  per  P  babcbimus 

P=:\  (mod.  A») 

=  1  (mod.  B^) 

=  1  (mod.  Co) 


ergo  ctiam  jP=  1  (mod.  A^B^O .  .:=zm).  Hinc  habemus  theore- 
ma:  Si  modulus  est  nullius  formarum  z?**,  2/?'*  atque  omn€t 
ejus  factores  primi  sunt  impares  omnesque  formae  ejo««^ 
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dem,  semper  prodnctnm  hnjus  modnii  residoorum  unitati 
positive  sumptae  erit  congruum. 

2.  8i  Donnulli  fuctores  suut  formae  4jsi-f-  1  reliqui  vero  forinae 
4» +  3  productum  residuorum  moduli  in  unitati  cungriiuni  est  se- 
cuDdum  quamque  potestatum^  quanim  radices  formae  4/» +  3.  Sint 
formae  4»-|A  lii  y#,  Zf,  C,  tbrmae  autcm  4yf+l  Li  //^  Jk.  IJ . . . 
ita  ut  Sit  m^=zA*^B^O  .  .  H^K^U  eritque  P=  l  (mod.  ^«)  =  1 
(rood.  Ä^)  =  l  (mod.  O)  erffo  etiam  /*=  1  (mod.  A^B^O ,  ,  .). 
Quodsi  unus  modo  fa<^tor  //  exstat  formae  4if+1  productum  P 
erit  coDgruum  (1)  potestati  (— 1)1  M-iM—* -4(^-1) Ä*-*  «tc.  erpo 
=  —  1  secupd.  moduium  //^,  quam  ob  rem  congruentias  resolvi 
oportebit  /»=1  (mod.  A^B^^O  ...)^  7*=  — 1  (mod.  /F^),  quo  facto 
P  unilati  neque  positive  neque  negative  sumntae  erit  congruum  sec. 
mod.  A^B^C^ ,  •  H^^=.m,  Si  vero  plures  tactores  exstent  formae 
\n  + 1  nempe  H^  K^  L . ,  .  productum  residuorum  moduli  tn  est 
congruum  potestati 

( X^\iA—\)A--^  .  KU— l)Ä*-l . . .  i(Ä— l)Ä»-l .  J(Zr-Di>-l  etc. 

secundum  moduium  B^  vel  coDgruum  unitati  positive  sumptae,  quo- 
niam  in  bocce^casu  cxponens  est  par.  Idem  valet  de  modulis  A^, 
//etc.,  qua  re  babetur 

P=  1  (mod.  n^)  =  l  (mod.  Ä^)  =  1  (mod.  L^)  etc. 

ergct  P=  1  (mod.  H^KhU . .)  adeoque 

/»=  1  (mod.  A^B^O  . .  H^Kf'U  ..=m). 

Ex  quo  tandem  sequitur  tbeorema: 

8i  in  moduli  factoribus  duo  vel  plures  reperiuntur 
formae  4»+l,v  semper  productum  residuorum  moduli 
ejusdem  quadraticorum  unitati  positive  sumptae  secun- 
dum bunc  erit  congruum.  In  eo  casu,  quo  unus. modo 
factor  exstat  formae  4j»+1  productum  de  quo  agitur  re- 
siduo  moduli  alicui  ab  l  et  — 1  vel  m — 1  diverso  con- 
gruum fit,  nempe  productum  residuorum  et  ipsum  est 
residuum. 

Exempl.  1.  Pro  modulo  33  =  3.11,  cujus  factores  primi 
ejusdem  sunt  formae  productum  residuorum 

1  .  4  .  16  .  25  .  31 

unitati  congruum  est. 

2.  Pro  modulo  195  =  3  .  5  .  13  residua  sunt  baec  duodecim 

1  .  4  .  16  .  49  .  64  .  121  .  61 .  94  .  166  .  139  .  181 .  79 

quornm  productum  unitati  congruum,  quoniam  duo  13  et  5  formae 
sunt  4/^+1. 

3.  Pro  modulo  35  =  5.7  qui  unum  modo  fuctorem  involvit 
formae  4/^  +  1  productum  residuorum 

1.4.9.16.29.11 

congmum  est  29.    Invenitur  hoc  residuum  sequenti  modo.    Erit 

/»=  — 1  (m.  5)  =  1  (m.  7) 

qua  re  jP  ita' exbiberi  licet  P=  — 1  +  50,  ergo  50  =  2  (m.  7) 
vel  50-2  erit  per  7  divisibilis.    Atqui  50  —  2  =  (7  —  2)  0  —  2, 
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quam  ob  rem  debet  esse  20  +  2  vel  0  -+- 1   per  7  divisibilis.    Po- 
namus  0  -4-  1  =  70'  eritquc 

/»=  — 1  +  5(70'— 1)  =  — 6  (mod.  35)  vel  =29  (mod.  35). 

§.  51.  Theorema  puragr.  45  manifcsto  Ita  etium  poterit  enun- 
ciari:  H 

Quadratum  producti  omnium  nuinerorum  ad  modulum 
m^=:p^  vel  2/?'*  primorum  ejusquc  dimidia  parte  minorum 
unityiiti  est  congruuiii^  quaodo  />  est  formae  4y»  +  3. 

IVlaximus   ad  m  primus  numerus  debet  esse  — ~ — ,  nam  — 5 — 

ad  m  certe  primus.     Si   igitur  numeros  de  quibus  agttur  designa7 
10 US  per 

0      0    '  0 

ex  praec.  intelligitur  semper  esse 

(0,0,03  .  .  .  ^^j*  =  l  (mod.  m) 


m  —  1 


Hiuc  sequitur  productum 

(0.0,0, . ,  — ?i  + 1)  (0.0.0. . .  —7^- 1) 

per  ///  divisibilc  esse.  Quonium  autem  hi  factores  tanquam  diffe- 
rcntiam  2  constituentes  fuctorem  primum  p  nou  simul  involvunt  um- 
boque  parcs  sunt,  uut  unus  aut  alter  per  m  dividi  poterit  i*  e. 

®i0208  •  •'•  — TT"  aut  =  1  aut  =  —  1. 

Uuando  niodulus  est  numerus  primus  impar  habetur 

1.2.3.4..  .,5^  =  ±  1  (mod.  p) 

Nunc  vero  statim  dijudicandum  est,  ulrum  signo  superiore  utendum 
sit  an  inferiore. 

§.  52.  Quod  p  est  formae  4^  +  3  erit  — q  vel  m  —  g  non- 
rcsiduum,  si  Q  est  residuum  (§.  31.  29.).  hi  igitur  pro  residuis  iis, 
quae  sunt  majora  moduli  dimidia  parte  ea  substituaotur  negativa, 
quac  iliis  sunt  con^rua  quorumque  valores  absolute  sumpti  erunt 
minores  moduli  dimidia  parte,  manifesto  series  omnium  ipsius  /»  re- 
siduorum  absolute  sumplorum  cumplectetur  omnes  uumeros  ad  mo- 
dulum primos  ejusque  dimidia  parte  minores.  Et  quia  productum 
ipsorum  residuorum  unitati  congruum  est  ($.  45.)  habetur  hoc  theo- 
rema: 

Productum  omnium  numerorum  ad  modulum  p"  vel 
'2p»  primorum  ejusdemque  dimidia  parte  minorum  uni- 
tati congruum  erit  positive  aut  negative  sumptae,  prouti 
niultitudo  residuorum  ipsius  m,  quae  sunt  moduli  dimi- 
dia parte  majora  est  numerus  par  aut  impar. 

P  — —  1 
Productum   igitur  1.9.3.4...  — ^ —    denotante  p   numerum 

primum  formae  4j9+3  unitati  positive  aut  negative  sumptae  con- 
gruum jßst  prouti  multitudo  residuorum  ipsius  p^  quae  sunt  majora 
quam  ^  est  par  aut  impar. 
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Esefflpl.  1.     Pro  modalo  19  Imbentur  residua 
1  .4.9. 16.6.17.11  .7.5 
vel  1 .  4  .  9  .  —  3  .  6  .  —  2  .  —  8  .  7  .  5 

ergo  productum  1.2.3.4.5.6.7.8.9  =  —  1  (mod.  19) 

2.  Pro  modulo  23  vero  baec 

1  .  4  .  9  .  16  .  2  .  13  .  3  .  18  .  12  .  8  .  6  * 

vel  1.4.9.  — 7.2.-10.3.— 5.— 11  .8.6 

ergo  productum  1  .  2  .  3  .  . .  11  =  1  (m.  23). 

3.  Quundo  modulus  est  27  exstant  residua  Laec  Dovem 

,  .    1.4.16.25.22.10.19.13.7 

prodoctnmque  ^  1  (mod.  27). 

§.  53.  Quiidratum  "^roducti  omnium  numerorum  impa- 
rium  inde  ab  unitate  usque  ad /? — 2  desi^nante/^  numc- 
ramprimum  formae  4i»-f-3^  semper  unitati  conf^ruum  est. 

^unle^orum 

1.3. 5.7.9. ..;>^2 
nufitudo  erit  Kp  —  1);  jam  vero  p  —  2  =  —  2, 


;,_4  =  _4,;,_6  =  _6etc.^=-2^ 


adeoqoe 


p-9 


1.3.5.Y.9.../I  — 2  =  (— 1)  *    .1  .2.3.4.5...^-^ 


ergo 


g*— 3 


i*=(1.3.5.7.9...;?  — 2)»=(— 1)  »    .(1.2,3..^^)». 
Atqui     -      est  numerus  par  atque  (§.  51.)  productum 

<1.2.3...£^)»  =  1  ergo 

/»»  =  (1.3.5.7.\./?  — 2)»  =  1  (mod./;). 
Ex  bac  coDsideratione  manabit  etiam  baec  propositio,  quo  loco 
obserrandum  est  numerum  ^— r —  esse  parem  vel  imparem  prouti  p  sit 

{ormae  8Xr  +  3  vel  formae  8^  +  7.  Productum  omnium  nume* 
rorum  imparium  iudc  ab  unitate  usque  ddp  —  2  desig- 
nante// numerum  primum  formae  4/#Hh3  producto  omnium 
numerorum  inde  ab  unitate  usque  ad  -^{p — 1)  nositive  aut 
negative  sumpto  congruum  cstj  prouti  p  est  lormae  8/'-f-3 
vel  formae  8^-f- 7. 

Alia  bujus  tbeorematis  demonslratione  propositionem  nancisce- 
mur  in  doctrina  numerorum  attentionc  faaud  indignam.   .  * 

Productum  1.2.3.4.5.../»  —  l   est  =  —  1   ( mod.  p)    sec. 

tbeorema  Wilsonianum  ergo 

P—i 


1 .3.5.7.9../^  — 2.  1.2.3.. 

TbeU  II. 


P-l 


.22    =  —  1 
3 


atquc  si  ,ponimus  1  .  S» .  f3  .  4  .  .  .  — ^ —  =  ^5  *^  ^    =  /W'    - 

/^^  =  — 1  (mod.  ;?);  at  vero  7'=(— 1)  *    .  ;L 

qua  re  PA=(— 1)  *  ;i*=(~l)  ^  adeoque  (—1)  *  ^^^1  (mod.i»). 
Quodsi  p  est  formae  8Xr  +  3  erit  —7 —  par,   impar  vero  quando /^ 

formae  8^  +  7.    Hinc  erit  ^  ^  —  1  aut  —  fi^  —  1  prouti  p  forma 

•p—i 

comprebenditur  8XrH-3  aut  hacce  8^*f-7.  Est  igitur  2  *  ^  — l 
(mod.  //  =  8Xr  +  3)  =  1  (mod.  /i  =  8Xr  +  7)  ergo  propter  §.  28. 

Numerus  2  est  residuum  quadraticum  moduli  primi 
formae  8X?-|-7,  oon-residuum  vero  formae  8Xr-|r3. 

§.  54.  In  Universum  quadratum '  producti  omnium  numerornm 
imparium  inde  ab  unitate  usque  ad  p  —  2  designante  p  num.  pri- 
mum  quencunque,  unitati  positive  vel  negative  sumptae  erit  eon- 
gruum,  prouli  p  est  formae  4^+3  vel  bujusce  4//-f-l. 

Residua  modult  p  exbibentur  potestatibus 

i^)\i^)\i^)\ 

omnino  ex  potestate  (^--^^ — )     residuum  gi^nitur  quadraticum,   denp- 

tante  ^  numerum  imparem,  cujus  minimus  valor  1  cujusque'maximus 
;?  — 2. 

Ponamus  (^--^ — )*  ^  ^  eritque   {p  —  /?)'  ^  Ar  vel  /?*  ^  4r,  ita 

ut  poni  liceat  Xr*=4r — Py  quo  facto  habetur  r=:^—r — .  Resi- 
dua igitur  erunt  baec 

;?-f-l    p-^S^     ;?-f-5^  y-f-(;g  — 2)^ 

4    '         4     ^         4      '"•  4 

Productum  borum  designetur  per  /'eritque  (§.  45.)  P^dbl  prouti 
p  formae  4/^  +  3  vel  hujusce  4v!#  +  l,  ergo 

p — 1 

*.    /».4  2  =P.2;^i  =  db2?^i  i.  e. 

(;,•+.!)  (i»  +  3«)  (/?  +  5»)  (/i  +  7»)../iH-(/i  — 2)»=±2^-i 

.adeoque  =dbl  ($.  9.),  qua  re  etiam 

(1  .3.5.7.9.../»— 2)»  =±1  (mod, />) 

prouti  p  est  formae  4/* +  3  vel  hujusce  4»+'l. 

f.  55.    Propositio  in  §.  52.  enunciata  etiam  ex  sociorum  doctrina 
facillime  petitur  hoc  modo. 

In  $.  36.  demonstratum  est  cuique  numero  seriei 

1.2.3.4.5 p-^l 

■ 

socium  aliquem  in  eadem  serie  sed  unum  modo  respondere.  ''  Quodsi 
uumeri  hujus  seriei  socii  sibi  designantur  in  Universum  per  a,  ß 
ita  ut  sit  a/?  =  1  (mod.  p)  habetur  a(p  —  ß)^  —  1  (m*  p)»     Vocari    , 
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lieeat  numeros,  quorom  productum  unitati  negative  sumptae  fit  con- 
gTuum,  socios  oppositos,  quo  facto  in  seric 


1.2.3.4...2 


—  1 


2 

coivis  namero  fsocius  respondebit  vcl  socius  oppositus  in  eadem  Se- 
rie et  quidem  unus  modo.  Nam  cuique  koniin  nunierorum  in  seric 
1  .  2  .  3  .'4  .  .  ./?  —  1  socius  respondet  ergo  in  priore  aut  socius 
ant  socius  oppositus.  Si  vero  esset  aß*^aß"  ita  ut  a,  ß\  ß"  moduli 
dimidia  parte  sint  minores  atque  c(/$=a/^  =  —  1  baberetur  a{p — ß') 
=  **(/* — /^O^^»  4"®  facto  quum  p  —  /?',  tum  p  —  /J"  ipsi  «  socius 
esset  contra '§.  36.    Etiam  nullus  borum 

2.3.4...£^ 

.  qoorum  multitudo  par^  sibi  ipsi  socius  esse  poterit  vel  socius  opposi- 
tus.   Nam  praeter  1  et  p — 1  nullius  quadratum  unitati  congruum  est 

.  (4.  36.)  atque  etiam  nullius  quadratum  unitati  negative  sumpinc 
erit  congruum,-  quoniam — 1  est  nnn-residuum  nirmae  4i»  +  3. 
(f.  31*).    Qua  re  productum  binorum  terminorum  seriei 


s2.3.4.... 


£-1 


unitati  aut  positive  aut  negative  sumptae  erit  congruum,  quadratum- 
qoe  hujus  producti  semper  unitati  congruum.    Ergo 

(2.3.4.5.6. ..2:=^)3  =  i   (m./i  =  4ii-|-3) 
^■nc  vero  aliud  criterium  sesc  offert  congruentiae         ^ 

12    3    4        £jzJ  — -1-1 

Signo    enim    superiore    vel    inferior-e    utendum    erit 
prouti  multitudo  numerorum  seriei 

2  •  3  .  4  •  5  • .  •  -—5 — 

quibns  socius  oppositus  aliquis  respondet.   est  par   vel 
impar. 

Exempli  gr.  pro  modulo  23  babentur  congruentiae 

2.11  =  — 1,  3.8  =  1,  4.6  =  1,  5.9  =  — 1,  7.10  =  1 

ergo  productum 

1,2.3.4.  5...  11  =  1. 

Utrum  numero  alicui  respondeat  socius  an  socius  oppositus  facile 
ex  fraetionum   continuarum  doctrina  decidi  poterit.     Mam  si  a  dc- 

stgnat  numerum  aliquem  ex  bis  2.3.4...  ^-^ — ,  evolvatur  fracüo 
^  in  firactionem  continuam  eritque  si  fractio  convergens  quae  ip- 

um  -^  antecedit  dcsignatur  per  -r-,  ag  —  /if)z=z±\  vcl  ag'  =  ±l 

^■•4.  p)»      Quodsi  g  moduli  dimidia  parte  est  minor,    ipsi  a  re- 
iuAf  VC       -A^nns  vei  socius  oppositus.     Si   vero   g'^ip   erit 

3* 
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a(p  —  g')  =  =pl  (mod. //)  utque  tum  a  H  pr^g  sibi  erunt  socii 
oppositi  vel  socii. 

§.  56.  Summaresidnorum  quadraticorum  moduli  ali- 
r.ujus  formarum /''',  2/>»  semper  per  h4inc  divisibrilis  est, 
excepto  casu  iu  quo/>  =  3. 

Designentur  residua  per 

^15    ^2J    Qt^  f  •  •  ^„•' 

Jam  4  tiinquam  quadratuin  residuum  est  moiiuii  cujusvis,  ergo 
(§.  29.)  etiam  Itis  residua  erunt  congrua 

/i^„  4^3,  4^3,..  4^^ 

manifestoque  omnia  sunt  incon^rua,  quoniam  si  Laberetur  4^>l=4^;|^, 
esset  A{Qk — ^")  per  inudulum  divisibitis,  vel  proiiuctum  A(Qk — ^i)  divi- 
sibile.     (luodsi  inodulus  est  p'^  boc  ßeri  nequit  quia /^'^  ad  4  primus 

atque  Qk^Qi<iP^,  si  vero  moduius  est  2/i«  erit     \,  -— —   ^   ^  ^^ 

quo  facto  denuo  2^^  »d  2  primus  est.  Summa  i^itur  S  residuorum 
coDf^ua  est  ^S  vel  AS  ^  S,  ex  quo  sequitur  3^9  =  0.  Atqui  quum 
casum  in  quo  pz=z*d  exceperimus,  semper  moduius  ad  3  primus 
erit,  quam  ob  rem  babetur  /V^O  (m.  /^^  vel  2/?»). 

Nota.  Quando /^  est  formae  4/9+1  theorema  facilius  etiam 
probatur  boc  modo.  Si  r  est  residuum  etiam  — r'  erit  residuum, 
qua  re  in  serie 

bina  si^ni  ratione  non  bubita  erunt  aequalia,  ergo  summa  omnium 
per  modulum  divisibilis. 

Ex.  gr.     Pro  modulo  25  residua  sunt 

1.4.9.16.11.24.14.6.21.19 
vel  baec 

1.24,  4.21,  9.16,  11.14,  6.19 

2.    Residua  moduli  19  sunt 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

summnque  per  19  divisibilis. 

$.57.      Summa    omnium    terminorum    periodi    numeri* 
cujusvis   a   est  =0   sec.  mod.   quencunque,    qui  ad  a  —  1 
est  numerus  primus. 

Sit  periodus  baec 

a,  «*,  a*y  »♦,  . . .  »* 

eritque  summa  s  ex  serierum  doctrina  a. — — p  adeoque  s{a — 1) 

z=za{a^ — 1).  Atqui  a^^l  ergo  s{a  — 1)^0,  vel  *^0  quoniam 
moduius  ad  a — 1  primus. 

§.  58.  Tbeorema.  Productum  omniu'm  radicum  con- 
gruentiae  a:^^l  (mod./i)  desi'gnante  p  numerum  primum 
u\iitati  positive  aut  negative  sumptae  est  congruum 
prouti  divisor  communis  maximus  oumerorum  n  et  p  —  1 
est  impar  aut  par. 

Divisor  communis  maximus  numcrorum  n  et  p — 1  sit  <J  habebit- 
que  congruentia  de  qua  agitur  ä  radiccs  (§.41.).  Quarum  quaelibet 
ad  exponentem  6  pertinens  sit  w\  talis  enim  semper  exstat.   Tennini 


f 
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•P,  W*j  tO^f  tO*j  . .  .w^ 

periodom  coDstituent  omDesquc  congruentiae  propositAe  satisfacient 
neque  plures  radiccs  exstant.  Ergo  productuiu  radicinn  crit  =dbl 
(§•  43.)  prouti  d  est  impar  vcl  pur, 

Congruentia  ^  *  =1  (m.  /;)  admittit  —^ —  radiccs,  quae  om- 
nes    residua   ipsius  p   sunt   quadratica   ex    quo    scquitur   tlicorcma 

§.  59.  Summa  omnium  radicum  congruentiae  c^^^l 
(m.  p)  semper  per  modulum  divisibilis  est. 

Pertineat  f^  ad  exponentem  d  statimquc  propositio  scquitur  ex 
%.  57.  quoniam  in  liocce  cusu  to — 1  tanquam  minor  quam  p  ad  p 
est  primus. 

§.  60.  Summa  quadratorum  omnium  numerorum,  qui 
congruentiae  a:*^^!  (mod.  p)  satisfaciunt  semper  per 
modulum  p  divisibilis  est.  dummodo  excipietur  casus, 
iu   nun  congruentia  duas  tantummodo  admittit  radiccs. 

1.  Sit  (f  i.e. divisor  communis  maximus  numerorum // et /^-l  impar. 

Rudices  deinde  congruentiae  nostrue  sint  ?/;,  fn',  to*\  f/f  etc.  erunt- 

que   ctiam  Lue  radiccs  f«>',  w'*^  fi/'^^   w'"^^  etc.   et  quidcm   omnrs 

sunt  incongruae.    Nam  si  haberetur  w*  =«^*  esset  (t€f  —  tf/)  {tp+f//) 

ergo  ta-^u/  j^er  p  divisibili»  vel  */>  =  —  f^  (mod.  /;),  ita  ut  etiam 

—  tt/  esset  radix.    Jam  n  erit  impar,  nam  si  esset  par,   quia  etiam 

p  —  1   par  Dumerum  ä  tanquam  imparem   et   In  at  l{;ß  —  1)  metiri 

oporteret  quo  facto  26  numeros  n  et  p — 1  motiretur  contra  byp.  quia 

S  est  maximus  ipsorum  u  et  p — 1  divisor  communis.     Quia  i<;itur  t* 

impar    crit    ( — f«^)*  =  —  ft?'"  =  —  1     neque    voro    — fi/   satisl'aci^'t 

congruentiae    nostrae    contra    prhcced.      Quadratis  i^itur  w^^  f^^, 

u/'^f  u/'^^i  etc.  exbibentur  omncs  radiccs  diversae  adeoquc 

w-+-«^-|-«'"  etc.  =  f^;' •+•  w'*  +  «/'*  etc. 

Atqui   iff  +  f€^^u/'  etc.  (§.  59.)  per;;  divisibilis   est,    ergo  ctium 
«7*  +  «f^» -f- ««/'*  etc. 

2.  Sint  denuo  radices  congruentiae  ^r'>  =  1  (mod.  p)  vcl  quod 
idem  valet  bujusce  a:<f^l  (mod.  /;)  ff,  f^',  «'",  w'"  etc.  atquc  d 
par.  Congruentiae  (a:^)i^^  l  satisfaciunt  id  radiccs  incongruao, 
quarum  .summa  (§.  59.)  per  modulum  crit  divisibilis.  Uae  radiccs 
manifesto  ioter  bas 

«»%  ti/^,  te/'^y  «^/"S  . .  . 

inveniuntur.  Quae  quam  omnia  quadrata  congruentiae  (.^')i(^=  I 
satisfaciant,  erit  pcrspicuum  banc  quadratorum  suminam  congruam 
esse  duplo  radicum  congruentiae  (.^•*)sc)'=  1 ,  quae  scc.  p  sint  in- 
congruae. Hoc  Ycro  duplum  per  p  divisibilis  Cbi:,  ergo  etiam  summa 
quadratorum  radicum  congruentiae  ^f^=l. 

Pro  -J*d=l  tbcorema  non  valorc  facilc  perspicietur. 

§•  61.     Productum  ex  omnibus  numcris  ad  euiidcm  ex- 
ponentem  ^^lertincntibu.s  unitati  cougruuni  est  scc.  mod. 
p^  vel  2/?»5  denotante  p  numcrum  primum  imparem,   ex- 
cepto    casn   in    quo   ^  =  2.    Tum   cnim   unus  modo  cxstat      J 
nnmerus,  ab  1  divcrsus.  I 

Pertiueot  a  ad   exponentem  t  sccund.   modulum   p^   vcl   2p",     \\ 


! 
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quem  brev.  grat.  per^m  desi^üabimus.  Tum  numeris  ad  ^  primis 
eoqu6'  non  majoribuä  de&ignatis  per 

omnes  ad  exponentem  i^  pertiDentes  numeri  exbibentur  potestatibus 
(§.  21.)  ^ 

»öl,  «^3,  «€>a,  .  ,  .  a^ix 
quam  ob  rem  productum  erit  cougruum  buic  potestati 

sec.  mod.  m.     Jam   vero  0»  +  0»  +  0,  +  . .  --f-  0/a  ^  0  (mod.  t) 
'§.  37.)  atque  ä^^I  (mod.  «»)  ergo  etiam  »Öi+«a+08+ • +f^^  ^  1 
mod.  ^V.  .    • 

Co  roll.  QuaDdo  a  ad  expouentem  p'^^yp  —  1)  pertinet  vel 
radix  est  primitiva  böc  tbeorema  ita  enun^iari  oportebit: 

Productum  ex  omnibus    radicibus   primitivis    unitati' 
congruum    est  sec.  mod.  /t'*  vel  2;?'*  excepto  casu    in  quo 
;>  =  3. 

§.62.  Summa  omnium  numerorum  ad  eundem. exponen- 
tem t  pertinentium  sec.  modulum/;  designante  p  numerum 
primum  est  ^0,  quando  t  per  qüadratum  aliquod.  divisi- 
bilis  est,  quando  vero  t  per  nullum  qüadratum  dividi  po- 
terit,  summa  erit  =±1  prouti  multitudo  factorum  pri- 

morum  ipsius  t  est  f^p^^- 

Demonstratio. 

Primus  casus.  Factore  primo  aliquo  cujus  qüadratum  expo- 
nentem t  metiatur,  pef  a  designato  dico  si  k  sit  numerus  ad  t  pri- 

mus  etiam  ^H — ^  ad  t  primuro  fore,  designante  9  nUmerum  inte- 
grum quencunque.    Num  primum  numeri   ^,  ^+       factorem  a  non 

simul  involvent,  quandoquidem  -^  ex  byp.  per  <%  divisibilis  est  ergo 

si  fieri  posset,  numeri  f,  k  fitctorem  communem  a  involverent  contra 
ea,  quae  supposuimus.    Quodsi  numeri  de  quibus  agitur  alium  factorem 

primum  communem  0  baberent,    tum  esset  /r  +  -^  =  0  (mod.  0). 

adeoque  ak-^-t^^^ii^  metireturque  0  productum  ak  ergo  k  quia 
0  ab  a  diversus  est.  Tum  autem  denuo  Xr  et  ^  non  essent.primi 
mter  se.    Ex  quo  sequitur  omnes  bcrs  numeros 

ad  ipsum  t  fore  pri  mos.  Jam  sit  a  numerus  ad  exponentem  t  per- 
tinens  pertinebuntque  ($.  21.)  omnes  bi  ad  eundem  exponentem 

l^      ,+^      ,+?i  ,  I  («-V^       • 

quorum  multitudo  est  a. 

.  Summam  borum  ita  exbiberi  licet 


«'(l -!*#»« -»••"•+-#' 


'«^  •  • 
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£       ^        S£  (a—yt 

Jam  Tero  omnes  hi  a^,  a^y  a^y  .  , .  a    ^      sec.   niod.   prop.  sant 

mt         m't 

iDCOD^rui;  Dam  si  haberetur  a^^a^  ita  ut  duUus  Dumerorum  m^m' 

(m  —  m*)— 

hanc  o  —  1  superaret ,  esset  a  «  ^  1  ;•   atqui    m  —  m'  '^a^ 

t 
{m  —  ni!)—-'<Cty  quo  facto  inferior  ipsius  a  potestas  quam  i*"  uni- 

tati  coDgrua  fieret  contra  lijp.    Termini  igitur 

X     "^     l£         (ct-'i)t 
a^\  Ä«,  a«, .  .  «    «    ,  1 

periodum  constitueut.    Sed  numerum  tt^   ipso  f}   minolrem  accipere 

L  L 

oportebit.   .Si  eniin  a^'^mp  ad  expooentem  a  pertinet  etiam  a^ 

ad  eundem  pertinebit,   quando'quidem   si  a^    ad    a!  <Cot.   pertineret, 

L 
manifesto  jani   potestas  {a^^mp)a    nqit'ati   esset  congrua.     Erit 

igitar  a^  —  1  ad  /?  primus  adeoque  ($.  57.)  summa  terminorum  quos 
modo  diximus  per  p  erit  divisibilis,   ergo  etiäm 

a^(\  -f-  ««+««  +  ..  4-  »     "    ). 

Quia  a'  est  divisor  exponentis  /  mnltitudo  numerorum  ad^pri- 
mornm  ipsins  a  erit  multiplum;  quande  autem  aiius  numerus  ad  t 
primus  ab  illorum 

^,  ^  +  ~5  ^  +  — ,  .  .  .  k-)r       - 
quoqne  diversus  k'  assumitur,  simili  modo  productum 

per  p  divisibilis  erit.  Hoc  modo  progredi  Hcebit,  quoad  omnes  ad 
t  primi  sunt  exbausti,  quo  facto  omnes  babebuntur  numeri  ad  expo- 
nentem  t  pertinentes,«quorumque  summa  per  p  divisibilis  erit. 

fecund  US  casus.  Sit  t  per  nullum  quadratum  divisibilis  vel 
formae  aßyd . . .,  denotantibus  a,  ß,  y,  ä .  .  ,  numeros  primos  inter 
se  diversös.  Sed  pro  quattuor  modo  factoribus  demonstraturos  nos 
esse  theorema  observandum  est,  quandoquidem  nibil  impediet,  quo- 
minus  argumentatio  ad  quotcunqu^  extenüatur  factores.  Dico  pro- 
ductum 

^aaßy  -H  ifiaßy  +  a^cc$y  -|-  .  .  .  -|-  «(rf-Da/Sy) 

(a(^ßd+  a^ß<f+  a^ccßtT^  .  .  .  +  «(y-i)«i^<^)  ^ 

(at^d^al^ctyd+a^ayd  ßtc.  -Y-a^-^^^^) 
{^ßyS  -H  a'^ßys  +  eßßyd  etc.  +  a^oc-Dßyä) 

designant.e  a  numerum  ad  exponentem  t  pertinentem  summae  om- 
nium  numerorum  ad -exponentem  t  pertinentium  sec.  p  esse  congruum. 
Quencunque  enim  bujusce  producti  terminum  exbiberi  licet  Loc  modo 
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quam  formam  habere  facile  perspicietur.  Cajus  patestatis  exponens 
ad  t^=::aßyd^^x\mxys  erit,  quoDiam  nullus  boriira  a,  ß,  y^  S  metiri 
eum  potest  Omnes  igitur  prodocti  de  quo,  agitur  termini  ad  expo- 
neDtem  /  pertinent  (§.  21.)  et  quidem  omDes  sunt  incougrui.  Nam 
si  haberetur 

^ipaßy^yj'aßd+xp"aye+y/"ßyd  _  ^ai5y-f-/a^cf-|-/''ay<f-f-/"/?y(f     . 

esset  (§.  IQ.) 

secundum  modulum  t,  Atqui  ex.  gr.  ^-<J,  X'^^y  ^"^X^^y  et 
{ip — X)^ßy  P^**  ^  ^^^  divisibilis  neque  vero  summa  de  qua  agitur, 
adeoque  baec  summa  etiam  per  t  dividi  nequit.  Jam  vero  multi- 
tudo  illius  produqti  terminorum^  ut  ex  combinationum  doctrina  patet, 
erit  (a  —  l)  (ß  —  1)  (/  —  1)  {d — 1)  atque  etiam  muUitudo  nume- 
rorum  ad  ^  primoruin  est  {a  —  1)  (ß  —  1)  (/  —  1)  {d  —  1),  qua  te 
omnes  omnino  ad  exponentem  t  pertinentes  numeri  producto  exhi-t 
bentur. 

Quia  a  ad  exponentem  t=aßyd  pertinet,  termini 

peHodum  constituent,  et  quoniam  ut  antea  af^PV  —  1  ad  p  primum 
accipi  licet,  summa  borum  per  p  divisibilis  erit,  adeoque 

„"ßy + „^ßy + a^^ßy  _,...+  „i^-^)»ßy = _  i  („«j.  ^j     . 

Ex  eadem  causa  reliquorum  factoruni  quisque  unitati  negative 
sumptae  est  congruus.  Quando  igitur  multitudo  factorum  a^  ß^  /, 
J...  est  par,  productum  i.  e*.  summa  omnium  numerorum,  qui  ad 
exponentem  /^pertinent,  unitati  positive  sumptae  congruum  fit,  quando 
vero  impar  unitati  negative  sumptae.  In  nostro  quidem  casu  unitas 
positive  erit  sumenda. 

Exempl.  Ad  exponentem  6  sec.  mod.  19  pertinent  numeri  8, 
12  quorum  summa  ^=.  1  (mod.  19). 

Coroll.     Quando   t'=.p — l    tbeorcmii    ita   debebit  enunciari: 

Summa  omnium   radicum  primitivarum   moduli  primi   est 

^0  quando  p  —  1  per  quadratum   aliquod   divisibilis   est, 

quando    vero    per    nullum    quadratum    divisibilis    summa 

erit  ^±1   prouti    multitudo   factorum  ipsius/;*— 1  pri- 

^  par 
morum  est  ;„„,.^. 

impar 

Exempl.     2  est  radix  primitiva  mod.  19  et  18  per  quadratum 

divisibilis,  qua  rc  summa  radicum  primitivarum 

2»  .V^  .V  .2^*  .2'»  .2'^ 

per  19  divisibilis. 

§.  63.  Hancce  opportunitatem  praetiermittere  non  debeo,  quin 
tbeorema  dcmonstrem,  quod  primo  quidem  aspectu  dcmonstratu  diffi- 
cillimum  videtur.  Est  vero  boc:  — 3  est  residuum  quadraticum 
numeri  cujusque  primi,  qui  forma  continetur  12^  +  7  v^I 
12Xr  +  l,  non-residuum  vero  formarum  12/:-f-5,  12/?-|-ll. 
Quo  facto  sequitur  ex.  §.31.,  3  fore  residuum  numeriprini 
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formae  l^Xf  +  l  vcl   t2/r*|-ll,    non-residauin  vero  hurum 
12>t-|-5,  12A  +  T 

Primo  observuinus   nd  exponentem  3  pertincrc  duos   iiuinrros, 

anoniam  tot  sunt  ad  3  primi.  Debet  uutoin  3  ipsiim  p  —  1  nietiri, 
esiffnante  p  modulum  primuui,  qua  re  p  crit  foriAac  3^'  +  l,  quae 
has  involvit  12^-f-l,  V2A:  +  1,  Municri  ad  expou(Mitoui  3  portiiioii- 
tes  sec.  mod.  /i=r2Xf+l,  7  sint  »,  ß  eritqiie  (§.  ö'i.)  a+ß^  —  1 
atque  (f.  61.)  aß^l  sec.  p.  Ex  quo  sequitur  ß^+ß^  —  1, 
4/?»-4-4/J  =  — 4,  4/9»  +  4/J+l  =  — 3  i.  c.  (2|S4- 1)»  =  — 3. 
Huando  igitur  3  ipsum  p  —  1  mctintur  i.  e.  quando  p  est  uiiius 
formarum  12^+1,  12/: +  7  semper  — 3  erit  residuum  quadraticum 
hojusce  numeri  primi. 

Ceterum  obsen'ari  licet,  semper  numeros  ad  exponentem  3  per- 
tinentes  inreniri  passe.  Repertis  enim  residuis  mod.  p  quadraticis, 
intelligetur,  quod  qiiadratum  restduo  — 3  vel  p  —  3  respondeat; 
liDJus  radix  sit't^  edtnue  2ß+l^:^w  (mod.  />),  quae  congriien- 
tia  primi  gradus  facillimc  potcrit  rcsolvi. 

£xempli  gr.  Ut  numeri  ad  exp.  3  sec.  31  determinenfur  per- 
tinentes  residua  inveniri  quadratica  mod.  31'  oportebit.  Sunt  baec 
1  .  4  .  9  .  16  .  25  .  5  .  18  . 2 .  19  .  7  .  28  .  20  .  14  .  10  .8.  Residuo  28 
respondebit  quadratum  IP  ergo  congrueiitia  resolvenda 

2/?-+-l=±ll  (mod.  31). 
Est  vero  2|J  =  _J5|,/J  =  _||  ye\  ^] 
ita  ut.5  et  25  od  exponentem  3  sec.  mod.  21  pcrtineaut. 


II. 

lieber  Caiichy's  Interpolationsmethode. 

Von 

d(Mii  Herausgeber. 


i 


§.1. 

Interpolationen  sind  für  die  Pbysik  und  Astronomie,  überbaupt 
fiir  alle  Natnrwissenscbaften,  welcb'o  die  Anwendung  der  Matbcma- 
tik  ffestatt^n,  von  so  grosser  Wicbtigkeit,  dass  jeder  Versucli,  die 
bei  denselben  vorkommenden  Recbnungen  zu  erleiclitern  und  über- 
haupt die  Methode  im  Allgemeinen  zu  vervollkommnen^  willkommen 
sein  nuss.  Caucby's  von  Herrn  Moigno  in  seinen  Legons  de 
calcol   diff^rentiel   et  de   calcul  integral,  r^dig^es  d'a- 
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i  • 

« 

ftres  les  m^thodes  et  les  ouvrages  publi^s  ou  iu^dits  de 
[.  A.-L.  Caucby.  Tome  I.  Paris.  1840.  p.  513  mitgetheilte 
iDterpolatiobsmethode  scheint  uns  in  den  vorher  angedeuteten  Be- 
ziehungen so  Vieles  zu  leisten ^  überhaupt  in  jeder  Rücksicht  so 
vortrefflich,  in  Deutschland  aber  noch  so  wenig  bekannt  zu  sein, 
dass  wir  es  für  unsere  Pflicht  halten,  durch  eine  ausführliche  und 
deutliche  Darstellung  derselben,  die  wir  in  diesem  Aufsatze  zu  ge- 
ben versuchen  werden,  zu  ihrer  möglichst  allgemeinen  Verbreitung 
nach  Kräften  beizutragen,  wobei -wir  zugleich  auch  vorläufig  be- 
merkeuy  dass  wir  bald  in  einem  andern  Aufsatze  eine  von  uns  ver- 
suchte Anwendung  dieser  schönen  Methode  auf  einen  physikalischen 
Gegenstand  mittheilen  zu  können  hoffen. 

§.  2. 

Wir  gehen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  von  der  ver- 
änderlichen Grösse  a:  abhängende  Function  y  sich,  indem     ' 

'  u^  v<i  w^  %^  .  . . . 

gewisse  ihrer  Form  nach  'gegebene  Functionen  von  ^,  iind 

€7,    O^   €?,    c»,  ...» 

gewisse  constante,  ihren  Werthen  nach  aber  unbekannte  Coefficien- 
ten  bezeichnen,  in  die  convergirende  Reihe 

y=i  au '\' hv  +  cw  +  d% -^^ 

entwickein  lasse,  und  stellen  uns,   wenn  eine  hinreichende  Anzahl 
aus  Versuchen  oder  Beobachtungen  abgeleiteter  Werthe 

yi>  y»»  y»5  y4J  —  yn 

der  Function  y  gegeben  ist,  welche  den  ebenfalls  .gegebenen 
Werthen 

<9*  />*  /»•  /«*  rtn 

•«^1,    •A' 2  9     «^  S »    ••'45    •   •  •    •   **'/» 

der  veränderlichen  Grösse  an  entsprechen,  die  Aufgabe: 

1)  zu  ermitteln,  wie  viele  Glieder  der  Reihe 

'    aUy  bvy  cw^  (Ixy  .... 

vom  Anfange  an  man  beibehalten  muss,  um  durch  deren 
Suminirung  einen  hinreichend  genäherten  Werth  der 
Function  y  zu  erh'alten,  dessen  Abweichung  vi^n  dem 
wahren  ^»rthe  dieser  Function  als  unmerklich  betrach- 
tet werden  kann,  d.  h.  sich  innerhalb  der  Gränzen  der 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hält; 

2)  die  Werthe  der  constanten  Coefficienten 

a^  o,  Cf  dy  ,  ,  ,  • 

der  beibehaltenen  Glieder  der  obigen  Reihe  zu  bestim-- 
men. 

§.3. 

Zuvörderst  wollen  wir  die  Bedeutung  einer  Bezeichnung  er- 
klären, von  welcher  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  häufig 
Gebrauch  machen  werden. 


« 
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Wenn  nämlich   ' 

^H     ^2i    ^ti    ^^45    •    •    •  ^f* 

and 

^'n  «'s»   «'t»   n>-  •  •  «'/i 

äberliaupt  gewisse  gegebene  Grössen,  in  beiden  Reiben  in  gleicher 
Avxnhl,  bezeichnen;  so  soll  den  Symbolen  tStfn  und  JSvn  immer  die 
folgende  Bedeutung  beigelegt  werden.  Das  Symbol  Su„  bezeich- 
net jederzeit  die  Summe  der  absoluten  Wertfae  der  Grössen 

«'n    «2>     ».»    »4>   .   .   .«^«, 

wobei  man  sich  jedoch  diese  Summe  immer  auf  solche  Weise  gebil- 
det zu  denken  hat,  dass  man  die  Grössen 

«,,  «,,  fi,,  «4,  .  .  .C#n, 

jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  sind,  mit  +1  oder  mit  i— I 
Bultiplicirt  und  alle  auf  diese  Art  erhaltenen  Producte  zu  cinandtT 
addirt.  Wenn  man  nun  aber  ferner  ganz  mit  denselben  Factoren, 
mit  denen  man  vorher  die  Grössen 

«1,    «#2,    f#,,    «4,   •  .   .  .  «/4 

■inltiplicirt  hat,  dann  auch  respective  die  Grössen 

^ly  «^3»  «'»J  «^4»  •  •  •  •«'« 

multiplicirt,  und  alle  auf  diese  Art  sich  ergebenden  Producte  zu 
einander  addirt;  so  soll  die  Summe,  welche  man  dadurch  erhält, 
im  Folgenden  immer  durch  J^'v^  bezeichnet. werden,  wobei  mau  also 
wohl  fest  zu  halten  hat,  dass  2vn  keinesweges  die  Summe  der  nb- 
aoluten  Werthe  der  Grössen 

^15    ^25     ^Zt    *'4J    •    •    •    •   ^n 

bezeichnet.  In  einem  ähnlichen. Verhältnisse  wie  die  durch  i!ffs„ 
und  2vn  bezeichneten  Grössen,  sollen  im  Folgenden  auch  die  durch 
S^§in  und  ^iVn^  iSt^f/n  und  ^S^Vni  ^iffn  Und  2^Vn}  u.  s.  w.  oder 
ähnliche  Symbole  bezeichneten  Grössen  zu  einander  stehen. 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvörderst  sogleich,  dass  die  Bedingungen  derselben 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

y  z=  au '^r  ^v -\- cu) -\-  (h -\-'  .  .  .  ., 

wenn  wir  die  den  Werthen 

«^15     «^2  9     "^SJ     «^4J    .    •    •    •   ^n 

der  veränderlichen  Grösse  a:  entsprechenden  Werthe  der  Functionen 


«r,  ti,  «7,  %, 


durch  . 

«'a»     «3>    «85    «4J ««i 

^\9   ^»J   ^%9  ^ Ay  •  •  •  •  ^n^ 
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Wji   tO^^   tCji  f«»4,  ....  Wnp 

^15    ^^5    ^t>    ^45  •   •    •   .  ^«? 
U.    S.    W. 

bezeichnen,  zwischen  den  constanten  Coefficienten 

a,  6,  c,  fl,  . :  • . 
unmittelbar  die  folgenden  n  Gleichungen: 

y,  =:  aUi  +  dvi  +  cw^j  +  </:5,  +  .  .  .  ., 

u.  s.  w. 

liefern ,  welche  in  Bezug  auf  a,  h^  c,  ^,  . .  .  .  als  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannte  lineare  Gleichungen  zu  betrach- 
ten sind. 

Vernachlässigen  wir  nun  als  eine  erste  Annäherung  vorläuGg 
die  sämrotlichen  Coefficienten  ^,  c^  i/,  . . . .,  oder  reducircn  wir.  was 
dasselbe  ist,  die  Reihe,  durch  welche  y  ausgedrückt  wird^  auf  ihr 
erstes  Glied;  so  ist 

y  =  au 

der  allgemeine  genäherte  Werth  von  y,  und  wir  haben  daher  jetzt 
das  folgende  System  von  Gleichungen: 

Vi  =^au^^  y^^=ia^i^y  y,  =au^,  . .  .  yn=iaun. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  mit  gewissen 
willkührlichen  Coefficienten,  nämlich  respective  mit  den  Coefficienten 

^I>    ^25    ^ti    ^4 ^fl} 

so  erhalten  wir  die  Gkichungen 

Ä/r,V3=Xr,y,, 

> 

u.  s.  w.   . 

aknVn'=^knyn\ 

durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 
also 

^  __  ^\y\  -H^ay2  -f-  ^»y»  h — .  -h  Aviyn 

crgiebt.  Bezeichnen  wir  nun  die  in  den  durch  Versuche  oder 
Beobachtungen  gefundenen  Werthen 

Vu  y*»  yn  3^4>.--y« 
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voD  y  steckenden  Fehler  rcspective  durch 

*1>    *S(5    *l>    *45   •  •   •   *'«> 

SO  dass  also  die  wahren  entsprechenden  Werthc  von  y 

sind:    so    ist   nach  dem   Vorhergehenden  der  wahre  Werth  von  a 
*     o&enbar  eigentlich 

^^i(y,-4-gi)-*-^a(y3-f-*2)-i-^3(y»-i-g3)-»->'»-Hfe(yn-f-<^) 

und  der  in  der  Bestimmung 

von  €»  steckende  Fehler  ist  daher  augenscheinlich 
Die  Coefßcienten 

^15    ^a>    ^|>    ^45  •  •  •  ^» 

sind  allerdings  ganz  willkührlich;  jedoch  hat  man  des  Folgenden 
vregen  zu  heachten,  dass  man  den  absoluten  Werth  keines  dersel- 
ben ^össer  als  die  Einheit  anzunehmen  braucht,  weil  es,  um  dies 
in  allen  Fällen  zu  bewirken,  bloss  nöthig  ist,  dass  man  alle  Coef- 
>  ficienten  durch  den  absoluten  Werth  desjenigen  unter  ihnen,  wel- 
cher den  grössten  absoluten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
Werth  von  a  und  des  in  demselben  steckenden  Fehlers  offenbar 
gar  keine  Aenderung  erleidet. 

Bei  der  absoluten  Unkenntniss,  in  welcher  man  sich  rücksicht- 
licb  der  Fehler 

^15    *2»    *l>    *4)    •  •  •  •*» 

befindet,  kann  man  nun,  um  die  willkührlichen  Coefücienten 

auf  die  vortheilhaf teste  Weise  zu  bestimmen,  offenbar  nichts  weit(>r 
thun,  als  dass  man  dieselben  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  der  ab- 
solute Werth  des  Nenners  des  Bruchs 

kyUi  -#-  k^u^-^k^u^  -^  .  .  .  -+-  knUn 
durch  welchen  der  in  der  Bcstimn)ung 

kxU^-^k^U^  +  k^U^-^  •••'^knUn 

von  a  steckcn'de  Fehler  im  Allgemeinen  ausgedrückt  wird,  seinen 
grössten  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  {l^durch ,  dass  man 
die  in  Rede  stehenden  Coefficicnten  so  bestimmt,  dass  der  Nenner 


i 


in  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

«,,  »a,  «3,  «4>  ..•«'« 
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Übergeht,  d.  Ii.  man  muss  für 

A?|  j    A?2)    ^S5    ^4>  •  •  •  ^n 

die  Grösse  H-  1  oder  —  1  setzen»  jenachdem  die  Grössen 

«^1  >    «2J    »»5    «45    •  •   .   «^n 

positiv  oder  negativ  sinä,  wobei  zugleich  erhellet,  dass  wenn  man 
'  dies  thut,  auch  der  absolute  Werth  des  Zählers 

nie  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

d.  h.  das  Maximum,  welches  c|ieser  absolute  Werth  überhaupt  er- 
reichen kann  ^),  übersteigt.  Wendet  man  also  jetzt  die  Bezeich- 
nung, deren  Bedeutung  im  vorigen  Paragraphen  ausführlich  erklärt 
worden  ist,  an;  so  liefert  wegen  der  oben  bewiesenen  Gleichung 

kxVx  -¥■  ^ay»  -f-  ^%y,  +  »  .  .  -fr-  knyn 

k{Ux  '+r  kiU^  -fr-  AJj?/'^  -fr-  .  .  .  -f-  knUn 

offenbar  di^  Formel 

2yn 

Sun 

die  vortheilhaftestc  Bestimmung  von  a,  so  weit  sich  wenigstens  bei 
der  völligen   Unkenntniss,   in    welcher    man  sich  rücksichtlich  der 
V  Werthe  der  Fehler 

^IJ     ^2J    *S>    ^4>   •  •   •   ^». 

befindet,  hierüber  urtheilen  lässt,  und  für  ^  erhält  man  nun  den 
genäherten  Ausdruck 

oder,  weQn 

u 


u\ 


gesetzt  wircj,  den  Ausdruck 


y=zvf2yn. 


Wäre  überhaupt  er=l,   also  yiizza^    d.  h.  ^  eine  constante 
Grösse,  wenigstens  näherungsweise^  so  wäre  offenbar 


Sun  =  «, 


und  folglich  »'3=—-,  afso 


n 


1    V 


n 
d.  i.,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 


*)  Wo-  man  fest  zu  halten  bat,  dass  nach  dem  Obigen  in  allen  Fällen  der 
absolute  Werth  keines  der  Coefficienten  A^i,  k^y  k^,  k^,..,kn  grösser 
als  die  Einheit  angenommen  zu  werden  braucht. 
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-yi«  =  y,  4- yi -I- y, -f- ^4  H- • .  • -I- y« 

ist-     .         •  * 

•         yi  +y«  "*-yi  -Hy4  -f- « -  --^yn 

wodurch   wir  also  iq   dem  vorliegenden  Falle  unmittelbar  auf  das 
;     bekannte  Frincip    des   arithmetiscuen  Mittels,    dessen  man  sich  in 
b   den  Naturwissenschaften  so  häjififf  bedient,  geführt  werden. 
^'  Wir  wollen  jetzt  in  völliger  Genauigkett 

y=«'^yw  +  Ay> 

also 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthen 

*^iy  ^a»  «^15  ^45  ♦  •  •  «^Ji 

von  a:  entsprechenden  Werthe  von  ^y,  die  sich,  weil  man  die  den 
Id  Rede  stehenden  Werthen  von  a:  entsprechenden  Werthe  von  y 
and  «  kennt,  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  von  Ay  jederzeit  be- 
rechnen lassen,  respective  durch 

Ayi5  Ay«5  A^t»  t^v^s •--Lyn 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlicb 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvei^neidlicben  Beo bachtun ^sfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  <y,  ^, 
e,  d^ .  . .  .^  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

setzen.     Halten    sich    abei^    die    in    Rede    stehenden  Grössen    nicht 
sSmmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler^  so  muss  man  weiter  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil 

yz:^  au  +  bv  -\'  cw  -^  d%  -^  .  .  .  . 

ist,  so  ist  offenbar 

2yn  =  a  2un  4-  b  2vn  +  c  2wn  -\'d2%n  +.;.., 

und  folglich,  wenn  man 

VZ=ZU'  2Vn  +  A*'> 
a  =  W*  ^»n  +  A*i 

u.  s.  w*. 
setzt,  da  offenbar  jederzeit 

:Sun  =  Su^y 
also  nach  dem  Obigen 

U*2un  =  U^SUn  =  U 

Ay = b  A^  -4-  c  A^ + </  A*  +  • '  •  • 


uo<l  ffll^licli,  wenn  innu 

u.  a.  w. 
i^tit,  da  offenbar 

alflo  nach  dem  Obigen 


A'y=''A'aH- 

Die  den  Werlbeo 

ecbenden  Werthe  von  A**>  ■ '  ■  ■>  welche  wir  r( 

A'»..  A'*j.  A'»..  A'*.i  ■  ■ -A'*«; 

U.  it.  w. 
rollen,  kann  man  nittelst  der  Formeln 
A'»  —  A'*  —  w'^iA'*"' 

»ebnen,  und  knnn  uIbo  «nf  die  Gleicbung 

.  A'y=''A'«+ 

Rani  dasselbe  Verfahren  anwenden,  weicbes  \ 
Epng 

ff^am'i~iiv  +  cto-t~äx-i~ .... 
fÜMD.     Wir  werden  nämlich 
■r.fl'y 


rf==^ 


1er  RtIrM  wegen 

A*y=»'-.A'yn. 
-  w-jy»  + 1/^,  Ay»  ■+:  «p'^jAV"  +  *'-.  A'y» 

uaaigkeit  wollen  wir  nun  aber 

A'y  =  »'^,  A'y- +  A*y. 
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/ 

I 

Die  den  Werthen' 

^ij  "^a»  ^J5   «^4»  •  •  •  •  ^n  • 

Ton  a:  entspreclienden  Werthe  von  ^Vy  ^w,  ^«,  .  . .  »,  welche  wir 
respQClive  durch 

A«'!»  A^2^  A«'«»  A«'4>  •  •  •  A«'n; 

A««'.?  A^'a^  A«^s>  A«^4>  •  •  •  A^»5 
A*i»  A«a»  A*i>  A«45  •  •  •  A««; 

u.  s.  w. 
bezeichnen  woHen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

A*  =  *  —  fi^2xnj 

u.  s.  w. 

% 

jederzeit  berechnen,  und  kann  .also  auf  die  Gleichung 

Ay  =  ^A^  -*-  ^A^^ + ^A^  + . . . . 

jetzt  offenbar  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  anwenden,   welches 
wir  vorher  auf  die  Gleichung 

y  =  fl?^ -i- /«;  H- <w  + //ä -h  .  . .  . 

angewandt  haben.     Wir  werden  nämlich 

und 

Ay=5r^Af, 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


«^=: 


gesetzt  wird, 

also  näherungsweise 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  Wir  nun  aber 

Ay=t^'^iAy/.+  AV5 

also 

AV=Ay— «^'S'.Ay« 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthßn 

von  OT  entsprechenden  Werthe  von  A^y»  ^^  ^'^^  mittelst  des  obi- 
gen   Ausdrucks   dieser  Grösse  immer  bereclini^n  lassen ,   respectiTe   . 
durch  ..**'-- 
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■ 

A^tfir  A*y«»  AVf»  A'y4,,. . .  AVa 

beieichneo.  Findet  man  nun,  duss  diese  Grössen  sich  sämmtlicii 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobac^htunffsfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  //^ 
Cy  d^  .  . .  .  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

Ay=«''^iAy«» 

also 

setzen.     Halten    sich   aber   die   in    Rede   stehenden    Grössen    nicht 
sämmilich   innerhalb   der   unvermeidlichen    Beobachtungsfehler,    so 
muss  man  ferner  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil 

^y  =  If^v  +  c^w  -f-  d^%  +  .  .  .  . 

ist,  so  ist  offenbar 

•^iAyn=^-J,A«'»  +  ^^iA«'i«  +  '^iA«n+  •  •  •  •» 

und  folglich,  wenn  man 

^«^  =r  f/JS",  A«^n  ■+- A*«'5 

^a  =  t/:^,/\5fe»-|-A*«, 

u.  s.  w. 

setzt,  da  offenbar 
also  nach  dem  Obigen 

ist, 

/\ay  =  cA*«'+</A*«+ 

Die  den  Werthen 

von  X  entsprechenden  Werthe  von  A*«'»  A'*»-»«'  welche  wir  re- 
spective  durch 

A'«',,  A'«'»»  A'«'i»  A*«'45  •  • .  A'««'«; 
A*«i>  A*«a>  A'«3»  A'ä4»  .  •  •  A*««; 

U.    8.    W. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  miltcist  der  Formeln 

A»Ä  =?=  A«  -  "  - » A««. 

u.  s.  w. 
Mveit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

'A'y=<?A'««'+«fA*«-H 
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jetzt  -wieder   ganz  dasselbe  Verfaliren  anwenden,  wplcbes^  wir  oben 
auf  die  Gieicbung- 

y  =;=  a»  -|-  Ä»  -f-  cw  + 1/«  +  .  .  .  . 

angewandt  haben.     Wir  werden  nämlich 

und 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 

also  näherungsweise 

setzen. 

In , völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

also 

setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 

•2?jj     ^29     "^H    ^^45    •   •   •  «^It 

von  ;r  entsprechenden  Werthe  von  A'y»  ^^^  ^'^^  mittelst  des  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respecti^ 
durch 

A'yo  A'y»*  A'yt»  A'y45  v .  A*y« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  duss  diese  Grössen  sich  sämintlicb 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  h^ 
c,  ^,  .  •  .  .  nicht  weiter  vorzuschreiten ,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

J\*y=:«/2^^*yny 

also 

y  =  ^^yn  H-  v2^^yn  +  w'S^^^yn 

setten.     Halten    sich    aber   die   in   Rede   stehenden  Grössen    nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler, so  muss  man  weiter  auf  folgende  Art  verfahreli. 
Weil  • 

A*y = ^A*«' +  ^A'*  H 

ist,  so  ist  offenbar 


•  •  •  • 


•  •  •  •) 


\.  ■. 
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I 

und  folglich,  wenq  man 

U.    8.   W. 

seilt,  da  offenbar 

also  D^ch  dem  Obigen 

ist,  •  ' 

A'y=</A'«+ 

Die  den  Wertben 

«37 1 5    «m72  3     *^ %}    "^45    •   •   •    •   •Xffi 

von  jp  entsprecbenden  Wertbe  von  A'^> .  •  •  •)  welche  wir  rcspective 
durch 

A'«i5  A*«»5  A*«s»  A'«4»  • . .  A'««; 

i  u.  s.  W. 

bezeiclmen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

A' »  =  A**  ^  «^^«  A**^9 
u,  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

.  A'y=^A'»-4- 

jetzt  wieder  ffanz  dasselbe  Verfahren  anwenden^  welches  wir  oben 
auf  die  Gleichung 

y  z=i  au '\- üv '\- cw -+- d% 

angewandt  haben.     Wir  werden  nämlich 


und 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

A*« 


% 


gesetzt  wird, 

A"y=»-sA'yn, 

also  näheruagsweise 

y = v'^yn  +  t/JS",  A^n  +  tt/^il^yn  +  ä'-S",  A'y« 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

also 
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setzen,  uud  wulleu  die  den  Werthen 

•I  • 

•^15   «^a»   ^tj  ^45  •  •  •  •  ^n 

•  • 

voD  a:  eotsprecbenden  Wertbe  von  A^y«   ^^^  si<^li  mittelst  des  ol^- 

feD   Ausdrucks   dieser  Grösse  immer  berechnen   lassen  0  respective 
urch 

AVi»  AV»»  A*y.^  A*y4> . . .  AV« 

bezeichneu.     Findet  man   nun.   dass  diese   Grössen   sieb   sämmdich'^ 
innerbalb  der  Gränzen  d^r  unvernieidlicben  Beobacbtunffsfebler  hal- 
ten .   so   braurbt   man   mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten   a^  6, 
c,  //,....  nicbt  weiter  vorzusebreiten ,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

also 

y=b«'2'y^  + er'3,Ay«-*-«^-^«A*yi.+«'-^,A*yi. 

setzen.     Halten    sich    aber   die    in  *Rede    stehenden    Grössen    nicht 
sämmtüch  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtnn^s-  • 
fehler,  so  muss  man  wieder  ein  ganz  ähnliches  VerMi«n  wie  oben 
anwenden,  und  auf  diese  Art  überhaupt  immer  weiter  gehen,   bis 
man  auf  eine  Reihe  von  Grössen  von  der  Form 

A^yo  A^y«»  A^y».  A"'y4r .  • .  A^y« 

kommt,   die   sich   sämmtlich   innerhalb  der  Gränzen  der  unTermeid- 
liehen  Beobacbtuugstehler  halten. 

§.5. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptmomente  der  vorhergehenden  fnter- 
polationsmethode  hier  nochmals  in  der  Kürze  übersichtlich  zusam- 
menfassen, ohne  die  Erklärung  der  Bedeutung  der  gebrauchten 
Symbole  zu  wiederbolen. 

1.  Ans^nommen  wird,  dass  die  Function  y  sich  in  eine  con- 
versrirende  Reihe  von  der  Form 


yz=:a»  +  lfV  +  cw-^dx 
entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Werthen 

.2^1,     ^^37     «^JJ     "^^t?    •   •   •   •   «^M 

der  veränderlichen  Grösse  ^,   von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  «r,  r,  «»,  :^.  .  .  .  ,  »hhängen,  entsprechenden  Werthe 

yi»  ys^  y»»  y4>  —  y« 

der  Function  y  gegeben  sind. 

2.     Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  »'  mit- 
telst der  Formel 


und  die  Grössen 

Ayi^  Ay»»  Ay»-  Ay* —  Ay» 

mittelst  der  Formel 
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Uen  man  in  derselben  für  .r  nach  und  nuoli 

<«•  '^•  /f*  'S*  'V 

**'l'     **'3>     **'J>     **'4?»««.»*'/l 

iNiit  Fhidet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  säiiiDiMIch  iuner- 
Ub  der  Gränzcn  der  unvermeidlichen  Beobachtungstehlor  halfen. 
[m  kann  man  mit  hinreiehendcr  Annäherung 

KtieD. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
ucht  sämmClich  innerhalb  der  <>ränzen  der  unvermeidlichen  Ueoh- 
aebtnogsfehler  halten,  so  bestimme  man  j^v  und  //  mittelst  der 
Formeln 

oad  die  Grössen 

AVi,  AVa.  A'y«.  AV4,  .  •  •  A'y/* 
■ittelst  der  Formel 


AV/  =  Ay— «'-lAy 


«j 


indem  man  in  derselhen  für  a:  nach  und  nach 

/lf*  /jf  /*•  nf*  tjf* 

•*'!'     **'  %^     •*'>9     »«'4«    ••••»«'/« 

setzt.  Findet  man  dünn,  dass  diese  G/össeu  sich  sämmtlicb  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohachtungsfehler  halten. 
sfl^kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

t 

y = ^^yn  -»-  v^^,  Ayw 

setzen. 

4.     Findet  man  aber,  das^  die  in  Kcde  stehenden  Grössen  sirl 
Dicht  sämmtlich   innerhalb   der  Gränzen  der   unvermeidlichen  Heoh 
acbtuugsfehler   halten,    so   bestimme   man  A^')  A^'^^   "''^  ''''  mitteJK' 
der  Formeln 

und  die  Grössen 

A'yi»  A'y».  A'y»^  AV4»  •  • .  A'/a 

mittelst  der  Formel 

AV=A'y-'^-i'>AV'o  . 

indem  man  in  derselben  für  a;  nach  und  nach 

•^15    ^2i    «^IJ    «2^4^    .    .    .    .   %V/i, 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämuitlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohnchtungsfehlcr  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

fetzen. 
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5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössop  sich 
nicbl;  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  oeob- 
achtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  ^Xy  A'^9  A'^  ^^^  ^'  ^■^'' 
telst  der  Formeln 

A«=«— «'^*«^  ^*»—^»—t^2l^»ny  a'»=A'«-«^^.a**«. 

und  die  Grössen 

AVii  AV.»  AV»>  A*y4» . .  •  AV« 

mittelst  der  Formel 

A*y=A'y— »'^«A'y»» 

indem  man  in  derselben  für  a:  nach  und  nach 

^1 ,    «^29    "^Jl    '^4>   •   .   •  •  *^n 

• 

setzt.     Findet  man  dann ,  dass  sich  diese  Grössen  sämmtlich  inner-    * 
halb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtungsfehler  halten, 
'  so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

f .  6.  • 

Auf  die   vorhergehende   Weise    lehrt   Herr  Moigno   a.  a.  0. 
nach  Canchy   die  Anordnung   der  Rechnung.     Man  könnte  aber, 
'  wie  es  uns  scheint,   auch  auf  folgende  Art  verfahren,  wobei  yrir 
bemerken,  dass  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet, 

a 


II' 


£yn 


u.  s.  w. 

ist. 

].    Angenommen  wird  wieder,  dass  die  Function  i/  sich  in  eine 
convergirende  Reihe  von  der  Form 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Werthen 

^^  I ,   «^2)  "^fj  *^4)  •  •  •  •  ^^n 

der  veränderlichen  Grösse  o?,  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  ii,  e/,  c^,  s^  . . . .  abhängen,  entsprechenden  Werthe 

yiy  y»»  y,9  ^4,  — y» 

der  Function  y  gegeben  sind. 
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1 

2.  Dies  vorausge«e(zt,  bestimme  uinii  zuerst  die  Gröbse  a  mit- 
telst der  Formel 

^  —  ^^'* 
nnd  die  Grössen 

Ayi)  A^ai  A^i*  A^4>  •  •  •  Ay/< 

mittelst  der  Formel 

Ay=y— ««, 

iDdem  mau  in  derselben  für  a:  nacb  und  nach 

setxt.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sicL  sämmüicb  iiiiier- 
halb  der  Gränzen  der  unveränderlicben  BeobacbtungtsfeLler  halten, 
«o  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y=zau 

setzen. 

3.  Findet  man  aber,  doss  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sicli 
nicht  sämmtlich  in^ierhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
acbtungsfebler  halten,  so  bestimme  man  /\/;  und  h  mittelst  der 
Formeln 

und  die  Grössen 

AVn  AVa>  A'y.>  A'y*. . . .  A"y« 

mittelst  der  Formel 

indem  man  in  derselben  für  x  nach  und  nach 

^^  ^v^  ^^  o*  '^^ 

«&!,     »«'S,     ••'85    **'4,    •••    •«'/l 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sieb  sämmtlich  imuM- 
halb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtungstebler  halt«'», 
so  kann  man  mit  hinreichender  Genauigkeit 

y  =  ur«  -f-  b^v 

setzen. 

4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Bede  stehenden  Grössen  sivh 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermcidlicbeu  Beub- 
achtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  /^f/^  ^^w  und  c  mittelst 
der  Formeln 

und  die  Grössen 

A'yi»  A*y.»  AVu  A'y4y . .  •  A'/a 

mittelst  der  Formel 

A";/=A'y-^A'''s 


b 
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indem  man  in  derselben  für  ac  nach  und  nach 

•  «2?j  )    <^3}    "^t>    *^45   •    •    •    •   ^'71 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  niit  hinreichender  Annäherung 

y  ^z:  a«  -f-  b^v  +  c^fO 

setzen. 

5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beoh- 
achtungsfehler halten,  so  bestimme  man  ^is,  ^%^  ^*x  und  d  mit- 
telst der  Formeln 

und  die  Grössen 

A*yi.  A*y»'  A*y..  A*y«>  •  •  •  A*y» 

mittelst  der  Formel 

A*y=A'y-<^A% 

indem  man  in  derselben  für  a:  nach  und  nach 

I  /w*  /*•  /*•  /»•  /*• 

• 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

t/  =  au-+'  b^v  •+-  c^w  +  d^^% 

setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  liegt 
deutlich  vor  Augen. 

Die  beste  Art  der  Ausführung  der  nöthigen  Rechnungen  und 
manche  Abkürzungen  bei  denselben  werden  sich  einem  Jeden  leicht 
von  selbst  darbieten,  weshalb  wir  hier  darüber  der  Kürze  wegen 
nichts  weiter  sagen.  Häutig  wird  man  insbesondere  schon  vorher  . 
berechnete  Grössen  bei  den  folgenden  Rechnungen  wieder  in  An- 
wendung bringen  können. 

$.7. 

Bei  weitläufigen  Rechnungen  ist  es  immer  nöthig,  wenigstens 
im  höchsten  Grade  vortheilhuft,  im  Besitze  von  Bedingungsgleichun- 

gen   zu  sein,   mit  deren  Hülfe   man  die  Richtigkeit  der  geführten 
echnung  prüfen  kann.     Solche  Bedingungsgleichungen  lassen  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden   eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie- 
rigkeit herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  gebrauchten  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat. 
Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  zuvörderst 
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ist,  so  ist  offen  ha  r 


Su'  —  ^ 


uod  folglich 

Weil  ferner  nach  dem  Ohigen 

U.   8.    W. 

tsl,  SO  ist  offenbar 

'   2i^Wn  =  2wH-^2y^n^Wni 
U.    S.    W. 

Weg^n  der  Gleichung 

u 


ist  aber  oÜenher 


Sun 


und  folglich,  weil  augenscheinlicb  SuM  =  Hvn  v^t, 

^«'»=  1, 
also  nach  deiu  Vorhergehenden 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

.         Av 

also  offenbar 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

Weil  nun 

^^w  =  ^to  —  t/2i  /^Wn, 

A*»  =  A«  —  «^-^1  A*N  j 
'       .  u.  s.  w. 

ist,  80  ist  offenbar 

U.    8.    W. 


/.  ^. 
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^.A**- =^.A«.  -3..'^.  A». 


Mgück,  weil   ngfMhi'wBcfc  ^,A*'>=  ^lA'*»  '^^ 

^.A»«r.=0.  ^.A»»-=*. 

üack  de«  Obicc*  ist  fer»er 


S^'m.' 


WeU 

isL  sm  nl  offenbar 

■.  &  w. 


■■4  tttlgück  Back  deM  V^rkerg^keadea 

Feraer  ergebt  sick  aas  dea  obigea 

a.  s«  w. 
also  Back  deai  VorkcfgvkmidcB 

Eadlich  erkäit  aaa  auck 
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-  \ 


u.  s.  w. 
Wegen  der  GleichUDg 

ist  aber  t^ffenbar 

und  folglicb,  weil  augenscbeiolich  2^^^Wh  =  S^[^^w„  ist, 
also  nacb  dem  Vorhergehenden 

:?3A'*n=o, 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner 


*  —  Ä,  A»«!.' 


also  offenbar 


^»^'•-^S^A»»«' 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

2»i  =  0,  2,»'n  =  0,  2^%'n  =  0,  -y,«'«  =1. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Man  kann  aber  auch  noch  andere  Bedingsgleicbungen  findefi. 
Weil  nämlich  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

ist,  so  ist  offenbar 

und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

ist, 

JAy«=o. 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

A*y=Ay— -«^^lAy/* 

ist,  so  ist  offenbar 

^i  A  V« = -^i  Ay«  —  ^1  «^«^1  Ayn ; 

und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

2/^yn  =  0,  2t/n  =  0,  S,t/n  =1 

ist, 
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§ 

Auf  ähulicke  Art  ist  uach  deoi  Obigen 
und  folglich 

^A'y» = •S^Ä'y.  -  s^n2,^■'yn, 
■i\  A'y» = -5.  A*y»  - -2.  »"«^.AV-. 
j,  A'y» = -2,  A»y«  -  ^,«^*2,  A*y- ; 

ultto  ist,  weil  nacli  dem  Obigeo 

isr, 

Ferner  ist  nach  dem  Obigeu 
fülglicli 

-^»  A  V«  = -^»  A'y»  — -^f«'«^«  A  V/'i 

also,  weil  uach  dem  Vorhergehenden 

^A*yie=o,  ^,A'yi.=o,  -^,A'yn=0; 

ist, 

^A*y«=o,  2,A*y«=<^,  -S,A*yn=o,  -5,A*y»=o. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

Die  Vortheile,  welche  die  in  diesem  Aufsatze  entwickelte  fnter- 
polationsmethode  gewährt,  hier  noch  besonders  aus  einander  zu 
setzen,  halten  wir  für  völlig  überflüssig,  da  dieselben  zu  sehr  ganz 
von  selbst  in  die  Augen  springen.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewiesenen  Bedingungsgleichungen  ein  nicht  zu  übersehendes 
Hauptmoment  bei  dieser  schönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
zu  recht  häuGger  und  fleissiger  Anwendung  empfehlen  möchten. 
Auch  hoffen  wir,  wie  schon  im  Eingänge  erwähnt  worden  ist,  bald 
selbst  eine  Anwendung  derselben  auf  einen  wichtigen  physikalischen 
Gegenstand  im  Archive  mittheilen  zu  können. 
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III. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  a^y^'\'b'^x-'=ia^b'^ 
auf  einfache  Weise  entwickelt  aus  der  Grund- 
eigenschaft «;  +  t;'  =  2ö^. 


Von 


Herrn  Dr.  Fr.  Heinen, 

Director  der  Realschule  zu  Düsseldorf.  . 


Es  seiep  iu  unten  stehende  Fifpir  M  der  Mittelpunkt   einer 

r 


Ellipse;  F,  F'  ihre  Brennpunkte,  FP=:v,  FP=zv'  die  nach 
einem  Punkte  P  derselben  gezogenen  Leitstrablen^  das  von  P  auf 
die    grosse  Axe  =2«   gefällte  Perpendikel    PQzi^y^    das  Stück 

MQ  der  grossen  Axe  =a?,  und  MFz=:  ßiFz=z  l/«*  — ^  =  e. 
Alädann  ist 

0  PF''^FQ^  =  PF^'-FQ^, 

oder  PjP»  —  PP^  =  JPQ*  —  F'Ö', 

oder  v^  —  «/*  =  (^  H-  a:Y  —  {e  —  ä?)*, 
oder  («;-+-  e/)  (v  —  f/)  =  4«  .  ^; 
also,  weil  t^  +  t/=:2«  ist,      (1) 


e.-*/=^.      (2) 


ex 


(3) 


Aus  (1)  und  (2)  folgt  »  =  aH-^. 

Es  ist  aber  auch  FPz=i  V  FQ^  +  QP* 

oder  V  =  l^(^  -i-  ^)*  +  y*      (4) 
mithin  wegen  (3)  und  (4) 
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der  Oeffnung  gestellt;  liegt  alsdann  der  andere  Schenkel  zur  lin- 
ken Hand,  so  soll  der  Winkel  positiv,  geffentlieils  negativ  genoiii- 
men  werden.     Es  seien  nun  für  die  WinKel 

JBC=a,  ABD  =  ß,  BCD  =  r,  ACD=:i 

bezieblich  jäß^  AB^  BC  und  AC  die  ersten  Schenkel. 

Man  sieht  sogleich,  dass  Alles  darauf  hinausläuft^  eins  der 
Dreiecke  ABD  oder  ACD  xu  bestiininen;  wir  wählen  das  erstere, 
nennen  qpL  den  Winkel  ADB  und  bemerken,  dass  derselbe  mit  /^ 
stets  gleiches  Zeichen  hat. 

Aus  der  Betrachtung  der  Dreiecke  erhält  man  alsdann  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

AB .sin  y>  BC sin  (««j-y  —  <f )     BD sin  y 

'BD —  sin  (7>-f-/9)'    1B  sin  (y  — cf)     '    BV         sin  (a-4-y— 7)' 

hieraus 

sin  (y.»f-/9)  ^__      sin  y  sin  (g-j-y  —  cf) 
sin  y-  sin  (y  —  d*)  sin  (a-f-y — /S)' 

und  weiter 

r.  4r  sin  y  sin  (a-f-y  — d;) rr  4.      ä 

^«*8:  9>  =  si„  ^  sin  (y^;f)"lin  (^^y-/9j  —  ^^^»  '^• 

Bestimmt  man  noch  den  Hülfswinkel  £  aus  der  Gleichung 


^         jj sin  y  sin  (cg  +  y  —  cf ) . 

Cotg  § —   g.^  (y  — (f)   sin  (a  +  y  — c;>  sin  ^  ' '^^ 


so  wird 


Cotgy  =  '^J"y~^i (Ä) 

»  ^       sin  /?  sin  I  ^     -' 


und  aus  (A)  und  (^)  lässt  sich  nun  9  ohne  alle  Zweideutigkeit 
finden.  Die  übrigen  Stücke  der  Figur  ergeben  sich  dann  ohne 
Schwierigkeit. 

11. 

lieber  eine  Beziehung,  welche  zwischen  4  Punkten,   die 
in  einer  Ebene  liegen,  statt  findet 

Sucht  man  die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  vier  Punkte, 
deren  Coordinaten  ;r,,  y,,  %^\  ^j,  y^,  «»;  -«^s»  y«5  «s ;  ^4»  ^4»  «4 
sind,,  in  einer  Ebene  liegen,  so  gelangt  man  bekanntlich  zu  dersel- 
ben, wenn  man  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene: 

für  die  Coordinaten  ^,  y,  %  nacb  einander  die  Coordinaten  der  4 
Punkte  setzt,  also  die  Gleichungen 

^^j -h /Ty,  4- ^*,  H- />  =  0, 

^^, -4- Äy, -f- Cäs, -4- jD  =  0, 

-^a?4 -H  ^^4  +  C^4  + /^  =  0 
bildet    und    aus    denselben    die  Grössen   A^   B,    C^   D    eliminirt. 
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Führt  man  dies  aus,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung!  zwischen 
«len  Coordinaten  der  gegehenen  4  Punkte,  die  wir  zu  unserem 
Zwecke  unter  die  Form 

H-'^3i(y»«4  — //4«8)  +  (y4«i  —  y.^4)-i-(y,«,  --2^3«i)! 

+.  ^Ai^Z^l   ^  2^1*2)  ~f-  (yi«4  —  ^4»!  )  +  (^4^2  —  y««4){ 
=  ^4i(y2«l    —  ^1^2)  +  (t/l^l   —  ,^3^1  )  +  (^8*2  —  .y2«3)} 

bringen.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  zum  Gründe  liegende  Co- 
ordinatensjstem  ein  rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Projectio- 
nen  der  4  Punkte  auf  die  t/z  Ebene,  bezeichnen  dieselben  mit 
(1),  (2),  (3),  (4)  und  setzen  voraus,  dass  (4)  derjenige  Punkt  sei, 
welcher  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks 
/\(1  2  3)  liegt,  so  kann  man  nach  bekannten  Sätzen  die  obige 
Gleichung  auch  so  ausdrücken: 

^1  AP34)H-^,  A(134)4-^,  A(124)==a7,A(123)...(l) 

oder  wenn  man  bedenkt,  dads 

A(2  3  4)  +  A(l  3  4)  +  A(l  ^  4)  =  A(l  2  3) 

ist,  auch  folgendermassen : 

(^,-^4)A(2  3  4H-(^,-^,)A(l  3  4)+(^,~.27,)A(l  2  4)=0...(2) 

Nennen  wir  nun  den  Punkt,"  welcher  innerhalb  des  von  den 
drei  anderen  Punkten  gebildeten  Dreiecks  liegt,  den  inneren  Punkt, 
so  können  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
ausgedrückten  Satz  also  aussprechen: 

Wenn  man  drei  Punkte  und  eii^en  innern  derselben, 
auf  eine  beliebige  Ebene  projicirt,  und  sich  die  Pyrami- 
den gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
und  die  Projectionen  der  drei  anderen  zu  Eckpunkten 
haben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  inneren 
Punkt  zu  einem  Eckpunkte  hat,  gleich  der  Summe  der 
drei  anderen  Pyramiden. 


(i5 


V. 

Deber  einen  Leiirsatz  aus  der  Wahrsclieinlich- 

keitsrechnung. 

Von 

Uerni  Doclor  A.  R.  Lucliterliainit 

Oberlehrer  am  Gyiiiiiasiiiiu  zu  Königsberg  in  der  Neiiniark. 


Poisson  giebt  in  seinem  Lebrbucbe  der  Wabrscheinlicbkeitsrecb- 
onnff^  S.  31  oach  der  Uebcrsetzuog  voo  Schnuse,  für  die  Wahr- 
■cheinlicbkeit  II,  aus  einer  Urne^  in  der  ursprünglicb  a  weisse  und 
ö  scbwarze  Kugeln  entbnlten  sind,  in  ft  Ziehungen  m  weisse  und 
m  schwärze  Kugeln  in  einer  beliebigen  Ordnung  zu  ziehen ,  wenn 
die  jedes  Mal  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  zurück- 
gelegt wird,  den  Ausdruck: 

yy  \    mit  »m  •  m  •  9  •  lA  ,\    tit  »9  •   •  •  •  •  •  O  m    \    »tit  »V  m  •  •    •  U  •    V    •  it  •«  •  •  *  •  •  \C  ^^  U>) 

1.2.3 m.  1.2.3 ^.1.2.3 £7.1.2.3 (a — m)  1.2.3....(^ — n) 

_^(^  — 1)  (/u  — 2) jm-^l) 

a(4i  — 1)  (g  — 2) (g->/yi-f-l)//(i6--l)  (//  — 2) (^  —  gg-f-l) 

^  c(c— l)(c  — 2) (cfjt-^l)  ' 

worin  r:=:a  +  ^  gesetzt  ist. 

Es  heisst  dann  ebendaselbst  in  der  Note:  ,,Nach  ^  Ziehungen 
von  m  weissen,  und  n  schwarzen  Kugeln  'ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, hei  einem  neuen  Versuche  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen^  von 

den  Zahlen  m  und  n  abhängig  und  =-t,  wo  a*:=^a  —  m   und 

d  =  c — (m  +  n).  Aber  für  eine  Person^  welche  bloss  wüsstc,  duss 
aus  der  Drne  fi  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  weisse 
Qod  wie  viele  schwarze,  wäre  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zu^es 
einer  weissen    Kugel   bei    einem    neuen   Versuche  von  der  W^ahr- 

scheinlichkeit  -p-  sehr  verschieden,  und  nach   einer  uns  eben   von 

F.  Hondesir,  ehemaligem  Schüler  der  Ecolc  Polytcohnique,  mitge- 
tfaeilten  Bemerkung  ist  die  in  Rede  stehende  Wahrscheinlichkeit 
von  den  Zahlen  m  und  n  unabhängig  und  wie  vor  den  Ziehungen 

= — /'       Poisson    bemerkt  dann    ferner,    dass  Mondesir    in    dem 
c 

Journal  der  Mathematik  von  Liouville  den  allgemeinen  Beweis  für 
diese  Behauptung  bekannt  machen  werde. 

TbcU  II.  5 


66 

Da  nun  gewiss  vieleo  Lesern  des  Archivs,  gleich  mir,  das 
Journal  von  Liouville  nicht  zu  Gebote  steht,  so  halte  ich  es  nicht 
für  unangemessen,  hier  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  obi- 
gen Behauptung  mitzutheilen. 

Jemand,  der  überhaupt  nur  weiss,  dass  aus  einer  Urne  mit  a 
weissen  und  b  schwarzen  Kugeln  (a  Ziehungen  stattgefunden  ha- 
ben, und  dass  keine  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  zurückge- 
legt wurde,  kann  oJQPenbar  nur  folgende  ft  +  1  Voraussetzungen 
über  das  Herausgekommensein  von  weissen  und  schwarzen  Kugeln 
macheu.  Es  sind  nämlich* entweder  /»  weisse  und  keine  schwarze, 
oder  II — 1  weisse  und  1  schwarze  oder  ^ — 2  weisse  und  2  schwarze 

oder  endlich  keine  weisse  und  ii  schwarze  Kugeln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  einer  dieser  Fälle  stattge- 
funden habe,  bestimmt  sich  nach  der  obigen  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  entsprechenden  Werthe  setzt.  So  giebt  die- 
selbe für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  (jb^m  +  n  Ziehungen  d 
weisse,  und  folglich  fi  —  d  schwarze  Kugeln  gezogen  worden  sind, 
wenn  man  m:=id  und  n=:fA  —  d  setzt,  den  Ausdruck: 

/T/^x A^Cu  — 1)  (^  — 2).....^.((f-4-l) 

^^  1.2.3 (^  — <^) 

g(g  — l)(g  — 2)....(g  — (f+l)i6(^--l)(^~2).\...(^  — /u-f-(f-f-l)' 
^  c(c  —  l)(c  —  2) (c— ^-f-l) 

Wenn  das  Ereigniss^  dem  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
eingetroffen  wäre,  so  blieben  in  der  Urne  überhaupt  (i — c  Kugeln, 
und  darunter  a  —  ä  weisse,  und  es  wird  folglich  die  Wahrschein- 
lichkeit, bei  einem  neuen  Zuge  eine  weisse  Kugel  zu  erhalten, 
durch  den  Quotienten 

ausgedrückt.  Die  WahrscheinHchkeit  n\S)y  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zugleich  eidtreffen,  bestimmt  sich  bekanntlich  durch  das 
Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ereignisse,  und  ist 
demnach 

TT'IA\ ^Mi"~l)  (jU  — 2)....((f-f-l) 
^yy)—        1.2.3 (i"  — «^) 

g(g--l)  (flg  — 2)....(g  — (f)  b{b^\) (^— ^-|,(f-f,l) 

^  c(c— l)(c  — 2) (c  — /i)  ^^' 

Setzt ^man  nun  hierin  nach  einander  ä=fi,  fi — 1,  fju  —  2-. ...2,  1,0 
und  nimmt  die  Summe  dieser  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  qffenbar 
der  Ausdruck 'für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  die  wir  mit  JV 
bezeichnen  wollen,  und  es  ist  also: 

Wi=  n\fi) + iTifi—i) + n'{(jL^%) + -h  ir(i) + /r(0). 

Bevor  wir  nun  die  Werthe  der  11'  einsetzen,  wollen  wir  noch 
bemerken,  dass  die  Formel  {^A)  für  Sz=fi  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  man  in  diesem  Falle  für  die  beiden  darin 
vorkommenden  Ausdrücke 
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die  Kinlieit  nehmeo  muss.     Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  uuii, 
mter  Absondemng  des  gemeinschaftlichen  Factors 


e(c  — 1)  (c  — 2J....(c  — fi)' 
fir  die  geaucbte  Wahrsclieinlicbkeit  W  den  Ausdruck 
IF=Jir|(«-l)  («-2) («-/*)+/»(a-l)  («-2)....(a-|M-l)Ä 


ü<t_i)  (a_l)  («_2) (a_^  +  2)Ä(/,_i) 

f4(»-lUf*-Si  ^^_^j  («_2)..  ..(«-M-3) Ä(Ä-l)  (Ä-2) 


+  /»(a— 1)  Ä(Ä— 1) (Ä  — ^  +  2) 

-*-  Ä(Ä- 1)  (Ä-2) (Ä-^+  1)|. 

Bedenkt  man  nun,  dass  für  a  +  ßz=zy  die  bekannte,  auch  von 
Poisson  a.  a.  0.  erwähnte  Relation 

Ky-l)(y-2) ö'-/*+l)=a(a-l)  (a-2) (a-/H-l) 

-f-f*a(a— 1)  (a— 2) ....  (o— ju4-2)/J 


+-^^^^  «(«-!) («-/i-4-3)  /9(/J-I) 


fiaß(ß-l)  (/J-2) (/?-/.  + 2) 

statt  findet,  und  dass,  wenn  man  darin  a  =  a — 1,  ßz=i/ß,  also 
fz=ze — 1  setit,  die  rechte  Seite  gleich  der  Grösse  ist,  womit  in 
■nserem  Ausdrucke  für  W  die  Grosse  M  zu  multiplicircn  isl^  so 
ergiebt  sieh 

W=  il!/(c  -  1 )  (c  —  2) (c  -  /!*), 

und  wenn  man  für  M  seinen  Werth  einsetzt, 


w=-, 


was  bewieaen  werden  sollte. 


I 
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VI. 

Vom  Kapitalisiren   der  Zinsen  im  Laufe   des 

Jahres. 

VOD 

Herrn  Doctor  Rad  eil 

zu  Berlin. 


Ist  p  der  jährliche  Zins  eines  Thalers,  so  nennt  man  r=l-|-;9 
den  Zinsfuss,  und  ein  Kapital  K  geht  am  Ende  des  Jahres  dareh 
das  Hinzutreten  der  Zinsen  in  Kr  über,  so  dass  man  den  Zinsfuss 
als  denjenigen  Faktor  betrachten  kann,  mit  welchem  man  ein  Ka» 
pital  K  zu  multipliciren  hat,  um  den  durch  das  Hinzutreten  dei 
Zinsen  hervorgegangenen  Werth  desselben  am  Ende  eines  Jahres 
zu  erhalten.  Nach  demselben  Zinsfusse  geht  das  Kapital  iT  in  «* 
Jahren  in 

*     (1)      K„,=:Kf^ 

über.  Diese  Formel  gilt  zwar  zunächst  nur  für  den  Fall,  wo  die 
Zinsen  am  Ende  eines  jeden  Jahres  zum  Kapitale  geschlagen  und 
für  die  fernere  Dauer  des  Geschäfts  verzinst  werden;  kann  aber 
auch  auf  die  Kapitalisirung  der  Zinsen  jedes  beliebigen  andern 
^eitintervalls  angewandt  werden,  wenn  man  unter  m  die  Anzahl 
dieser  Intervalle  und  unter  r  den  einem  solchen  Intervalle  zukom« 
menden  Vermehrungsfaktor  versteht. 

Nimmt  man  demzufolge  an,  dass  s*  der  —  jährliche  Vermeh- 
rungsfaktor ist,   und   dass  das  Kapitalisiren  der  Zinsen  von  —  zu 

—  Jahre  geschieht,  so  ist  der  entsprechende  jährliche  Vermehrungs- 
faktor 

(2)      rj  =«'«». 

Will  man   diesen  mit  dem  Zinsfusse  r  dergestalt  vergleichen,   dass 

die  zu  Grunde  liegenden  Zinsen   beider  der  Zeit  nach  proportional 

f 1 

werden,  so  hat  man  *'=lH zu  setzen,  wodurch  sich 

tn       ' 

(3)       r'=(H-^-i) 


m 
ergiebt. 
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Dieser  Ausdruek  wird,  seiner  Bedeotoiig  nach,  oflFeubar  mit  m 
wachsen,  weil  alsdann  um  so  öfter  Zins  von  Zins  genommen  wird; 
um  solches  aber  aus  der  Formel  selbst  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  als  es  unter  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt  geschieht,  und 
zugleich  die  Grenze  des  Wachsthums  zu  finden,  entwickele  man 
den  Ausdruck  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsatze.  Hierdurcli 
ergieht  sich 

r'  =  l  +  (r-l)+(l--)  L_^+(l--)   (1-.-)  ^r^^+...., 

12       3 
wo  oJQPenbar  die  Subtrahenden   — -,   —-9   — -  u.  s.  w.  um  so  kleiner 

fn     m     tn 

werden,  je  grösser  m  wird,  woraus  hervorgeht^  dass  jedes  einzelne 
Glied  der  Reihe  und  demnach  auch  r^  mit  m  zugleich  zunimmt. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zinsen  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick fällig  und  zum  Kapitale  geschlagen  werden,  so  erhält  man 
offenbar  den  möglich  grössten  Werth,  den  der  jährliche  Vermeh- 
rungsfaktor zu  erreichen  im  Stande  ist.  In  diesem  Falle  wird  man 
aber  das  Jahr  in  unendlich  viele  Intervalle  zerlegt  denken  müssen 

12      3 

und  «1  =  00   zQ  setzen,  ---9   -->   --  u.  s.  w.  also    als    Null    anzu- 

m     m     m 

sehen  haben,  so  dass  sich 

(4J    hm   r'=.l+(r-i)H 1^2^+17273-+  1.2.3.4+  •• 

ergiebt.  Obgleich  man  aus  der  Analjsis  weiss,  dass  für  die  Reihe 
rechts '  die  Foteüz  e^^i,  wo  e  =  2  ,  7182818  .  .  . ,  gesetzt  werden 
kann,  so  mag  die  Entwickelung  dafür,  da  sie  sich  leicht  aus  dem 
vorhergehenden  ergiebt,  hier  nachfolgen. 

Kehrt  man  nämlich  zur  Gleichung  (3)  zurück  und  bringt  die- 
selbe unter  die  Form 

l/r'  =  (1  -I-  - — -Y'^  =  (IH 7^ — T^Y~\ 

80  sieht  man,  dass  die  Potenz  rechts  mit  der  in  (3)  übereinstimmt,, 
wenn  man  hierin  r — 1  =  1   und  «»  =  r — ;  setzt.     Da  nun 


r— 1  "" "  •     " r  — 1 

mit  m  zugleich  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich  nach  (4) 

also  wie  vorher, 

(5)      lim.  r^  =  e'"-\ 

Ist  jetzt  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor  «^  setzt  man  bei 

demselben  aber  voraus,   dass  zwar  auch  die  Zinsen  alle  •-;  Jahre 

fällig  werden,  dass  dieselben  jedoch  bis  zu  Ende  des  Jahres  nur 
in  einfacher  Verzinsung  genutzt  werden  können,  so  erhälf  man  den 
jährlichen  Vermehrungsfaktor  auf  nachstehendem  Wege: 

Am  Ende  des  ersten  Termins  erhält  man  von  jedem  Thaler 
die  Zinsen  ^9'^ — 1;  diese  giebt,  nach  der  Voraussetzung  der  ein- 
fachen V^erzinsung  bis  zu  Ende  des  Jahres,  für  die  noch   übrigen 
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m  —  1  Tennine  (m  —  1)  (s"  —  ly  Zinseo  y  so  dass  abo  die  Winsen 
eines  Thalers  mit  ihren  Zinseszinsen 

für  den  Iten  Termin  .  .  .  *^  —  l  +  (ss — 1)  {f' — 1)*,  ehenso 

-  .     2ten        -        ...  *^  — 1  +  («  — 2)  (#"—!)», 
.      -     3teD       -        .  .  .  ^— l-|-(iii  — 3)  (yr  — 1)«, 

-  -     4teD        -        ...  *'^  — l  +  (a»  — 4)  («^—1)», 

u.  s.  w. 

betragen.  Also  belaufen  sich  am  Ende  des  Jahres  sammtliche  Zin- 
sen und  Zwischenzinsen  eines  Thalers  anter  der  ^nuichten  Vor- 
aussetzung auf 

d.  h.  auf 

Fügt  man  daher  zu  diesen  Zinsen  noch  1  hinzu,  so  ergiebt  sich 
für  den  jährlichen  Vermehrungsfaktor  r,  die  Gleichimg 

(6)     r.  =  H-*(^-l)  tH-<=n»)Jflri)}. 

r  —  1  ,  ] 

Nimmt   man   #^  =  1  H ——,  d.  h.    werden    wiederom    die  — 

tn  ffi 


jährlichen  Zinsen  den   dem  Zinsfusse  r  entsprechenden  jährlichen 
Zinsen  der  Zeit  nach  proport*       * 
letzten  Gleichung  die  Formel 


Zinsen  der  Zeit  nach  proportional  gesetzt,  so  erhalt  man  statt  der 
■    f^ 


(7)r-  =  r  +  i(l-^(r-l)«, 

welcher  Ausdruck  mit  m  zugleich  wächst,  und  für  as  =  (x> 

(8)    lim  f^  =  i(r*  +  l) 

giebt. 

Vergleicht  man  den  Werth  von  r"  mit  der  oben  für  r^  gefun- 
denen Reihe,  so  sieht  man,  dass  jener  Werth  die  beiden  ersten 
Glieder  dieser  Reihe  bildet^  und  also  beide  Vermehrungsfaktor^n 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  und  zwar  um  so  weni- 
ger, je  kleiner  der  zu  Grunde  gelegte  Zinsfuss  r  angenommen 
wird.  —  Für  jeden  beliebigen  Zinsfuss  r  werden  aber  beide  Ver- 
mehrungsfaktoren   r*  und    r"  einander  gleich,    wenn    man    «»  =  2 

setzt,   weil  alsdann  r"  =  r +  i(r  —  1)»  ={^^)*  =z=(H-^:i)» 

wird.  Diese  Gleichheit  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sich  für  diesen 
Fall  r'  und  r''  ihrer  Bedeutung  nach  gar  nicht  von  einander  unter- 
scheiden, indem  beide  daraus  hervorgehen,  dass  die  Zinsen  eines 
Tlialers  vom  ersten  halben  Jahre  während  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

Soll   umgekehrt  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor   gefunden 

werden,  wenn  der  jährliche  gegeben  ist,  und  die  Zinsen  von  Ter- 
min zu  Termin  kapitalisirt  weraen  sollen,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
nach  s'  aufzulösen,  wodurch  man 
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(9)    #'  =  {/r 
erliäU,  wenn  mau  r  statt  r^  setzt.     Hieraus  folgt  aber 

«'— l=:l/H-(r— 1)— 1 


=  ^^^  —  s^(l  — — )  (^— 1)'  +  J^(1  — — )  (2——)  (r— 1)»  — .. 

»•  —  1  1    . 

also,  bei  der  Kleinheit  von  r  — 1,  *' — 1  <    ^^    ,  d.  h.  die  —-  jähr- 
'  ■  fit  ni" 

liehen  Zinsen  sind  in  diesem  Falle  kleiner  als  die  dem  Zinsfusse  r 

zugehöriffen  Zinsen  für  dieselbe  Zeit. 

Will  man  statt  der  Formel  (9)  einen  hinlänglich  genauen  Nähe- 

mngswerth  ohne  Wurzelzeichen  setzen,  so  nehme  man 


ax 


wo  a:  eine  sehr  kleine  Quantität  bezeichnet,  a  und  b  aber  derge- 
stalt bestimmt  werden   sollen,  dass  der  angenommenen  Gleichung   ^ 
so  viel  als  möglich  Genüge  geleistet  werden,   und  das  Zeichen  = 
andeuten  soll,  dass  nur  von  einer  Annäherung  die  Rede  ist.    Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  op  vnrd  man  also  der  Wahr- 
heit am  nächsten  kommen,  wenn 

m{a-b)  =  \  UDd  ?!lz:««._«.«Ä  +  2^1±^Ä»  =  0 

gesetzt  wird,  weil  dabei  nur  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen 
von  a:  unberücksichtigt  bleiben.    Statt  der  zweiten  Gleichung  kann 

man  aber  schreiben  -^  (a  —  ä)* — •ö' (**  —  ä*)  =  0,  d.  b.  mit  Be- 
rücksichtigung der  ersten  Gleichung  a*  —  6*  =  —  oder  wenn  man 
durch  a  —  h-=zL---  dividirt,  «  +  ^=1,  so  dass  also  «?  =  — tt-— 
»nd  *  =  ^~'  folglich 

folgt. 

Von  der  angenäherten  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  gian 
sich  auch  a  posteriori  überzeugen^  wenn  mau  beide  Seiten  dersel- 
ben nach  Potenzen  von  o:  entwickelt,  wodurch  man 
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i/rT^=  1 + (^)  -  ^  (f )• + ^"-^^'^-'^  (^)' 


(y/i  —  I)  (2m  —  1)  (3y<  —  1)   .^ 
24  'm^ 


•  •  •  • 


2«! -I- («I  —  l)a: —     "*"^«i^  2       ^«f^   "^  4  ^wi' 

_  (»»  — 1)  (»»  —  1)  (w  —  l)  A4  _r 

^  8  ^m^    "■" ' 

also  durch  Subtraktion 

lyrnr-    2»i-f.(»t-f-i)^_*i»'~i  .^.^3    jm^-i)  (3»i-~2)  P^v^-^ 

^  ^■^•^~'2»i-f-(m— l):r—     12     ^w'  "^  24  ^«i'  "♦"•'• 

erhält,  woraus 

(10)  v^i+^=2^,^(^„,^»  i>'ff  <-r2-  (^v 

folgt. 

Will  man  diese  Formel  auf  die  Gleichung  (9)  anwenden,  so  hat 
man\2:  =  r  —  1  zu  setzen,  und  erhält 

^**^     *  =2»! -♦-(//* -1)  (r-1)'  "'"•  ^       2        ^   «I    ^ 
oder  , 

*'  —  1  =  — 


Hl  H jr (f*  —  1} 


Ist  der  —  jährliche  Vermehrungsfakror  aus  dem  gegebenen  jähr- 
lichen für  den  Fall  zu  (inden,  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins 
bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen,  so  hat 
man  die  Gleichung  (OJ  nach  V  aufzulösen.  Setzt  man  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  wiederum  r  statt  r,,  so  fuhrt  die  ebengenaunte 
Cileichung  vermittelst  einer  einfachen  Reduktion  auf 

f'"-i)'-»-^('''-»)=lgr^) 

und  giebt  also 

'  —      m  —  \  —  r  «i(»i— l)^^(«i— 1)=' 


wo  aber  in  unserm  Falle,  wo  «'';>•  1,  nur  das  positive  Zeichen  ge- 
nommen werden  darf.    Demzufolge  erhält  man 

(12)     y'_l=^  j_l-|-|/n-2(l-i)(r-l)| 

oder  mit  Anwendung  von  (10),  wenn  m=2  und  .:r=2(t — jjj)('' — U 
gesetzt  und  reducirt  wird, 
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(13)    #"— 1  = ^^ ,  Diff.  <(^^)'  (^^— ^)% 

m  -4-  — —  (r  —  1) 

r—  1  1  , 

wo  s" — 1  < und  die  Diff.  deshalb  mit'-- — r  multiplicirt  ist, 

weil  »"  —  1  diesen  Faktor  hat,  so  dass  ^  =  s**  ist. 

Man  kann  diese  Formel  auf  folgendem  kürzern  Wege  finden, 
wenn  man  die  Inkonsequenz  zulassen  will,  für  einen  und  denselben 
Zeitraum  zwei,  wiewohl  nur  sehr  wenig  verschiedene  Vermehruogs- 
faktoren  anzuwenden: 

Ist  »"  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor   und  r  der  entspre- 

r  —  l 
chende  Zinsfuss,  so. wird  wenig  verschieden  sein  von  *" — 1, 

jedenfalls  als'  ein   Näherungswerth  des  letztem  angesehen  werden 
können.     Wird  daher  die  obige  quadratische  Gleichung  auf  die  Form 


m  H —^ (/  —  1) 


r 1 

gebracht,  so  kann  man  rechts statt  s** — 1  setzen,  und  erhält 

dann  für  ^  den  unter  (13)  stehenden  Ausdruck. 

Will  man  aus  dem  gegebenen  jährlichen  Vermehrungsfaktor 
den  entsprechenden,  d.  h.  denjenigen  Zinsfuss  finden,  dessen  Zin- 
sen den  Zinsen  des  gegebenen  Vermehrungsfaktors  der  Zeit  nach 
proportional  sind,  so  hat  man  für  den  Fall,  dass  der  Vermehrungs- 
laktor  von  Termin  zu  Termin  nach  Zins  und  Zinseszinsen  genom- 
men werden  soll,  die  Gleichung  (3)  und  für  den  Fall,  dass  beim 
gegebenen  Vermehrungsfaktor  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  bis 
zum  Ende  des,  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen,  die  Gleichung 
(7)  nach  r  aufzulösen. 

Aus  der  erstem  der  beiden  genannten  Gleichungen  findet  man 
aber 

(14)    r=H-«»(\/r'— 1) 

m 

oder  mit  Anwendung  von  (10)  nach  einigen  leichten  Reduktionen 

2H-(3-i-)  (f'-I) 

(15)    r  =  - ^ ,  Diff.<i(l-^)(r'-l)', 

-     2-1-a— i;)  (»^-D 

wo  für  die  Differenz  eine  ähnliche  Erinnerung  gilt  wie  bei  (13). 

Aus  beiden  Ausdrücken  sieht  man,  dass  r  abnimmt,  wenn  m 
wächst.     Cm    die  Grenze   dieser  Abnahme    zu    finden,    setze    man 
«.1 

l/r' ==  { 1 -I- (r' — ^1)!*^  und  entwickele  diese  Potenz  nach  dem  bi- 
nomischen Satze.    Hierdurch  findet  man 

r_l  +  (r'-l)-(l--)  -y^-^+(l-.~)  (2---)  _^-^^.... 

also  für  «»^=30 
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(16)    |im.r=H-(r'—l)—i(r'-l)«+i(y—l)»-i(r'— !)♦  +  .... 

wofür  man  bekanntlich 

lim.  r  =  1  -f-  /»  .  r' 

setzen  kann.  Dieser  Werth  für  lim.  r  hätte  sich  auch  onmittelbar 
,erffeben,  wenn  man  die  hierhergehörende  Gleichung  (5)  nach  r 
aufgelöst  hätte.  Will  man  in  der  Praxis  den  natürlichen  Loga- 
rithmus mit  dem  gewöhnlichen  vertauschen,  so  hat  man 

'«•'^  =  'g^  =  iFT;'f^  =  ö7i&«  =  2- 3025851  X  log  r« 

ZU  setzen  und  erhält  also 

(17)    lim,  r=  1  +  2.  3025851  X  log  r\ 

Verlangt  man  statt  dieses  Ausdrucks  einen  bequemeren,  so  hat 
man  in  (15)  -—  =  0  zu  setzen,  und  findet  dann  folgenden  hin- 
reichend genauen.  Näherungswerth 

(18)    lim.  r  =  |^,  Diff.  <;^(r'-l)S 

für  welche  Formel  sich  der  Zusammenhang  mit  (16)  sogleich  er- 
gieht,  wenn  man     ,_,  .  ^  ^ ..  /y^  ^  n  sc^^'ciht,  und  .den  letztern 

Quotienten    durch   gewöhnliche  Division  in   eine  unendliche  Reihe 
verwandelt. 

Zur  Auflösung  der  Gleichung  (7)  gehe  man  ihr  vorher  die 
Form 

woraus 


folgt,  indem  wiederum  wegen  r^l  nur  das  positive  Wurzelzeichen 
genommen  werden  darf.  Statt  des  eben  gefundenen  Werths  kann 
man  auch  setzen: 

(19)    r-l=^  }_l  +  l/n.2(l_i.)(^'_l)t 

oder  mit  Hinzuziehung  von  (10),  wenn'  man  hier  m  =  2  und 
^  =  2(1  —  — -)  (r" — 1)  setzt  und  reducirt, 

m    r  = ^ ,  Diff.  <|  (^r^   (r"-l)'. 

2-|.(l--i)  (f^'-l)  *         ^ 

m 


Setzt  man  -—-  =  0,  so  erhält  man  aus  (19) 

(21)    lim.  r  =  l/2r"— 1 
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iiuti  nalierungsweise 

(22)    lim.  r  =  ^^,"Diff.  <-J-  (r"-l)», 

wie  es  der  Formel  (8)  gemäss  ist.  ' 

Endlich  siebt  man  aus  den  Formeln  fl5)  und  (20),  dass  die 
beiden  Näherun gswertbe  von  r,  respective  in  r'  und  r"  ausgedrückt, 
miteinander  übereinstimmen ,  so  dass  also  in  allen  den  FäUen ,  wo 
jene  Näherangrswerthe  für  hinreichend  erachtfft  werden,  beide  Ver- 
mehrungsfactoren nicht  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  diesen  Untersuchungen  geht  hervor: 

1)  Dass  dem  Zinsfnsse  r  zwei  zusammengesetzte  jährliche  Ver- 
mebmngsfactoren  r'  und  r^  entsprechen,  bei  welchen  beiden  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  Zinsen  schön  im  Laufe  des  Jahres  in  glei- 
chen Zwischenräumen  zum  Kapitale  geschlagen  werden  und  Zinsen 
tragen;  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  der  Zeit  nach  propor- 
tional den  zum  Zinsfusse  r  gehörigen  Zinsen  sind;  dass  aber  bei 
dem  Vermehrungsfaktor  r'  von  Termin  zu  Termin  nach  Zibseszin- 
sen  gerechnet  wird^  während  bei  dem  zweiten  Vermehrungsfaktor 
r"  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  während  der  übrigen  Dauer  des 
Jahres  nur  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

2)  Dass   der  Zinsfiiss  r  drei  terminliche  Vermehmngsfaktoren 

#*"—  1 
#  =  1  +  ;  ,  s'  und  s^  unter  sich  hat,  bei  welchem  die  zuge- 
hörigen terminlichen  Zinsen ,  der  Zeit  nach  proportional  den  dem 
ZinstuBse  r  zugehörigen  Zinsen  sind,  welche  aber  alle  drei  den 
jährlichen  Zinsfuss  r  nervorbrinffen,  und  zwar  der  erste  s  dadurch, 
dass  man  wahrend  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nach  einfachen 
Zinsen  rechnet;  der  zweite  #'  dadurch,  dass  man  von  Termin  zu 
Termin  nach  Zinseszinsen  rechnet,  und  endlich  der  dritte  s"  da- 
durch^ dass  man  zwar  für  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  wiederum 
Zinsen,  aber  für  jede  Rate  während  des  noch  folgenden  Theils  des 
Jfahres  nur  einfache  Zinsen  rechnet. 

'  Endlich  ist  ersichtlich,  dass  für  die  im  Laufe  eines  Jahres  fäl- 
lig werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benutzung  an* 
genommen,,  namentlich  für  die  Zinseszinsen  ein  anderer  Zinsfuss 
als  für  die  Zinsen  des  Kapitals  zu  Grunde  gelegt,  und  danach  die 
«ntsprechenden  Vermehrungsfaktoren  berechnet  werden  können. 
Diese  Rechnungen  werden  sich  aber  ihrem  Gange  nach  nicht  we- 
sentlich von  den  vorhergehenden  unterscheiden  und  sollen  daher 
für  jetzt  unerörtert  gelassen  werden. 
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vn. 

Üeber  die^  Theorie  der  Elimmatiou. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Ers'te  Abhandlang. 

*.  1 

Die  in  neuester  Zeit  von  einigen  ausgezeichneten  Mathemati- 
kern,  insbesondare  von  Cauchy,  Sylvester,  Ricbelot,  Sar- 
rus,  veröffentlichten  Untersuchungen  über  die  Theorie  der  Elimi- 
nation mit  möglichster  Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  darzustel- 
len, ist  der  ^Weck  einiger  Abhandlungen  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  welche  von  jetzt  an  in  dem  Archive,  nach  und  nach 
erscheinen  werden,  und  von  denen  die  erste  hier  vorliegt.  Diese 
Untersuchungen  betreffen  zwar  sämmtlich  nur  die  Elimination  der 
unbekannten  Grossen  ans  Gleichungen  höherer  Grade;  die  Deutlich- 
keit und  der  Zusammenhang  scheinen  uns  aber  zu  fordern,  dass 
vnr  unsere  Darstellung  mit  einer  altern  Untersuchung  Cauchy's 
über  die  Elimination  der  unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannten  linearen  Gleichungen,  die  nicht  so 
bekannt  geworden  und  so  viel  Beachtung  gefunden  zu  haben 
scheint,  wie  sie  verdient,  beginnen,  und  wir  wollen  daher  jetzt  so- 
gleich zu  diesem  Gegenstande  übergehen. 

§.2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  zwischen  den  «  un- 
bekannten Grössen 

die  folgenden  n  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

»o^  +  ^oy-*-«^o«-*-  • .  •  -l-^o»  +  ^o<'  =  ^o^ 

u.  s.  w. 

WO 


I 
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^o>  ^o>  ^o>  •  •  •  f/i»i  "Oi  ^O  'i 
^i>  ^i'?  ^li  •  '  •  l^ii  ^1  >  ^1  > 
^aj   ^a»   ^a>  •  •  •  ^a>   ^a»  ^a  » 

^i>    ''tJ    ^tj  •   •  •  ^1*    ^s>    ^1  > 

U.   8.   W. 

Mbnmtlich  bekannte  GrösseD  bezeichnen,  geg^eben  seien,  und  dass 
aus  diesen  Gleichungen  die  in  Rede  spenden  n  unbekannten 
Grössen '  bestimmt  werden  sollen ,  wobei  m  zuerst  vorzüglich  auf 
den  Beweis  des  folgenden  Lehrsatzes  ankommt. 

♦.3. 

JLeArsatx,    Wenn  a,  ^,  c,  #/, . .  ./^,  /  beliebige  ungleiche 
Grossen,  deren  Anzahl  n  sein  mag,  bezeichnen,  und 

X(c  — »)  (0  — Ä) 


X(Ä-ir)  (Ä-Ä)  (/i-c)  (/i-f/)...(«-«^) 

gesetzt  wird;  so  ändert  das  Produet  Pn  iederzeit  sein 
Vorzeichen  ohne  seinen  absoluten  Wertli  zu  ändern, 
wenn  man  zwei  beliebige  der  Grössen  a,  6,  Cy  d^  , ,  .  gy  h 
gegen  einander  vertauscht. 

Beweis.    Dass  dieser  Satz  für  »  =  2  gilt,  erhellet  auf  der 
Stelle  aus  einer  blossen  Ansicht  der  Gleichung 

Eben  so  leicht  erhellet,  dass  derselbe  für  m  =  3  gilt,  wenn  mmi 
■it  dem  Producte 

P,  =  (Ä  — »)  (c  —  a)  {c-^ö) 

die  Producte 

(a — ff)  (c  —  fß)  (c  —  «), 

(Ä  — r)  (»  —  €?)  (»-Ä), 

{c  —  a)  {d  —  a)  (//  —  r), 

welche  ans  jenem  durch  Vertauschung  von  a  und  ^,  a  und  c,  // 
und  c  gegen  einander  hervorgehen,  vergleicht.  Kanu  man  nun  be- 
weisen^ dass  der  Satz  für 

X{c  —  «)  (c  —  6) 
X(d—a)  {d—d)  (</— c) 


X(//  — «)  (//-<^)  {A-c)  (/i-d)..,(A  —  g) 
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ipit,  weoD  er  for 

X(^  — «)  (^  — Ä) 


g^lt,  so  wird  seine  allgeneine  Goltigkeit  ausser  Zweifel  gesetst 
sein.    Dies  kann  aber  anf  folgende  Art  bewiesen  werden. 

Tertaoscbt  man  in^jjjRH-i   zwei  Elemente   gtgen   einander^    so 
können  dies  zuerst  zwei  in  der  Reibe 

ay  dy  Cj  d^.  ..g^  A 

vorkommende  Elemente  sein.    Weil 

P^  =  P4i-a)  {i-6)  (i-e)  {i-d)...(i-g)  (i-A) 

ist,  Pn  nacb  der  Voraussetzung  in  diesem  Fall^  sein  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Wertb  zu  ändern,  und  das  Product 

(*-«)  (*-^)  ii-e)  ii-d)...{i^g)  (t-Ä) 

in  diesem  Falle  offenbar  "völUg  ungeandert  bleibt,  so  ändert  /Vhi 
sein  Zeichen  ohne  seinen  Wertb  zu  ändern.  Die  yertauschten 
Elemente  können  aber  auch  irgend  eins  «kr  Elemente 

flP,    Öj     Cy     dy..    .gj     A 

und  das  Element  i  sein.  Nehmen  wir  nun  s.  B.  an,  dass  man  die 
Elemente  d  und  •  gefl;en  einander  vertauscht  habe,  wobei  ^er  All- 
gemeinheit des  Beweises  durchaus  kein  Eintrag  geschieht,  da  man 
sogleich  übersehen  wird,  dass  sich  derselbe  in  jedem  andmi  Falle 
eben  so  fuhren  lässt;  so  wird  aus  i^i  das  Product 

X{c  —  a)  (c—ö) 

X(^  — «)  (e  —  ß)  {€--€)  (e  — «) 
X(/-«)  (/-^)  (/-c)  (/-f)  (r-^) 


yid'-a)  id-'d)  (d^c)  {d-^i)  (d'-e)  . .  !{d^g)  (d—A) 
erhalten.    Da  die  Anzahl  der  Factoren  des  Products 

X{d—  i)  {d^  e)  {d^f)  . .  .  (^-  A) 
offenbar  ungerade,  und  folglich 

ie-i)(f-i),..iA-i) 
Xid—  i)  (d—  e)  {d-^f) . . .  (d—  A) 
=  -{i-e)(i-f)...{i-A) 

X{i—d)  {e-  d)  (/—  rf) . . .  {h  —  d\ 


79 

ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 

X(t  — «)  (#  — Ä)  (i-c) 

Xie  —  a)  (e-^d)  {e  —  c)  (i  —  e) 

nf-a)  (f-ü)  (f-c)  (i^f)  if^e) 

X(A^a)(A^d)  i/i^c)  (i-A)  {A--e)...{A^g) 
X{d—a)  {d-^ö)  {d-'c)  (i  —  d)  (e  —  d).  ..{g^d)  (A—d) 

y{c  —  a)  (c  —  b) 

X(^  — »)  (^  — Ä)  («  — c)  (^  — «?) 
X(/-«)  (/-Ä)  {f-c)  (J^d)  (f^e) 


X(Ä  — «)  (Ä  — Ä)  (Ä  — c)  (//  — €/)(Ä  — ^)...(il  — ^) 
X(t-«)  (i-^)  (t-c)  (f-i/)  (i-e)...(t-^)  (f-^), 

d.  i.  Q  =  —  /n+i9  woraus  sieb  ergiebt^  dass  aucb  in  diesem  Falle 
Pn^l  sein  Zeicben  ändert  obne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern. 

Hierdurch  ist  nun  vollständig  bewiesen,  dass  der  Satz  für 
Pn+i  gi\tj  wenn  er  für  /»  gilt,  und  daher  jetzt  seine  allgemeine 
Gültigkeit  dargethan. 

Anmerkung.  Wenn  unter  den  Grössen  a^  ^,  c,  d^ ,  . .  g-,  A 
ffleiche  vorkommen ,  verschwindet  das  Product  /»)  und  verschwin- 
det auch  jederzeit  dann  noch,  wenn  man  zwei  beliebige  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  gegen  einander  vertauscht.  Man  kann  daher 
auch  in  dem  Falle ,  wenn  uoter  den  Grössen  «r,  b^  c^  d^  ,  , ,  g^  A 

gleiche  vorkommen,   den  vorigen  Satz  als  gültig  betrachten,  weil 
=  —  0  ist.. 

§4. 
Der  Kürze  wegen  wollen  wir  von  jetzt  an  bloss 
P=(b-^a) 

X(c  —  a)  (c-'ö) 
Xid'-a)  (d'-b)  {d^c) 


XiA-^a)  {A--b)  (//  — c)  {A^d)...{A^g) 

setzen.    Die  Glieder,  aus  denen  dies  Product  besteht,  wenn  man  es 
vollständig  entwickelt,  haben  sämmtlich  die  Form 

Ma^bßcr  . . .  gXAf^y 

wo  M  eine  gewisse  constante^    d.  h.  von  a^  by  c,  , . ,  g^  A  ganz 
unahhäniriflre  Grösse  bezeichnet,  und  offenbar 


m 

u-i-ß  +  y-i-  . .  .-t-X  +  H  =  l+i-t-3-i-  .  ^.-f-{n  —  1), 
d.  i. 

ist,  zugleich  aber  auch  bemerkt  werden  miiss,  dass  keiner  der  Bx- 
ponenten  a^  ßy  y,  .  . ,  Xj  fi  grösser  als  n  —  1  ist,  weil  in  dem  Pro- 
ducte  /'jede  der  Grössen  lar,  b^  c^  d^ .  . .  g^  h  offenbar  nur  {n — 1) 
mal  vorkommt.  Da  das  Prodnct  P  nach  f.  3.  sein  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  a^  b^  c^  d^ .  . .  g^  h^  z.  B.  '0  und  by  gegen  einander 
vertauscht;  so  mnss  dem  Gliede 

Ma^bßefy  . . .  glhl^ 

in  der  Entwickelung  von  P  nothwendig  ein  anderes  Glied  von  der 
Form 

—  Maßtßcr  . .  .  ^h^ 

entsprechen,  und  /'wird  sich  also  als  ein  aus  lauter  Gliedern  von 
der  Form 

M{aS^bf^  —  mßba)cYdä . .  .  g^/if* 

bestehendes  Polynom  darstellen  lassen. 

Bezeichnet  nun  H  die  Function,  welche  ans  P  hervorgeht, 
wenn  man  in  jedem  Gliede  von  P  die  Potenzexponenten  in  blosse 
unten  auf  der  rechten  Seite  der  Elemente  denselben  beigeschriebene 
Indices  verwandelt^  wodurch  das  Glied 

Jüa^bßcr  . .  .  gUi/^ 
in 

MaabßCy  .  .  ,  gihfi 

übergeht ,  so  wird  die  Function  II  aus  lauter  Gliedern  von  der ' 
Form 

M{ajfß  —  aßba)cyd^ . .  .  gi/i/jL 

bestehen,  und  daher  ebenfalls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  abso- 
luten Werth  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebige  der  Elemente 
«,  by  c,  d^  ,  , ,  g,  h  gegen  einander  vertauscht.  Setzt  man  aber  in 
dem  vorstehenden  Gliede  von  27,  ohne  a  und  b  gegen  einander  zu 
vertauschen^  bloss  b  für  #7,  so  wird  dasselbe 

M{babß  —  babß)cyd^ .  .  .  ^;l^^, 

und  verschwindet  also,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Function  II 
jederzeit  verschwindet,  wenn  man  für  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Element  setzt,  ohne  diese  beiden  Elemente  gegen  ein- 
ander zu  vertauschen. 

Da   nach    dem  Obigen    keiner  der  Indiees  a,  ßy  y,  ^9  •  * »  ^^  f^ 
grösser  als  n  —  1  ist,  so  kann  man^  indem 

-^05    -"!>    •^25    -^»5    •   •  •  -^n — 1 

gewisse  von  a  ganz  unabhängige  Grössen  bezeichnen,  die  Function 
XT  offenbar  jederzeit  auf  die  Form 
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bringen,  und  nach  dem  Vorhergehenden  hat  man  nun  die  folgenden 
Gleichungen: 

0  =  A^bo  -I-  ^,  Ä,  -4-  -^,Ä,  +  ^,Ä,  -f- . .  .  4-  4m^\lfH-^u 

0  ==  J^d^  +  A^d,-h  ^««^2  +  A^d^  -I-  ...  4-  ^^tA-1, 

u.  s.  w. 
Mnltiplicirt  man  jetzt  die  gegebenen 'Gleichungen 

u.  8-  w. 

nach  der  Reihe  mit  A^^  ^,,  ^29  •  •  •  An—\  und  addirt  sie  dann  zu 
einander,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  die. Gleichung 

{A^Uq  -I-  ^,a,  +  A^a^  -4-  A^a^  +  •  •  •  +  A„^ia„^i)a; 
aus  der  sich 


oder 


^  _^  ■      ■  ■  I 


ergiebt,  wodurch  also  ^  gefunden  ist.  Bei  der  wirklichen  Ent- 
wickeluDg  des  a:  hat  man  sich,  wie  hieraus  hervorgeht,  auf  fol- 
gende Art  zu  verhalten: 

Man  entwickele  das  Product 

P=z  {b  —  a) 

X{d—a)  (</— Ä)  (d—c) 


Xi/i  —  a)  (A  —  6)  (//  — c)  (h-^d),  .,{/i  —  g) 

und  verwandle  in  allen  Gliedern,  welche  jedoch  durcb  Einführung 
des  Exponenten,  Null  jederzeit  sämmtlich  so  dargestellt  werden 
müssen,  dass  jede  der  Grössen  a,  d^  c^  d, ,  .  .  g,  /i  ip  ihnen  als 
Factor  vorkommt,  die  Exponenten  in  blosse  unten  zur  Rechten  der 
entsprechenden  Grössen  stehende  Indices;  so  ist  der  Ausdruck, 
welchen  man  auf  diese  Weise  erhält,  der  Nenner  des  Bruchs, 
durcb  welcben  die  unbekannte  Grösse  a:  dargestellt  wird,  aus  dem 
man  dann  ferner  den  entsprechenden  ZäUer  erhält,  wenn  man  für 
a  überall  das  Symbol  Af  setzt 

Theil  II.  6 
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üebriffens  kann  man,  wie  si^h  aQ6  dem  Obigen  unmittelbar  er* 
giebt,  aucn 

^  —  (d^ayxic^a)  (c  — Ä)x...X(A— «)  (Ä-Ä)  (Ä— c)  .•  (A—^) 

setzen,  wenn  man  sieb  nur  erinnert,  dass  sowohl  im  Nenner,  als 
auch  im  Zähler  dieses  Bruchs  alle  Potenzexponenten  wie  oben  in 
blosse  Indices  verwandelt  werden  müssen,  wobei  man  aber  auch 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  dass  man,  bevor  diese  Verwandlung 
der  Potenzexponenten  in  Indices  wirklich  vorgenommen  wird,  alle 
Glieder  des  Nenners  und  des  Zählers  so  darstellen  muss,  dass  in 
denselben  respective  die  sänkmtlichen  Grössen  a^  6^  c,  dy .  .  .  g'^  Jk 
und  Äi,  6,  Cy  ä, .  ,  .  g",  h  bis  Factoren  vorkommen,  wozu  man  durch 
Einführung  des  Exponenten  Null  leicht  gelangt.' 

Leicht  erhellet  nun  aber  auch,  dass  man  die  Werthe  der 
sämmtlichen  unbekannten  Grössen  ^,  y,  «, .  .  .  tf,  tf  nach  der  foK 
genden  ganz  allgemeinen  Regel  finden  kann: 

Man  entwickele  das  Product 


•  •••'•••• 


stelle  mittelst  Einführung  des  Exponenten  Null  die 
Glieder  dieses  Products  so  dar,  dass  ein  jedes  Glied  die 
sämmtlichen  Grössen  a,  b,  e,  dy ,  , ,  pf^  h  als  Factoren  ent- 
hält, und  verwandle  in  jedem  Gliede  alle  Potenzexpo- 
nenten in  Indices  auf  die  oben  näher  angegebene  Weise; 
so  ist  der  Ausdruck,  welchen  man  erhält^  der  gemein- 
schaftliche Nenner  der  Grössen  or,  y,  :s,  . .  .  «,  e^,  ^^^  dem 
man  dann  ferner  die  entspreehetiden  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Symbol  k  respective  für  die  Symbole 
Oy  Ify  Cy  dy .  .  ,  gy  h  ^^tzt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  kann  man  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit auf  folgende  Art  überzeugen.    Setzen  wir 

^  __  q{k,  A,  c,  di  .  .  .  g,  k) 
y(«,  d,  c,  rf,  .  .  .  g,  hy 

wo  nämlich 

n^=z  5p(«,  bj  Cj  dj  , , ,  g,  h) 

gesetzt  worden  ist,  so  ist  offenbar 

(p[ky  ih  Cy  d,  ,  .  ,  gy  A) 
^       9(^9  a,  Cy  dy  .  .  .  g,  hy 
y(^,  b,  a,  d,  ...  g,  h) 

<3P(C,      by      Oy      dy        ,      ,      .       gy      Ä)' 

u.  s.  w. 

^  __  y(^,  by  c,  dy  .  .  .  g,  a) 
q(b,  by  c,  d,  ,  .  .  gy  ay 


•i 
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Nach  der   aus   dem   Obigen    bekannten   Grundeigenschaft    der 
FüDCtion 

oder  vieinehr  der  Function  P  ist  aber 

9)(Ä,  a,  r«  </, , . .  g,  A)  =  —  y(»;  b^  e,  d^ .  . .  g,  h), 
5p(c,  by  ay  i^.  ..g,  ^)  =  —  9P(a,  b,  c,  dy.  .  .  g,  /<), 

u.  s.  w. 

9(^      Ä,      £?,      d,...gy      a)  =  —   5PK      by      C,      dy,    .    .gy      ^), 

nd  natürlich  ebenso 

5P(Ar,      »,     C,      dy    ...gy      A)=Z—  5p(«,     ky     Cy      dy    ,    ,     .    gy      /i)y 

5p(Är,  ^  a>  «t . .  .  ^,  Ä)  =  —  9f>(a,  bj  k,  dy  . . .  gy  A), 

u.  s.  w. 

yfÄ»,     bj     Cy     dy    .   .    .  gy     »)  =  —  ^ («,     Ä,     C,     <^    .    .    .   g^,     ^)  J 

also 

q{^,  b,  c,  dy  .  .  ,  g,  h) 

^       9'(a,  h,Oydy...gy  iy  ^ 

y(g,  k,  c,  dy  ,  ,  ,  g,  h) 

y  fiOj     by     Cy     dy       .     •     •     fi^,     A)» 

y(a;  by  Cy  d,  .  .  .  g,  hy 
u.  8.  w. 

yfg.  hy  Cy  dy  .  .  .  g,  k) 

^       y(«>  by  Cy  d,  .  .  .  gy  Ay 

woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Regel  unmittelbar  erhellet. 

Um  diese  Regel  durch  ein  Paar  Beispiele  zu  erläutern ,   habe 
man  zuerst  die  zwei  Gleichungen 

mit  den  zwei  unbekannten  Grössen  .r,  y.     In  diesem  Falle  ist 

oder  vielmehr 

P=a''b'  ^a'b''. 
AUo  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  von  ^  und  y 

«0^1  — ifiboi 
und  die  entsprechenden  Zähler  sind 

Aobi  — /r,^o  und  «o^i  — «1^0- 
Also  ist 

&Qch  kann  man 

6* 
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setzen,  wenn  man  nur  auf  geiröhnliche  Weise  alle  Potenzexponen- 
ten in  Indices  verwandelt.  Man  muss  näinlicb  die  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen  zuerst  auf  folgende  Art  Bchreiben: 

und  erhält  dann  durch  Verwandlung  der  Potenzexponenten  in  In- 
dices auf  der  Stelle 

ganz  wie  vorher. 

Es  seien  ferner  die  drei  Gleichungen 

»i^-f- Äjy  +  c,Ä  =  ^,, 


o 


mit  den  drei    unbekannten  Grössen  or,  y,  x  gegeben.      In    diesem 
Falle  ist 

und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  entwickelt, 

oder 

Also  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  vop  a^y  y^  x 

Die  Zäbler  von  .r^^,  \  sind  aber  respective: 

a^k^c^  —  Ook^Cy  -h a^k^c^  —  a^k^c^  +  a^k^c^  —  a^^k^c^y 

lind  es  ist  folglich 

•^       ao^i<?2  —Oob^Ci  -ha^b^Co  —a^b^c^  -h^z^oCi  —a^biCo* 
kpffzCi  —k^a^c^  -^k^a^c^—k^a^^c^^k^a^c^—k^a^c^ 


o 


;s 


k^a^b^—k^a^b^  -^-k^a^bo—k^a^b^  -j-k^aob,  —k^a^bo 


Uebrigens  kann  man  die  Grössen  a:,  y,  x  auch  unter  der  Form 

jb  —  k)  (c—k)  (c  —  b) 

^^  —  (/,  ^a)  (c^  a)  (c  —  by  •'■''? 


a: 
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{k-^a)  (e^a)  (c^l) 

^  —  (d-^a)  (c  — «)  (c-A)' 

darstellen,  wenn  man  nur  nach  der  Entwickeluog  der  Zäiilcr  und 
des  gemeinschaftlichen  Nenners  alle  Potenzexponenten  auf  bekannte 
Weise  in  Indices  verwandelt. 

Sind  die  vier  Gleichungen  ' 

«^3.«?  +  ^^y  +  Ca«  +  </«»  =  Xr,5 

zwischen  den  vier  unbekannten  Grössen  a:,  y^  x^  u  gegeben,  so 
ist  auf  ganz  ähnliche  Art 

(b  —  k)  (C'-k)  {C'-U)  (d^k)  {d-'b)  jd^c) 

—  (Ä  — «)  (er  — «)  (c-b)  (d  —  a)  {d-^b)  {d—cY 

-.  _{k-a)  (c-^a)  {c-k)  (d-^a)  jd-^k)  jd-^c) 
'^~(b  —  a)  (£?  —  «)  (c  — A)  (d-a)  (d-^b)  {d—cY 
(b^a)  (X:  — g)  Ik  —  b)  (d  —  a)  (d-^b)  jd-^k) 
^  —  {b-^a)  (<?-«)  (c  — Ä)  (rf  — «)(i/--^)  (d  —  cy 

(b  —  a)  (c^a)  {c  —  b){k--ä)  (k-^b)  jk^-c) 

'^  —  (Ä  — a)  (c  — a)  {c  —  b)  (d-^a)  (d—b)  (rf— c)' 

wenn  man  nur  auch  jetzt  wieder  alle  Zähler  und  den  gemeinschaft- 
lichen Nenner  gehörig  entwickelt,  und  in  den  einzelnen  Gliedern 
alle  Potenzex{)onenten  auf  gewöhnliche^  Weise  in  Indices  ver- 
wandelt. 

Wie  man  sich  in  andern  Fällen  zu  verhalten  hat  und  die 
Werthe  der  unbekannten  Grössen  immer  leicht  nach  der  obigen' 
Regel  ^)  finden  kann,  erhellet  hieraus  deutlich  genug. 

§.5. 

Bevor  wir  nun  ferner  zur  Elimination  der  unbekannten  Grössen 
aus  Gleichungen  höherer  Grade  selbst  übergehen ^  wollen  wir  zu- 
vörderst den  folgenden  für  die  ganze  Theorie  der  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  höherer  Grade  höchst  wich- 
tigen Lehrsatz  beweisen. 

J^e/trsatsü,  Wenn  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 
zwei  Gleichungen  des  ^ten  und  ^ten  Grades  gegeben 
sind:  so  kann  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination  ^ 
der  einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  aus  den  bei- 
den gegebenen  Gleichungen  erhalten  wird,  den  Grad  mn 
niemals  übersteigen. 

Beweis.  Zwischen  den  beiden  uubekannten  Grössen  ,t  und  y 
seien  die  beiden  nach  a:  geordneten  Gleichungen 


*)  Dass  Bczoiit  und  Gramer  zwei  andere  beiuerkenswerthe  Regeln  zur 
Bestimmung  der  Unbekannten  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades  ge- 
geben haben,  setzen  wir  hier  als  bekannt  voraus. 


86 

wo  die  CoefEcieDten  der  Poteozen  toh  jc  säaBtlich  ^Dze  rationale 
alfi^ebraische  FuDctionen  von  y  lind,  gegebeo.  Weil  diese  beiden 
Gleichungen  nacb  der  ForaDssetzung  to«  Mtea  und  ivten  Grade 
sind,  und  folglich  die  nnbekanntea  Grössen  in  keiner  die  aste 
und  ntt  übersteigenden  Dimension  entkalten  können,  so  sind  die 
FuDctioiien 

von  keinem  höbern  Grade  als  Tom 

Oteo,  Isten,  2ten«  Sten. (at  —  Ijsten,  asten; 

die  Functionen 

von  keinem  böbern  Grade  als  vom 

Oten,  Isten,  2ten,  3ten, . . .  (is  —  ])slen,  jsten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  zu  beweisen  versuchen,  dass 
der  Grad  der  Gleichung^,  welche  man  durch  Elimination  von  or  ans 
den  beiden  obigen  Gleichungen  erhält,  das  Product  mn  nicht  über» 
steigen  kann.  Weil  Jl  und  A*  Functionen  des  Oten  Grades  von  y, 
und  folglich  constante  Grössen  sind;  so  kann  man  die  beiden  obi- 
gen Gleichungen  auch  unter  der  Form 

wo  jP,  Q,  .  . .  ä^,  T  und  P\  C,  . . .  F',  W  lauter  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  von  y  sind,  darstellen.  Rian  denke  sich 
nun  beide  Gleichungen  nach  a:  aufgelöst,  und  bezeichne  die  Wur- 
zeln der  ersten,  weiche  sämmtlich  Functionen  von  y  und  an  der 
Zahl  m  sind,  durch  p^  ^,  .  . .  r,  «,  t^  die  Wurzeln  der  zweiten^ 
welche  ebenfulls  sämmtlich  Functionen  von  y  und  an  der  Zahl  n 
sind,  durch  //,  /,  .  .  u\  «/,  «/.     Setzt  man  jetzt 


X(*-;/)  (#-^)...(*-f#')  (#  — «^)  (9  —  u?) 

so  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  wie  er- 
fordert wird,  sollen  zusammen  existiren  können,  U=0  sein  muss, 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzeln  /?,  y,  . .  . 
r,  #,  t  einer  der  Wurzeln  p\  ^, . .  .  w',  e/^  «/  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  nothwendig  erfordert  wird,  wenn  die  beiden  gege- 
benen Gleichungen  zugleich  Statt  finden  sollen.  Die  Gleichung 
fJz=zO  ist  also  die  Bedingungsgleichung,  wdche  ^Statt  finden  muss, 
wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  zusammen  existiren  sollen, 
d.  h.  eben  die  Gleichung,  welche  durch  die  Elimination  von  a;  aus 
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den  beid«D  gegebenen  Gleichungen  entspringt,  und  es  kommt  nun 
lediglich  darauf  an,  den  Grad  zu  bestimmen,  bis  zu  welchem  diese 
Gleichung  höchstens  steigen  kann. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  zeigen,  dusä  die  Fuuctiou  V 
jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  y  ist. 
Weil  nach  der  Voraussetzung  p\  ^,  .  .  .  i/,  tf,  t(/  die  Wurzeln  der 
Gleichung  . 

sind,  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für 
jedes  ac 

=  (^  —  p')  (a:  —  y')  .  . .  (o:  —  u')  (a:  —  e^)  (a:  —  u/), 
und  folglich 

u.  s.  w. 

rn  +  P'r^i  +  Q'rn-'i  +  .  .  .  +  FV^  W 
=  {r-pl  (r-9r'),..(r~«/)  (r  — «/)  (r-««/), 

*» -f- P'*'»^ -f-  Ö'*«-^ -f-  . .  .  +  F'*+  W 
=  (#-;.')  (,-y').  ..(,-f/)  (,-«;')  (,-«/), 

p^J^P'tn-^X  +  Q'/n-«-+.  .  .  .  +  F'^+  FF' 

Also  ist 


X  (r»  +  /»'r«-!  -+-  e'r«-2+  .  . .  +  FV  +  H^') 

X  (^»  +  P'^-i  +  ö'^«-2+  .  .  .  H-  FV+  FF'). 

Da  U  seinen  Werth  nicht,  ändert,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  p^  g, . ,  .r,  »^  t  gegen  einander  vertauscht,  und  offen- 
bar eine  ganze  rationale  Function  dieser  Grössen  ist,  so  ist  U  eine 
Sanze  rationale  symmetrische  Function  von.  p^  ^> .  .  •  ^^  '»  t.  Aus 
er  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  kann  aber  hier  füglich 
als  bekannt  vorausgesetzt,  werden,  dass  sich  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  Coefficienten  dieser  Gleichung  darstellen 
lässt.     Weil  nun  p^  q^  .  ,  ,r^  9^  t  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,   so   ist  /''  eine  ganze  rationale  Function  von  P,  0,  ...  ^9  T. 


ä6 


wo  ^  Coefficieatea  4er  Potessea  tob  jt  naMtlich  g»Bxe  rmtioDale 
alg«Waisclie  FoBcdoBCB  tob  jr  «od,  gegcWo.  Weil  diese  beiden 
GieidkBBfTTB  Bocb  der  TorBBssetxaBf^  to«  jiCea  Bad  m(bem  Grode 
siod.  BBd  folgliek  die  «obekoBBteB  GrosseB  Ib  ketser  die  Brt» 
Bnd  ffte  iWrsteii^BdeB  DiBieosioo  entkiitcB  Ubbcb,  bo  ÜBd  die 
FBBctiojieB 

«OB  keioeBi  kökerB  Grade  als  tobi 

Oten,  IsteB.  Stern.  3leB (oi  —  ^H^b,  joteB; 

die  Fonctiooeo 

jm.^   M»j    Cr,   .^r ,  .  •  •  ML  ,  Xr 

TOD  keiflea  köbeni  Grode  als  tob 

OteB,  IsCeB,  Stea,  Scob,  . . .  (a  —  ])sleB,  jrtOB. 

Dies  Toransgesctzt,  wolles  wir  bbd  zb  beweiseB  v;ersaclwB,  dass 
der  Grad  der  GleirkaDg-.  weicke  Baa  dBrck  BliaiBBtioB  tob  jt  ans 
den  beiden  obigeB  GleickBBgeB  crbälf,  das  Prodoct  an»  aickt  ober- 
steigen  kaan.  ^1¥eil  ^  BBd  A*  pBBctioBeB  des  Otea  Grades  Ton  y, 
BBd  foUrtick  coBstBBte  Grösseo  aiad;  so  kaoB  mbb  die  beiden  obi- 
gea  GleicbnngeB  aacb  aater  der  Forai 

jp-  +  /^jf*~i+4rx— «-§....+  Px-f-  IP=0, 

wo  P,  Q ^.  T  ond  P',  (t,...r,   IT  laBter  i^Bze  rationale 

algebraiscbe  FnactioBen  tob  y  sind,  darstellea.  IIbb  deake  sich 
niTn  beide  Gleicbangen  nacb  .r  anfärelöst.  and  beaeicbae  die  Wnr- 
zelo  der  ersten,  weicke  saaatlick  FaBcüoBea  tob  jr  aad  an  der 
ZakI  m  sind «  dnrck  /r«  ^, .  . .  r«  s^  r.  die  Warzela  der  xweiten^ 
weicke  ebenfalls  saataitlicli  FaBClioaea  tob  jr  nid  aa  der  Zahl  m 
siad,  dnrcb  p\  q\  .  .  m\  r\  tr\    Setzt  mbb  jetzt 


Xir-p)  (r-y')...(r— .'Xr-r'Xr— •P') 

X(*-r)  (*-?')..-(*-•)  (•  — r»)  (♦-•') 
X  (t-p)  it-^)...  (r-  «r»)  (/-  r-)  it-M/U 

SO  ist  klar,  dass,  wean  die  b^dea  gegebeaen  Gleickaagea,  wie  er- 
fordert wird,  sollea  zusaMmea  existirea  koanea,  U=0  seia  moss, 
weil,  wenn  dies  nickt  der  Fall  wäre,  keine  der  Warzela  ^,  y, . .  . 
r,  #,  f  einer  der  Wnrzela  p\  ^^  —  •r',  t^^  aK  gleick  sein  kdaate, 
welcbes  doch  notkwendig  erfordert  wird,  wenn  die  beidea  gege- 
benen Gieidinngen  zngleick  Statt  finden  sollen.  Die  Gteiäang 
IT  =0  ist  also  die  Bedingangss^leickang,  weicke  .Statt  fiadea  ainas^ 
nenn  die  beiden  gee^ebenen  Gleichungen  zasanmien  existireB  aolleB« 
d.  h.  eben  dii  Gleichnn«.  weicke  dnrck  die  KÜAinatioa 
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^ly        y^^y        y^"^y        y^^y        y' ^y        y' 
^>        y^  *y       y^"    '^y        y^  ^y       y^  ^y        y^' 

welches  offeDbar  zzzj—  ist,  fdr  uoendlich  grosse  y  oiclit  unendlicb, 

woraus  man  dud  auf  der  Stelle  sckliesst,  das»  der  Grad  vou  1/ 
oder  der  Gleicbung,  welcbe  mau  erbält,  weno  man  die  Grösse  or 
aas  den  beiden  gegebenen  Gleicbungen  eliminirt,  das  Product  ma 
nicht  übersteigeu  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte  *"). 

Wir  wollen  jetzt  annebmen,  dass  die  beiden  Gleicbungen 


welche  in  Bezug  auf  die  unbekannte  Grösse  a:  beide  vom  Jtten 
Grade,  und  deren  CoefQcienlen 

-^oj   -^1»   -^ai  •  •  •  -^nr-U  -^n\ 
^oi   ^1?   ^2j  •  •  •  ^n—\i  ^n 

Gonstante  Grössen  oder  beliebige  ganze  rationale  algebraiscbe 
Functionen  anderer  unbekannter  Grössen,  nur  nicht  von  ac^  sind, 
gegeben  seien,  und  wollen  zeigen,  wie  sieb  aus  denselben  die  un- 
bekannte Grösse  jc  jederzeit  durch  ein  auf  sehr  eiofacben  Princi- 
pien  beruhendes  Verfahren^  eliminiren  lässt. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen mit  —  Bq,  die  zweite  mit  A^^  und  addirt  die  Gleicbu^ffen 
dann  zu  einander;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

AqB^  —  A^  BqZ=C^^ 
A^B ^  —  A^  Bq  =  Cj, 

u.  s.  w. 

A^Bn^X  -^  Anr-i  Bq  :=  t^i— 2, 
A^Bn  —  An  BQ=Cn-X 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
mit  Bfii  die  zweite  mit  — An^  und  addirt  die  Gleichungen  dann 
wieder  zu  einander;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

AqBh  —  An  ^o— — -^o> 
A,Bn-An  B,=J),, 


*)  Diesen  Beweis  des  obigen  wichtigen  Satzes  findet  man  dem  Wesent- 
lichen nach  in  den  Exercices  de  Mathematiques  par  Ca^uchy.  T.  IV. 
p.  124.  Andere  Beweise  desselben,  namentlich  der  von  Poisson, 
sind  allgemein  genug  bekannt. 
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J^Bn  —  Jn  B,Z=Dt, 

u.  s.  w. 

I 

wobei  mao  bemerken  kanD,  dass  I}^  =  Cn^±  iit,  gesetzt  wirdj  die 
Gleichung 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durcb  js  dividirt,  die  Gleichung 
D^a^-^  +  />,a?«-2  -f.  D^a^-^  +  . .  .  i|-  D„r-%x  +  Dn-\  =  0, 

und  hat  also  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichnugen  des  (i» — l)8ten 
Grades: 

CoO?«-!-!-  r,ar«--»+  C,,ir»-»+  . . .  +  C^a?+  C«-4  =  0, 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  leitet  man  auf  ganz  ähnliche  Art 
wie  vorher,  wenn  der  Kürze  wegen 

C^D.  -  C,D^  —  E^, 

u.  s.  w. 

und 

n.  s.  w. 

^— 8jÖ/,-^1  —  Cnr-iOn—9  =^  Fn—lt 
Cn^.^n—1  —  ^»—1^11—2  =  En-JZ 

gesetzt  wird;  die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  (m  —  2)tcn 
Grades  ab: 

E^a:'*^  +  ^,-r«-<Hf-  ^«^«-♦•+- . . .  +  ißi-^^ -f-  iEi,^2  =  0, 

und  wird,  wenn  man  dieses  Verfahren  immer  weiter  fortsetzt,  je- 
derzeit endlich  einmal  auf  zwei  Gleichungen  des  ersteu  Grades  von 
der  Form 

kommen,  aus  denen  man  dann  sogleich  durch  Elimination  von  jc 
die  diese  unbekannte  Grösse  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung 
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erhält,  und  also  jetzt  so  dem  Ziele,  welches  mai^  zu  erreichen  be- 
absichtigte, aDffelangt  ist. 

Dieses  Verfahren,  pbgleich  an  sich  sehr  einfach  und  überdies 
völlig  allgemein,  hat  den  sehr  bedeutenden  Fehler,  dass  es  die 
Endgleichun^,  als  Folge  der  Binführuog  fremdartiger  Factoren, 
häutig  von  einem  zu  hohen  Grade  liefert  Um  uns  hiervon  zu  über- 
zeugen, wollen  wir  jetzt  einmal  annehmen,  dass  die  Coefficienten 

-^o>  -^1»  -^a>  •  •  •  -^«5 
ßf^y    Ä,,   ß^^  .  .  .  ßn 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen ,  die  in  Bezug  auf  a^  vpm  «iten 
Grade  sind,  in  Bezug  auf  die  in  ihnen  enthaltene  unbekannte 
Grösse  y  respective  vom 

Oten,  Isten,  2ten, . . .  «ten; 

Oten,  Isten,  2ten,  .  . .  itten 

Grade  seien;  so  sind  die  Coefficienten 

C,=A^ß^^A^ß^,  D,=A,ßn  —  Anß,i 

C,  =  A^ß,  -  A^ß^,  D^  =  A^Bn  —  Anß^ ; 

u.  s.  w.  o.  s.  w. 

Cn—l  =  A^ßfi  —  Anßoi    ßn—l  =  An—\ßn  —  Anßn^i 

der  beiden  aus  den  vorigen  Gleichungen  abgeleiteten  Gleichungen, 
welche  in  Bezug  auf  a:  vom  {n —  I)sten  Grade  sind,  offenbar  in 
Bezug  auf  ^  respective  vom 

Isten,  2ten,  3ten^ .  .  .  /#ten; 

Mten,  (n  +  l)sten,  (n  +  2)ten,  . .  •  (2ü  —  l)sten 

<jrade.    Ferner  siiid  die  Coefficienten 

E^  =  €oD,  —  C,ßo.  F^  =  C^Bu^i  —  Cn-iD^ ; 

E,  =:C^D^^  C^D^,  F,  =  C.Dn^x  —  ^«-i/>, ; 

E^  =  C,D,  -  C^D^,  F^  =  C^Dn^x  -  Cn^xD^ ; 

U.    S.   W.  U.    8.    W. 

^»—2=  C^Dn—t —  Cfi—xD^^   Fn—%'=' Cn-^n-X —  C„r^\Dn—2 

der  beiden  aus  den  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,  die 
in  Bezug  auf  a:  vom  {n  —  2)ten  Grade  sind,  in  Bezug  auf  y  offen- 
bar respective  vom 

(jf  +  2)t«n,  (i«  +  3)ten,  (»-+-4)ten,  .  .  .2j»ten; 

2iiten.  (2/j+l)sten,  (2Ä-|-2)ten,  .  .  .(3^--2)ten 

Grade.     Auf  ähnliche  Art  sind  die  Coefficienten 

G^  =  E^F,--E,F^,  //^  =  E^Fn-^  —  Fn--2F^i 

G,  =  E^F.^  -  E^F^,  H,  =  E,Fn^2-En-2F,', 

G2  =  FqF^  —  ^3^0  9  B^=  E^Fn—2  —  Fn—2F^; 
u.  s.  w.        ^  u.  s.  w. 

Gnz  =  E^Fn-2  -  En^2F^,  Ä-g  =  En-lF^^t  -  En^lFn^l 
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t 

der  beideD  aus  den  vorhergehendeD  Gleicbungen  abgeleiteten  Glei« 
cbuDgen ,. welche  in  Bezug  auf  o:  vom  (/» —  3)teD  Grade  sind,  id 
Bezug  auf  y  offenbar  respective  vom 

•   (3»  +  3)ten,  (3/i  +  4)ten,  (3/» -f- 5)teri,  .  . .  4/»ten; 

4/iten,  (4/»+l)s(en,  (4/^  +  2)ten,  .  .  .  (5/i  — 3)teu 

Grade.    Die  Coefficienten 

Jq  ==  Gq H^  —  O,  A^o,  Kq  =  Gq  Un—^  —  Gfi—zf^o  1 

J^  =  GqH^  —  G^Hq^  K^  =  G  2  ff  n—z  —  Gn—%ff% ; 

.  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Jn—i  =  G^ffn—Z  —  C^Ä— 3^0»  f^n-A  =  Gn-^ffn—Z  —  Gn—'^ffn^^ 

der  beiden  aus  den  vorhergebenden  abgeleitetep  Gleichungen,  welche 
in  Bezug  auf  a?  vom  {n  —  4)ten  Grade  sind,   sind  offenbar  in  Be-: 
zug  auf  y  jederzeit  respective  vom 

(7»  +  4)ten,  (7«  +  5)ten,  (7»  +  6)ten,  . .  .  8/iiten ; 

8y»ten,  (8is  +  l)sten,  (8^  +  2)(en,  . . .  (^ti  —  4)teu 

Grade.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann^  erhellet 
hieraus  schon  mit  hinreichender  Deutlichkeit,  und  überzeugen  wird 
man  sich  nun  auch  sehr  leicht,  dass  die  Coeßicienten 

i¥o,  JJfi  und  iVo,  JV, 

der  beiden  Gleichungen 

des  ersten  oder  \n  —  (/^ — l){ten  Grades,  zu  denen  man  durch 
fortgesetzte  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  immer  endlich  ge- 
langt, in  Bezug  auf  y  jederzeit  respective  vom 

(2»-2  .  n  -_  i)ten,  (2«-5J .  »)ten  und  (2«-2  .  »)ten,  (2«-2  .  u  +  l)teu 

Grade  sind,  woraus  sich  dann  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass  die 
a:  gar  nicht  mehr  enthaltende  Bndgleichuog 

in  Bezug  auf  y  jederzeit  vom  {2^—^ .  /«)ten  Grade  ist.  Nach  dem  ' 
in  §.  5.  bewiesenen  Satze  kann  aber  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Endgleichung  in  Bezug  auf  y  den  Grad  nuzizu^ 
niemals  übersteigen,  und  wenn  man  luso  untersuchen  will,  ob  die 
obige  Eliminationsmethode  die  Eodffleicbung  von  einem  zu  hoben 
Grade  liefert,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Fälle  zu  ermitteln,  in 
denen 

2«-i  .»  — »»>0 

oder  ' 

2»-i  —  »  >  0  oder  2^-^  >►  a 

ist.  Für  /i  =  i  und  u=:2  ist,  wie  man  leicht  findet,  2«-i:^//. 
Für  i»  =  3,  /»  =  4,  »  =  5,  /#  =  6  ist  dagegen,  wie  man  ebenfalls 
leicht  findet,  immer  '2^—^'^n,  woraus  mau  scbliesst,  dass  fiir     ^   '^ 
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jederzeit  ^"i-^i»  ist.  Um  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Sat- 
zes zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  derselbe  fiir  n'^% 
ffilt,  so  dasa  2^^^h  ist,  und  wollen  daraus  abzuleiten  suchen, 
dass  er  dann  jederzeit  auch  für  i9'+ 1  gelten  muss,  wodurch  seine 
allgemeine  Richtigkeit  bewiesen  sein  'wird.  Weil  nun  aber  nach 
der  Voraussetzunc'  2^—1^«»  ist,  so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Slei- 
ten  mit  2  mnitiplicirt,  auch  2'>;>2/»  oder  2'*^i9  +  «i,  und  folg* 
lieh,  weil  »>2  ist,  offenbar  2«>»-f-l  oder  2('«+i)-i > » -*- 1 , 
80  dass  also  der  Satz  in  der  That  auch  für  it  + 1  gilt,  und  daher 
allgemein  ist.  Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man,  dass  die  obige 
Eliminationsmethode  die  Endgleichung,  wenn  n'^2  istj  immer  von 
einem  zu  hohen  Grade  liefert,  und  der  Grad  des  eingeführten 
fremdartigen  Factors  ist  im  Allgemeinen 

2n-i .  #i  —  »»  =  /<(2«-i  —  n). 

Für  «  =  3,  »=4,  «»  =  5,  ii  =  6,  «§  =  7,  m  =  S,  Ji  =  9,  «1=10 
ist  also  dieser,  fremdartige  Factor  respective  vom  3ten,  löten, 
55sten,  156stcn,  399sten,  OöOsten,  2223sten,  5020sten  Gr^de,  und 
steigt  demnach  sehr  bald  zu  einem  sehr  hohen  Grade,  woraus  die 
Cnzweckmässigkeit  ,der  obigen  Eliminationsmethode  deutlich  genug 
erbellen  wird  ;•  . 

im-  Vorhergebenden  ist  angenommen  worden,  dass  die  beiden 
gegebenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  a:  von  demselben  Grade  sind. 
Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  ^kann  inun  immer  die  beiden  Glei- 
chungen leicht  auf  denselben  Grud  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfange  so  viele  Glieder  mit  dem 
Coefiicienten  Null  beifügt,  als  erforderlicli  sind,  um  diese  Gleichung 
auf  denselben  Grad  wie  die  höhere  Gleichung  zu  bringen.  Hier- 
nach kann  man  dann  auf  die  beiden  Gleichungen  die  obige  Elimi- 
nationsmetbode  offenbar  wieder  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  im 
Vorhergehenden  gelehrt  worden  ist,  anweniden. 

Sehr  leicht  kann  nun  aber  auch  gezeigt  werden,  dass  durch 
die  im  Vorhergehenden  bcbamlelfe  Aufgabe  das  Eliminationsproblem 
für  Gleichungen  höherer  Grade  überhaupt  im  Allgemeinen  gelöst  ist. 
Hat'  man  nämlich  m  Gleichungen  mit  den  m  unbekannten  Grössen 
x^  y^  %^ . .  ,Uy  v\  so  ordne  man  diese  sämmtlicb  nach  der  einen 
dieser  unbekannten  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  ac^  und  elimi- 
nire  dann  nach  der  im  Obigen  gelehrten  Methode  a:  aus  der  Isten 
und  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  4ten,  u.  s.  w.  {m  —  l)sten  und 
foten  Gleichung,  so  erhält  man  m  —  1  offenbar  die  Grösse  as  gar 
nicht  mehr  enthaltende  Gleichungen,  welche  man  nun  sämmtlicb 
nach  y  ordnet,  und  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  y 
elimiuirt,  wodurch  man  m  —  2  die  Grössen   w^  y  gar  nicht  mehr 


• 
*)  Will  man  sich  noch  deutlicher  überzeugen,  dass  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmethode  fremdartige  Factoren  eingeführt  werden, 
so  s.  in.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  M.  Hirsch.  Erster  Tbeil.  Ber- 
lin 1809.  S.  109  ff.,  wo  die  vier  ersten  Grade  besonders  betrachtet 
sind.  Auch  kann  man  den  Artikel  Elimination  in  dem  zweiten 
Theile  meiner  Supplemente  zum  KlügeTschen  Wörterbuche 
und  eine  Abhandlung  von  Gergonne  in  den  Annales  de  Mathema- 
tiques.  T.  XXI.  p.  41.,  wo  auch  zugleich  Mittel  angegeben  sind,  durch- 
die  man  sich  von  den  fremdartigen  Factoren  möglichst  frei  halten  kann.  ^ 
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enthaltende  Gleichungen  bekommt,  auf  die  man  nun  wieder  ein 
gani  ähnliches  Verfahren  anwenden  kann.  £ndlich  wird  man  auf 
diese  Weise  zu  m  —  (m  —  1)  die  m  —  1  unbekannten  Grössen  ^ 
y,  X, ...  ff  gar  nicht  mehr,  d.  h.  zu  einer  bloss  noch  die  eine 
unbekt^nnte  Grösse  e^^  enthaltenden  Gleichung  gelangen,  und  also 
den  Zweck  des  Verfahrens,  welches  man  im  Allgemeinen  mit'  dem 
Namen  der  Elimination  der  unbekannten  Grössen  zu  belegen  pflegt, 
vollständig  erreicht  haben. 

Die  im  Obigen  entwickelte  Eliminationsmethode  ist  von  Euler 
in  dem  zweiten  Theile  der  Introductio  in  Analjsin  Infini- 
torum.  Cap.  XIX.  p.  255  gegeben  worden.  In  den  M^moires 
de  PAcad^mie  des  sciences  de  Berlin.  1764  scheint  aber 
Buler  selbst  die  erste  Erfindung  dieser  Methode  Newton  beizu- 
legen. In  ihren  Principien  im  höchsten  Grade  einfach,  fuhrt  die- 
selbe jedoch,  wie  oben  ausfuhrlich  aus  einander  gesetzt  worden 
ist,  häufig  zu  Gleichungen  sehr  hoher  Grade,  die  von  denen  in 
ihnen  enthaltenen  fremdartigen  Factoren  gewöhnlich  nur  mit  nicht 
leicht  zu  überwindenden  Schwierigkeiten  befreiet  werden  können. 

«.7. 

Eine  zweite  merkwürdige  Eliminationsmethode  wollen  wir  jetzt, 
um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  zwar  nur  an  einem  hesondern 
Falle,  aber  doch  so  erläutern,  dass  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Regein,  welche  wir  aus  unserer  En'twickelung  ableiten  werden,  auf 
der  Stelle  und  ganz  von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  aus  den  beiden  Gleichungen 

/{a)  =  aa:*  -f-  bj?*  -f-  ro?'  -|-  dr*  -H  ^^  +y^==  ^ 
und 

JFXa?)  =^ar»  -h  Ba:*  -+-  ßr -H  /^=0, 

welche  in  Bezug  auf  a:  respective  vom  fünften  und  vom  dritten 
Grade  sind,  die  Grösse  ap  eliminirt  werden  soll.  Zu  dem  Ende  sei 
w  ein  diesen  beiden  Gleichungen  genügender  Werth  von  o?,  so  ist 
nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  för  jedes  a: 

fia:)  =  (^  —  fo)f,{a:),  F{a:)  =  (or  —  w)F,  (^), 

woy\(a;)  und  /^i(^)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des 
vierten  und  zweiten  Grades  von  a:  bezeichnen.    Also  ist  für  jedes  jc 

F(a:)  Ma:)  =  {a:  —  w)fAa:)F^{a:y, 
und  folglich  für  jedes  a: 

Aa:)F,{a:)  =  F(a:)fM)   . 
oder 

f{a:)F,{a:)  -  F{a:)A(a:)  =  0. 
Setzen  wir  also 

f^(a:)  = — pa?*  —  ^a;*  —  ra:*  —  so:  —  ^, 
F.ia:)  =  Pa:^  +  0^  +  Ä; 
so  ist  für  jedes  or 
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-[- {uia:^  +  Ba;^  '\-  Ca:  +  B)  (pa:* -i- ^a:^ -h  ra:* -^  so; -^  t), 
also  DBcli  gehöriger  EntwickeluDg  für  jedes-  a: 
0=aFa:^+aQa:^'\-^Ita:* 

j^P      +ÄQ       -^bRa:* 

+cP      -{-cQ      +cRa:* 

^dP      +dQ      -\'dRa:^ 

+Ap      -^-Ag       +^r  *    +As       -^At 

•^Bp      -^Bq      -^Br      +Bs      -^Bt 

^Cp      -^Cq       -{-Cr.      +Gr       +0? 

+i!lp      +/>7      -h/^r      +Z>*  +Z>f 

and  folglich 

aP  -^Ap  =0, 

ÄPH-«e  '^Bp-\'Aq  =0, 

i/P  +  cÖ  H- ^Ä  +/^;?  +  C'y  +  Br  -^-As  =0, 

eP  +i/ö  -hcR  -{-Dg^Cr  -{-Bs+Af=0, 

fP  -A-eQ  +dR  +Dr  -{-Cs  +Ä^=0, 

■+-/Ö  +eÄ  +z>*  +  o  =  o, 

Dies  sind  acht  Gleichungen  zwischen  den  acht  Grossen  Py  Q, 
-A)  /'s  9i  ^9  ')  ^*  Hft^  ™an  niin  ^her  zwischen  den  n  Grössen 
^^i  V'i  X, . . .  «#,  V  überhaupt  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  oder 
m  sogenannte  lineare  Gleichungen  von  der  Form 

u.  s.  w. 

so  folgt  aus  denselben,  wie  aus  §.  4.  erhellet,  wenn  man  die  dort 

gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehält,  da  die  in  dem  in 
ede  stehenden  Paragraphen  durch 

9p(/r,  Ä,  c,  flf, . .  .  ^,  h\ 

9P(«,  k,  c,  d,,.  .  g,  h\ 

g){a,  Ä,  /r,  </, , . .  g,  A), 
u.  s.  w. 

y(a,  ö,  Cy  d,. ..  g,  k) 
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bezeiclmeten  Fanctionen  jietzt  offenbar  •ämmtlick  verschwinden,  je- 
derzeit 

a:^{a,  If^  c,  i/,  .  . .  ^,  A)  =  0, 

yg}{a,  6,  c,  d, .  . .  g,  Ä)  =  0, 

^  »y(«jr,  ^,  r,  d^,  ,  .  gy  h)  =  0, 

u.  s.  w. 

nq){a^  h^  Cy  d^ .  .  .  g^  ^)  =  0, 

v^[a^  h^  c^  d^  ,  ,  .  g,  h)  =  0. 

Wei&iB  man  also  aus  andern  Gründen,  dass  die  Grössen  ^,  ^,  x, . . . 
f/,  V  nicht  sämmtlich  verschwinden,  dass  folglich  wenifi^stens  eine 
derselben  nicht  verschwindet,  so  ist  man  inrmer  berechtigt  za  schlies- 
sen,  dass 

y(«,  b,  c,  d,  ...g,  Ä)==0 

ist.  Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  unsern  obigen  acht  Gleichungen 
zwischen  den  acht  Grössen  P,  Q,  /2,  /i,  ^,  r,  «,  t  zurück,  so  ist 
man  offenbar  immer  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  diese  acht 
Grössen  nicht  sämmtlich  verschwinden,  .weil,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  wegen  der  aus  dem  Obigen  hekan.nten  Gleichungen 

f{a:)  —  (a:  —  w)f,  (ät),  F{a:)  =  (^  -  w)F,  (^), 

d.  i.  ^ 

/(js)  =  —  {a:  —  w)  {pa:*  +  ^.r •  H-  ra:^  -4-  #^  H-  /), 

I 

für  jedes  a: 

d.  i.  für  jedes  a: 

^^»  +  ^^*  +  CiP  +  />  =  0, 

und  folglich 

J=B=C=I}  =  0 

sein  würde,  welches  offienbar  ungereimt  ist.  Da  also  die  Grössen 
Py  Q,  Jty  p,  g,  r,  «,  t  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  ist  man 
das  vorher  überhaupt  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n 
Grössen  ^,  y^  )is,  . .  .  «r,  tf  bewiesene  Verfahren  auf  unsere  obi- 
gen acht  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  acht  Grö- 
ssen Py  Q)  /^9  Vi  Vi  ^>  ^9  ^  anzuwenden  berechtigt,  und  zwar  auf 
folgende  Art. 

Die  in  Rede  stehenden  acht  Gleichungen   können  auf  folgende 
Art  geschrieben  werden: 
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aP+OQ  +  OÜ-^Jp^  Of  +  Or.-f-  0»  +  0^  =0, 
6P-{'a«i  +  0Il+Bp+J^+  Or  +  0«  +  0^=0, 
cP+dQ  +  aA+C^  -f-Ä^H-^r-l-  0*  +  0/  =.0, 
dP+cQ'^dJi'+'Dp'hC^'hBr-i'M-i-  Ot  =0, 
eP+dQ-heIi+  Op  -f-Z>y+  Cr -4- iff* 4-^^=0, 
//M-^ä  +  </«+  Ö;e>  +0y  ^Dr-^-Cs  +  Bt^Oy 
OP-f-/Ö+^/l-H  0;»  H-0^  +  Or  H-/>*4-C?  =  0, 
OPH-OÖ+ZÄH-O^  +0^^  +  ar  ■+-  0#  -|-Z^/  =  0; 

und  die  Coefficienten  'dieser  acht  Gleichungen  sind  also  . 

a,  0,  0,  Jy  0,  0,  0,  0 
6,  «,  0,  B,  A,  0,  0,  0 
c,  dy  a,  Cy  B,  A,  0,  0 
(/,£?,  Ä,  D,  C,  B,  A,  0 
^,  dy  Cy   0,  Z>,  C;  By  A 

fy       ey      dy         0,         0,      Dy      Cy      B 
%A      ey        0,        0,        0,       Dy      C 

0,  0,  /,   0,   0,   0,   0,  D 

Bildet  man  nun  aus  diesen  Coefficienten  die  in  §.  4.  durch  9  be- 
zeichnete Function  ganz  auf  die  dort  gelehrte  Weise,  und  setzt 
dieselbe,  wie  dies  nach  dem  Vorhergehenden  verstattet  ist,  der  Null 
gleich,  so  erhält  man  eine  die  Grösse  a:  gar  nicht  mehr  enthaltende 
Gleichung,  welche  also  da%  gesuchte  Resultat  der  Elimination  die- 
ser Grössen  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

aa:*  -f-  ^^*  +  cjp*  •+•  da:*  -f-  ea:  -!-/*=  0, 

Aa:*  +  Ba:*  -+•  Ca:  +  D=:^ 

iit,  und  die  Elimination  lässt  sich  daher  nach  dieser  Methode  im- 
mer ohne  grosse  Schwierigkeit  und  ohne  weitläufige  Rechnungen 
ausfuhren.  Nöthig^  ist  nur  noch,  dass  wir  zeigen,  wie  das  obige 
Schema  der  Coemcienten  immer  leicht  entworfen  werden  kann. 
Meein^hste  Art  scheint  uns  folgende  zu  sein.  Man  bilde  zuerst 
aus  den  Coefficienten 

a,      b^      Cy      dy      Cy    f 

nnd 

Ay      ByCyD 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nach  einer  sich  leicht  von  selbst 
ergebenden  höchst  einfachen  Regel  das  folgende  Schema: 


TbcilU. 
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-) 


»,    •  ■ 

^y      • 

^,«^ 

B,A, 

Cy  b,  a. 

C^  B^  A^ 

dy  <r,  »5 

D,  C,  B,  A, 

e,  //,  r, 

D,  C^  B^  A 

/,    ^5    < 

ByC,B 

/,  ^, 

1         I^  C 

/, 

D 

upd  fülle  hierauf  »Ue  fehlenden  Stellen  durch  Nullen  atis,  so  er- 
hält man  unmittelbar  das  gesuchte  Schema 

«sO,  0,  ^,0,  0,  0,  0 
Ä,  «,  0,  By  A^  0,  0,  0 
c,  Ä,  «,   ^  ^9  A    0,   0 

«/,  c,   ^,  jO,  6^,  By  Ay    0 

tf,  #/,  c,  0,  z),  ^,  ir,  A 

f,  e,d,  0,  0,  Z),  C,B 
0,/,  ^,    0,  0^  0, />,  r 

0,  0,  /,    0,   0,   0,   0,  D 

■  g  -•■  •  «     ■       ■       ■    ■  ■  *  ■ 

der  Coefficienten,.  aus  denen  die  der  Null  gleich  zu  setzende  Functioti 

^  nach  den  in  f.  4.  gegebenen  Regela  gebildet,  werden  mi]|M. 

Man  kann  noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  t^L  der 
durch  Elimination  von  d:  aus  denibeidcn  gegebenen  GlerchulDJ^^n 


«jr^a:' +  ^^*  +  CO?* -fr  flu?* -+- ^o? -i-y=  0 
und 

entspringei^den  Gleichung  gelangen.  Aus  diesen  beiden  Gleichun- 
gen ergeben  sich  nämlich  unmittelbar  die  acht  folgenden  Glei- 
chungen: 

äa:''  -4-  ba:^  +  ca:^  -{-  da:^  +  ex^  ^fäc^  ■+•  0^^*  -|-  0^*  =0, 
0^^  +  aac''  +  bx^  -|-  cx^  -+-  #/^»  +  eoc^  +  /^*  +  0^«  =0, 
0^^  +  Oo?*  +  ax^  -f-  ^^*  +  ex*  +  flf^*  H-  ^Ä?*  -l-y^®  =0, 
^^'+i&^«  +  rar»  +Da;*-h  0^»  +  0^»  +  Oor»  +0^«  =0, 
0^'  +^^«-|-Ä^»-|-  Co?*  4-/>^»+  Oo:»  -f-  Oät'  +  Oo:^  =0, 
0^^  -1-  Oo?«  -f-^^»'-h  i?^*H-  ßt?'  +Z^^*+  O^r»  -f-  ö.r^  =0, 

deren  Coefficienten 
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a,    b,    c,    d,    €,    /,    0,    0 
0,    «r,    ö,    c,    d,    €y  /,    0 

I 

0,   0,  Ä,     ^,    c,    d,    e,    f 

J,  B,  C,   D,    0,    0,    0,    0 

0,  J,  By   C,  D,   0,    0,    0 

0,    0,  J,  B,   C,  D,    0,    0 

0,   0,  0,  A,  B,  C,  D,   ^ 

0,   0,  0,    0,  J,  B,   Cy  D 

sind,  aus  deneu  man  Dach  den  in  §.  4.  gegebenen  Regeln  die 
Function  gp  bilden,  dieselbe  der  Null  gleich  setzen,  und  dadurch 
eine  die  (irösse  an  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung,  d.  h.  das 
gesuchte  Resultat  der  Elimination  der  Grösse  äs  aus  den  beiden  ge- 
gebenen Gleichungen  erhalten  kann.  Das  obige  Schema  der  Coef- 
ficienten  bildet  man  am  leichtesten  auf  folgencfe  Art.  Man  schreibt 
zuerst 

«,    by    €?,    dy    e^    f 

Oy      Ä,       C,      dy        €y       f 

«,   by   c,     d,    ey    f 

A,  B,  Cy  D 

A,  B,  C,  D 

AyByCyD 

A,  Ä,  C,  D 

A,  B,  C,  D 

iind  fallt  hierauf  alle  fehlende  Stellen  durch  Nullen  aus,  wodurch 
sich  ergiebt 

«,   by    c,    dy    e,    fy  0,    0 

0,   Ä,    b,    c,    dy    Cy  /,  0 

0,   0,   a,     by    c^    d^  €y  f 

A,  B,  Cy  Dy    0,    0,  0,  0 

0,  A,  B,   C,  D,    0,  0,  0 

0,   0,  A,  B,  €,  D,  0,  0 

0,  0,   0,  Ay  B,  Cy  Dy  ^ 

0,   0,   0,   0,  A,  B,  Cy  D 

ganz  wie  oben. 

Um    nur   ein    ganz    einfaches  Beispiel    zu  den  beiden  vorher- 
gehenden Regeln  zu  geben,  so  habe  man  die  beiden  Gleichungen 

aa:^  •+-  ^^  -|-  c  =  0,  Aa:  +  -ff  =  0, 

Bei  der  Anwendung  der  ersten  Regel  bildet  man  das  Schema 

0,  Ay  0 

b,  B,  A 

c,  0,    B 

7*  • 
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Bei  der  Anwenduofi^  der  zweiten  Regel  muss  man  das  Schema 

A,  B,  0 

0,    A,  B 
bildcu.     Betrachtet  man  nun  überhaupt  die  drei  Gleichungen 

a^ac  -h  b^y  •+-  c^%  =  0, 
a^a:  +  b^y-^  c^%  =  0, 

so  ist  nach  §.  4.  \ 

P=(^  — «)  (<?  —  «)  (c  — ^), 
und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  gehörig  entwickelt, 

P=  bc^  —  b^c  +  ab^  —  »c*  +  ä^c  —  ä^b 
oder  vielmehr  , 

lind  folglich   durch  Verwandlung  der  Potenzexponenten  in  Indices 
<Jie  Function  9  in  diesem  Falle 

Wendet  man  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  muss 
man 

<yi=3,   b^=B^Ci=:A 
a^  =  c^  b^z=zO^    c^  =  B 

setzen,  und  erhält  hierdurch  die  gesuchte,  a:  nicht  mehr  enthaltende 
Gleichung 

aB^^-bAB  +  cA^^O. 

Wendet  man  die  zweite  der  beiden  obigen  Regeln   an,   so    mass 
man 

«,  =A^  b^'irzB^  Cj  =0 

a^  =0,    b^z=z  A,  c^^=zB 

setzen«  und   erhält  hierdurch  wieder  die  gesuchte,  a:  nicht  mehr 
enthaltende  Gleichung 

aB*-^cA^-^bAB  =  {i 

oder 

aB*  —  bAB  +  cA*  =  0, 

ganz  übereinstimmend  mit  dem  vorher  gefundenen  Resultate. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  durch  das  gewöhnliche 
Eliminationsverfahren  in  einem  solchen  Falle  wie  der  vorliegende 
auf  folgende  Art.  Bestimmt  man  a:  aus  der  zweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen,  so  erhält  man 


4        «•    ' 


Ä 

x —       ^, 

und  dieser  IVerth  von  x^  io  die  erste  GleicLuDg  gesctxt.  giebt 

oder 

«Zr»  —  bAB  -f-  €?-^»  =  0, 

I 

ganz  wie  vorher. 

Zur  BflEpchpung  weitläufigerer  Beispiele   fehlt  hier  der  Raum; 

das  Torherppende  wird  aber  auch  zur  Erläuterung  der  Anwendung 

'   der  beiden  im  Obigen  entwickelten  Regeln  schon  hinrÄchend  sein. 

Um  uns  einigermassen  ein  Urtheil  über  die  Anwendbarkeit  der 
vorhergehenden  Methode  bei  der  wirklichen  Ausführung  von  Eli- 
fflinationen  zu  bilden,  wollen  wir  in  der  Kürze  untersuchen,  wie 
gross  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Glieder  ist,  aus  denen  die 
X  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Methode  fuhrt.    Wenn  zwischen  n  unbekannten  Grössen  n  lineare 
Gleichungen  gegeben  sind,  so  ist  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
Glieder    der    Zähler    und    Nenner    der    Werthe    der    unbekannten 
Grössen  die  Permutationszahl   für  n  verschiedene  Elemente,   näm- 
lich 1 .  2  .  3  .  .  .  fi,  welches  ganz  unmittelbar  und  von   selbst  ans 
Bezout's   und  Grameres  Regeln  für  die  Elimination   der  unbe- 
kannten Grössen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  wir  hier, 
wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  als  bekannt  voraussetzen,  er- 
hellet.    Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  aus  denen  a: 
eliminirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Grösse  überhaupt  vom 
mten  und  vom  Mten  Grade,  so  hat  man  bei   der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmethode,  wie  sogleich  in  die  Aug^n  fallen  wird, 
eigentlich  m^n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  eben  so 
vielen   unbekannten  Grössen  au^Kulösen,   und  der  gemeiDschaftiiche 
Nenner  der  Werthe   dieser  unbekannten  Grössen  ist  die  Function 
der  w  nicht  taiehr  enthaltenden  Gleichung,  zu  welcher  die  obige 
Eliminationsmethode   führt,   so    dass   also    die  Anzahl    der  Glieder 
dieser   Gleichung   nach    dem   Vorhergehenden    im    Allgemeinen 
1  .  2  .  3  .  .  .  (^  -f-  »)  ist,  wenn  auch  allerdings  wegen  der  vorkom- 
menden verschwindenden  Coefficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg- 
fallen,    und     die    Anzahl     der    Glieder    im    Ganzen     sich     daher 
etwas    verringert.      Weil     aber    z.    B.    für    «» +  /«  :=  10    schon 
1  .  2  .  3  .  . .  (m  +  »)  =  3628800  ist,  so  sieht  man ,   d^iss  die  Anzahl 
der  Glieder  der  a:  nicht    mehr .  enthaltenden  Gleichung  doch  sehr 
bald  ungeheuer  gross  werden,    und    die  Elimination  von  a:  nach 
der  obigen  Methode  in  der  Praxis  dann  so  gut  wie  unausführbar 
sein'^wird. 

Auch  diese  zweite  Eliminationsmethode  lehrt  dem  Wesentlichen 
nach  Euler  in  der  Introductio  in  Analysin  Infinitorum. 
Cap.  XIX«  p*  265.  In  neuester  Zeit  ist  dieselbe  von  Sylvester 
in  «dem  Philosophical  Magazine.  February.  1840  und  von 
Richelqt  in  Crelle's  Journal  mit  mehreren  guten,  in  das 
Obi^e  dem  Wesentlichen  nach  mit  aufgenommenen  Bemerkungeu 
bereichert  worden. 


'  •':.'••   •'.*';;     *    ^:  •;-,'••••    «...         •• 

•wfö    ••••• 

In  den  Memoires  de  TAcad^mie  des  sciences  de  Paris.  1764 
hat  Bezout  eine  Biiminationsmethode  angegeben,  die  im  Allffemei- 
ncn  auf  Folgendes  hinaus  kommt.  Die  beiden  gegebenen  Gleichun- 
gen seien  jetzt 

a^a^  -{-  a^a:"^^  +  a^af^^  +  .  • .  -H  »«— i^ -H fl?»  =0, 

wobei  wir  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Gleichao« 
ffen  nicht  von  demselben  Grade  sind,  die  Coejß&cienteneiniger  An- 
fangsglieder  in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  iMyerschwin- 
dend  zu  betrachten  sind.  Diese  beiden  Gleichungeff^ollen  wir 
auf  die  Forin 

bringen,  wo  /jede  der  positiven  ganzen  Zahlen 

0,4,2,3,4,...»  —  ! 

sein  kann.  Aus  den  beiden  auf  diese  Weise  dargestellten  Gleichun- 
gen folgt  durch  Division 

b^x^  -I-  h^a^^  -H  d^x^-^  ^  . .  -|-  bi^ix  ■+-  bi 
aij^\xn—t-^  +  g/>4.8a;«— ^~g  -^  > .  -I-  €hir^\x  +  an 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  multiplicirt, 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heits^eicheils  nach  Potenzen  von  a:  entwickelt,  so  wird  dieselbe 
offenbar  die  folgende  Form  annehmen: 

und  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sich 
leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Ausdrücke: 

^0,/  =  »o^/-4-l  —  ^o«/+l» 

Ji^zzzaibi+i  —  b^ai^i 


•  •\ 
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Bei  4er  Anwendmig^   dieser  Ausdrucke   zur  EBiwiekeiung  der 
GrKfMiea 

•^/f -A,/t -^2.'i -rfiw; . . --rfj^-i,/ 

hat  man  sich  nur  zu  merken ,  dass  roön  sowohl  in  der  Reihe  der 
durch  a  mit  den  gehörigen  .Indices,  als  auch  in  der  Reihe  der 
durch  ö  mit  den  gehörigen  Indices  bezei<Jineten  Coefficienten  von 
jedem  Gliede  an  aufsteigend  uod  ahsteigend  immer  nur  so  weit 
fortschreiten  muss,  als  diese  Coefficienten  nicht  verschwinden.  Um 
dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  sei  /=4,  «  =  1^;  su  ist 
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^6,4  =  «A— *4Wt. 

Sehr  leicht  erhellet  dud  aber  auch  aas  dem  Vorher^eheDden  die 
Richtigkeit  der  Dachstehenden  für  das  Folgende  wichtigen  Re- 
lationen : 

^A*-i,  /  =  -^/,  A*-i« 

-^M^  /  =  ^/,  M^» 

u.  s.  w. 

Aus  der  Gleichung 

oder  vielmehr  aus  der  Gleichung 

erhält  man,  wenn,  was  verstattet  ist,  für  /  nach  und  nach  die  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3^  4, . .  .,  n — 1  gesetzt  werdte, 
die  folgenden  n  Gleichungen: 

u.  s.  w. 

^o,»-i^~-^  +  Ax^n^iaf^'^  H-  -^3,11-iJP"-»  +  . . . 

-♦-  Af^2yn^\^^  -^  An^i^^ia:'*  =  0; 
und  wird  also,   wie  sich  aus  dem  Obigen  sogleich  ergiebt,  «u  der 


10$ 

f gesuchten,  die  Grösse  ac  Dicht  mehr  eDthaltenden  Gleichuog  ge- 
aogen,  wenn  man  aus  den  Grössen 

A^\  A\^\  A%fi\  .  .  .  uin-9fi\  An-\i} 

-^04;  -^1,1;  -^«,15  •  •  •  -^w-w;  -^»-M 
-^0^;  -^1,2;  -^245  •  •  •  -^^«-«,2;  An-l^ 

O.   8.   W. 

■^Ojie-a;  ^i,M-Hi;  -4^-3; .  •  •  -^A^-«,!»-«;  AMr*»i^%-\ 

auf  bekannte  Weise  die  im  Obigen  durch  9  bezeichnete  Function 
bildet,  und  dieselbe  der  Null  gleich  setzt.  Aus  den  im  Vorher- 
ffehenden  bewiesenen  Relationen  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle, 
dass  man  auch  statt  des  obigen  Schena's  das  Schema 

-4(M);  -4o^i;  -4(^2;  •  •  •  .^M-a;  ^^^^i 

^1;  -^M5  -^1.95  •  •  .  ^Uf-2j  Ai^^i 
-4^2;  -^1,25  -42^; . . .  A^^i^Ji\  Ai^^x 
^  u.  1.  w. 

-4Db»-»;  -^i,i»-«5  -4?,«-9;  •  •  •  -4*-«,>e-«;  An-^^t-i 

setzen,  anli  den  in  diesem  Schema  enthaltenen  Grössen  die  im  Obi- 
gen durch  9  bezeichnete  Function  bilden,  und  dieselbe  der  Null 
gleich  setzen  kann. 

Am  Schlnss  dieser  Abhandlung  bemerken  wir  noch,  dass  b^ei 
derselben  dberhaupt  das  Memoire  snr  P^limination  d'une 
variable  eutre  deux  ^qnatious  alg^bri^ues  in  den  Bxer- 
cices  d'Analyse  et  de  Physiaue  math^matiqne  par  Cauehy. 
T.  1.  Paris.  1840  *)  p.  385  vielfach  benutzt  worden  ist.  In  einer 
zweiten  Abhandlung  werden  wir  späterhin  auf  diesen  Gegenstand 
zurück  kommen. 


*)  Wovon  aber  die  12te  Lieferung,  in  welcher  sich  das  in  Rede  stehende 
Memoire  befindet,  nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienen  ist. 
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VIII. 

lieber  die  Summen  der  Winkel  in  ebenen  ge- 
radlinigen Videcken. 

VoD  dem 

Herrn  Director  J.  H.  T.  MftUer 

am  Realgyrnntslttm  ni  Gotha. 


1  ■    I 


1.  Bekanntlich  wird  die  ^umme  der  nach  einerlei  Richtung  ge- 
nommenen Aussen  winke!  eines  ebefien  einfachen  Vielecks  dadurch 
ermittelt^  dass.  miln  aus  irgend,  einem  Pankte  mit  den  a^f  einander 
folgenden  Polygooseiten  die  ffleichs timmig  parallelen  Linien 
zieht  und  die  in  einerlei  Drebungpiriehtnnif  genommenen  Winkel 
der  den  sBceessiTeo '.Seiten  eota|iii«chidodea  Parallelen  aiimmirt, 
woraus  hervorgeht,  .dass  ^iese  Summe  immer  ein  Vielfeehes  v^d 
4ift  betragen  muss.  ,  : 

2.  Auf  gans  dieseihe  Wei^e  lösat  sich  auch,  was  puin  bisher 
übersehen  an  haben  scheint,  die  Summe  der  innem  Winkel  eines 
soldien  Vielecks  finden,  w;enn  ans  einem  beliebigen  Punkte  mit  der 
Isten,  3ten,  5ten, . «  Seite  die  jgleichfitinimig,  mit  der.  2ieii, 
4ten,  6ten, ..  Seite  aber. die  un|flei«eh stimmig  parallel^Mk; Linieii 
gezogen  sod  dann  bei  eiiieriei  •Drebiing4Hri€MtiHg  4m^  yfiukel  Ac^ 
Parallelen  nach  folgendem  Gesetze  summirt  werden. 

Bezeichnen  1;  3;  5;..  die  gleichstimmigen  und  2;  4;  6;^.. 
die  fflgleichstimmigen  Parallelen ,.  so  ist  die  Summe  aller  innem 
Winkef  . 


I  ■  • . .  ■        V       •       •  :        '• 


1)  im  (2»)eck 
=  (1,2)  +  (2,3)  +  (3,4)  +  . .  +  (2«  - 1,2»)  -h  (2ii,l) 

2)  im  (2i»  +  l)eck 

=  (1,2)  +  (2,3)  +  (3,4)  + .  .  +  (2«,2«  + 1)  +  (2«  + 1,1') 

wenn  im  letztern  Falle  1'  die  Rückvedänfferung  der  Parallelen  1 
bezeichnet.  —  Im  ersten  Falle  igtjdleninacn  jene  Winkelsumme  in^- 
mer  ein  gerades,  im  zweiten  ein  ungerades  Vielfaches  von  2  rech- 
ten Winkeln. 

3.  Diese  Herleitungsweise  der  Summe  der  Innern  Vieleckswin- 
kel hat,  abgesehen  von  der  Cebereinstimmung  mit  der  für  die 
äussern  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erheblichen  Vorzug,  dass 
sie  sich  ganz  gleichmässig  auf  alle  Vielecke  mit  beliebig  vielen 
convexen  Winkeln  anwenden  und  dass  sie^  die  eigentliche  Bedeu- 
tung der  Polygonwinkel  deutlicher  erkennen  lässt. 

Es  sei  mir  erlaubt,  aus  dem  Obigen  noch  einige  Folgerungen 
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zu  ziehen,  welche  eine  Brg^änzung  dessen  bilden,  was  ich  in  der 
Abhandlung  über  die  symmetrischen  Kreisvielecke  von  ungerader 
Seitenzahl,  Gotha  1840.  über  die  verschiedenen  Winkelsnmmen  der 
Vielecke  angedeutet  hatte. 

4.  Bei  unveränderter  Drehnngsrichtung  ist  in  einem  einfachen 
ebenen  Vielecke  die  Summe  der  Winkel  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender Seiten 

für  (2i»+l)  Scheitel;  für  ßn)  Scheitel 
entweder         1 . 2/2,  2 .  2iR, 

oder  3.2/e,  4.2/2, 

oder  5 .  211,  6 . 2/2, 


oder    (4«t+l).2/2.  (4it-d).2/l. 

Da  aber  bei  jedem  «»eck  die  eine  oder  die  andere  Drehungs- 
riehtnng  gewählt  werden  kann,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  für 
dasselbe  zwei  Summen  der  Winkel  je  zweier  anstossender  Seiten, 
welche  einander  zu  m  .  4/2  ergänzen«  Beschränkt  man  sich  daher, 
wenn  beide  Summen  ungleich  sind,  auf  die  jedesmalige  kleinere, 
so  erhält  man  bloss  nachstehende  mögliche  Werthe: 

für  das  (2#iH-l)eck;  für  das  (2»)eck 
1  •  2/f  j  »  •  2/2, 

3.2/1,  4.2/2, 


(2jHhl).2A,  2i»,2/2, 

wo  die  höchsten  Werthe  Vielecken  airgehören,  deren  Winkelsnmme 
bei  beiden  Drehungsrichtungen  gleich  gross  ist. 

5.  Aus  der  in  (2)  angegebenen  Construction  ergiebt  sich  so- 
gleich, wie  umgekehrt  auch  Vielecke  von-  gegebener  Seitenzahl 
und  SeitenrichtuDg  construirt  werden  können,  welche  eine  vorge- 
schriebene Winkelsumme,  wie  die  in  (4)  angegebenen,  haben. 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  aus  in  einer 
Ebene  m  Strahlen  in  beliebigen  Richtungen,  und  schreibt  an  jeden 
derselben  eine  der  m  ersten  natürlichen  Zahlen,  so  hängt  bei  ge- 
radzahligen Vielecken  die  Summe  der  Winkel  von  der  Zahl  der 
Nichtfolgen  ab,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in  der  gewähl- 
ten Drehungsrichtang  vom  Strahle  1  an  fortgehend  sämmtliche 
Strahlen  so  abliest,  wie  sie,  ohne  Rücksicht  aS  die  Bezeichnung, 
der  Reihe  nach  auf  einander  folgen.  Entiialten  alsdann  die  zuge- 
hörigen Zahlen  a  Nichtfolgen,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  jedes 
(2ft)eek8,  dessen  Iste,  3te,  «^e, . .  luid  2te,  4te,  6te,..  Seite  den 
Strahlen  1,  3,  5, . .  gleichstimmig  und  den  StraUea  2,  4,  6, . .  nn- 
gletchstimmig  parallel  ist,  r=t(l«^a)  .  4/2,  indem  dann  a  Umläufe 
gemacht  werden  müssen  ^  bis  man  wieder  zu  dem  ersten  Strahle 
gelangt,  von  dem  man  ausgegangen  war.    So  enthält  jedes  zu  den 
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1  2  45  3; 

1  3  25  4; 

1  2  54  3i 

1  3  52  4; 

1  2  35  4; 

1  3  24  5; 

1  2  53  4; 

1  3  42  5; 

1  2  34  5; 

1  4  23  5; 

1  2  43  5; 

1  4  32  5, 

welches  die  12  verschiedenen  Fünfecke  sind,  die  zu  jenen  Scheiteln 
gehören. 

8.  Die  auf  solche  Weise  gebildeten  Anordnungen  der  Elemente 
2,  3,..,  m^  worin  keine  zwei  vorkommen,  von  denen  die 
eine  die  Umkehrung  der  andern  ist,  verdienen  wegen  des 
häufigen  Gebrauchs,  der  sich  in  der  Geometrie  davon  machen  lässt, 
besonoere  Beachtung. 

9.  Aus  (7.)  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorher- 
gehenden,  dass  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  gehörigen 
Vielecke  sich  nach  den  kleinsten  Summen  ihrer  Winkel 
klassificiren  lassen,  was  man  bisher  unterlassen  zu  haben  scheint. 

.  10.  Bei  der  Richtung,  welche  die  Geometrie  in  der  neuern  Zeit 
genommen,  dürfte  die  Aufnahme  des  in  (2.)  gegebenen  Beweises 
in  die  Elemente  nicht  unzweckmässig  sein,  indem  der  Anfanger 
dann  frühzeitig  mit  den  Vielecken  in  ihrer  allgemeinefn  Bedeutung 
bekannt  gemacht  werden  kann. 


IX. 

Uebungsaiifgaben  für  Schüler. 


(Fortsetzimg.) 


4.    Cubatur  des  Eliipsoids,  Hyperboloids  mit  2  gleichen 

Axen. 

Die  Gleichung  des  um  die  grosse  Axe  rotirenden  Kegelschnitts 
sei  y^=:pap  +  qa:^,  die  Abscisse  a?  werde  in  n  ffleicne  Theile 
getheilt  und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinaten  werden  Parallelen 
zur  grossen  Axe  gezogen,  dann  entstehen  durch  Umdrehung  des 
Kegelschnitts  Cylinder,  deren  Gesammt-Cubikinhalt  durch  die  Sum- 
matiqn    der  Quadratzahlen  und   der  natürlichen  Zahlen   gefunden 

wird=*^[f  (H.^)  +  *ra.«  (^^  L+ ^)J 
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Indem  man  das  Ellipsoid  mit  3  ungleichen  Axen  durch  Ebenen, 
die  zu  zwei  Axen  parallel  aezogen  werden,  in  gleich  weit  von 
einander  abstehende  elliptische  Cylinder  zerfallt,  kann  man  durch 
dasselbe  Hülfsniittel  ohne  die  geringste  Schwierigkeit  den  Gesammt- 
Cubikinhalt  der  elliptischen  Cylinder  erhalten.  Sind  die  Axen  6 
und  Cy  zu  welchen  die  Ebenen  parallel  gelegt  werden,  und  wird 
die  auf  a  genommene  Abscisse  a:  vom  Mittelpunkte  gezählt  in  n 
gleiche  Theile  getheilt,  so  ist  der  Cubikinhalt  der  elliptischen  Cy- 

I"        a?*     1  1  1    Tl 

liader  =a?;rW|  1  — ^  ^T"**  ^"^  6«»M>  ''^^''^^^^  ^®"^  Cubikiu^ 

halt  des  halben  Ellipsoids  ^adc .  tt  folgt. 

5. 

Der  bekannte  Ausdruck  für  den  Radius  des  Erümmungs- 
kreises  der  Kegelschnitte  durch  die  Normale  stand  mir  zu  isolirt» 
ich  suchte  deshalb  einen  Ausdruck  für  den  Radius  des  durch  3 
Punkte  eines  Regelschnitts  gelegten  Kreises^  und  fand^  dass  jener 
Radiu»  gleich  ist  dem  ProduKte  üreier  Normalen  auf  die  3  Sehnen 
des  Kegelschnitts,  dividirt  dujrch  das  Quadrat  des  halben  Para;ne<- 
ters.  Jede  dieser  Normalen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt t  Aus 
dem  Mittelpunkte  wird  ein  Radius  Vektor  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelschnittssehne  gelegt,  und  die  oben  bezeichnete  Normale 
auf  diese  Sehne  geht  von  dem  Endpunkte  des  Radius  Vektor  auf 
der  Curve  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fallen  die 
3  Punkte  des  Kegelschnitts  zusammen,  so  verwandele  sich  die  ur- 
sprünglich ungleichen  Normalen  in  3  gleiche  Linien. 

& 

IVenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  be- 
wegt, während  der  anziehende  Punkt  in  einem  Brennpunkte  der. 
selben  steht,  so  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  umge- 
kehrten Entfernung  des  anziehenden  von  dem  angezogenen  Punkte 
proportional« 

Dieser  bekannte  Satz  lässt  sich  ohne  Hülfe  der  höhern  Rech- 
nungen beweisen.    Die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  vom  Centrum 

der  Anziehung  mch  m.  entfernen  strebtj  ist  =jd>  weiin  v  die  Ge- 
schwindigkeit und  Jfl  den  Krümmungshalbmesser  für  den  Ort  des 
bewegten  Punkte  bezeichnet.  Ist  jr^die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  in  der  Richtung  des  Radius  Vektor  r  angezogen  wird,  so  ist 
die  in  die  Richtung  der  Normale  n  fallende  Kraft  jP  cos  (^,  r),  wenn 
t  die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  bezeichnet. 
Da  nun  die  genannte  Kraft  gerade  so  gross  sein  muss,  als  die  Cen- 

trifugalkraft  j»,  so  ist  jP=^»  •  y.  Ist  die  Geschwindigkeit  im 
nächsten  Scheitelpunkte  1^  die  Excentrizität  e^  so  ist  a{l — e)z=:vty 
folglich  JP= — *     »^, — ^,     Da   aber,   wie   leicht  zu  beweisen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  Ellipse,  während 
der  anziehende  Punkt  im  Mittelpunkte  derselben  steht,  fio  ist  ^  der 
Entfernung  direkt  proportional. 
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wnsst  wird,  z.  B.  dass  sieb  alle  diese  Conren  in  2  Punkten  begeg- 

y  —  1 
aen,  dass  sie  je  naeb  den  hoheni  Grade  bis  sosi  Punkte  ^ 

y=  1 

istaier   näber   an    die  Abscissenaxe  und  au  die  Ordinate  1    treten 
u.  s.  w. 

10.     Veranscbaolichende  Darstellong  der  Primzablen. 

Ein  grosses  gleicbseitiges  Dreieck  wird  in  10000  kongruente 
gleichseitige  Dreiecke  zertheilt  und  in  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 
natürlichen  Zahlen  so  geschrieben,  dass  die  Zahl  1  in  die  Spitze, 
2  an  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreihe,  4  an  das  Ende  der- 
selben, 5  an  den  Anfang  der  dritten  Horizontalreihe,  9  an  das 
Ende  derselben  koant,  wie  denn  überhaupt  der  ganze  rechte  Saunt 
des  Dreiecks  von  den  Quadraten  der  naturlichen  Zahlen  eingenom- 
men, in  jeder  Horizontalreihe  aber  von  der  linken  nach  der  rech- 
ten Hand  gezählt  wird.  Giebt  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  Farbe,  so  gewahrt  man  bei  geringer  Aufmerksam- 
keit, dass  im  Allgemeinen  die  Primzahlen  in  gewissen  parallelen 
i^at  gleichweit  von  einander  entfernten  Richtungen  dichter  beisam- 
men liegen,  als  in  andern  Richtungen.  Die  Zahlen  von  der  Form 
AI +  mQi  —  1)  stellen  einen  Stab  mit  geschlossenem  sechseckigem 
Sterne  dar,  dem  einzigen ^  der  unter  den  10000  Dreiecken  vor- 
kommt. 

11. 

Einfache  Bestimmung  des  Brechungeverhältnisses  in  einem  drei- 
seitigen Prisma  durch  den  Neigungswinkel  fff  zweier  Seiten-Ebenen 
des  Prismas  und  durch  die  Winket,  welche  der  einfallende  und  der 
austretende  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Einfallslothe  bilden. 

Der  Strahl  treffe  in  ji  das  Prisma,  und  bilde  mit  dem  Einfalls- 
lothe den  Winkel  a,  der  gebrochene  Strahl  trete  in  JS  ans  dem 
Prisma  und  bilde  mit  dem  Bin&llslothe  daselbst  den  Winkel  ^,  die 
beiden  Lothey  welche  die  Winkel  a  und  ß  im  Innern  des  Prismas 
mit  dem  Strahle  jiß  einschliessen ,  schneiden  sich  in  C,  so  hat 
man  in  dem  Dreiecke  ABC 

uiB^=uäC*'^CB*'^2jiC.CB.eoßtf 

folglich  Issin  /?*-f-sin  a*-f-2sin  a  sin  ß  cos  fp 

■       sin  i*  sin  g*  2sin  g .  sin  b  .  cos  ^ 

«»  sin  ^*        n*  sin  ^*  «•  sin  ^* 

und  «  sin  ^  =  l/^sin  a*  +  sin  6*  +  2sin  a  .  sin  6  cos  ^  *). 

*)  Siehe  Seebeck's:   Observationes  de  corpomm  lucem  simpliciter  refirin- 
gentium  angulis  polarisationis.    Berolini  1830* 

(Der  Schluss  folgt  im  nächsten  Hefite.) 


X. 

Lehrsatz,  die  Eckeo  der  Pyramiden  betreffend. 

Von  dem 

Herrn  Director  J.  H.  T.  Müller 

am  Realgymnasium  zu  Gotha. 


Ds  die  Eiffenschaften  der  Poljederecken  bisher  noch  wenig 
untersucht  worden  sind^  so  wird  vielleicht  einzelnen  Mathematikern 
die  Mittheilung  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  und  an  Folgierungen 
liemlich  reichen  Lehrsatzes,  die  Ecken  der  Pyramiden  betre£fend, 
nicht  unangenehm  sein.  Sollte  ich  mich  hierin  nicht  täuschen,  so 
würde  ich  später  noch  eine  Reihe  damit  verwandter  Sätze  für  an- 
dere Polyeder  mittheilen.    * 

1.  Ich  lege,  der  grossem  Deutlichkeit  weffen,  statt  einer 
ffseitigen  Pyramide  die  beliebige  fünfseitige  OÄBCDE  (M.  s. 
Fig.  %  a  und  h  auf  der  schon  dem  ersten  Hefte  beigegebenen 
Taf.  I.)  bei'  meiner  Betrachtung  zu  Grunde  und  nehme  auch  fürs 
Erste  an,  dass  die  fünfkantige  Basia  ABCDE  lauter  concave 
Winkel  enthält.  Jene  Beschränkung  ist  ohne  Einfluss  auf  die  All- 
gemeingiiltigkeit  des  Lehrsatzes  und  diese  wird  später  aufgeho- 
ben werden. 

%,  Um  die  Ecken  unserer  Pyramide  zu  vereinigen,  verfahre 
ich  wie  bei  der  Summirung  der  TVinkel  eines  ebenen  geradlinigen 
Vielecks  in  dem  Aufsatze  Nr.  Vlll.  und  ziehe  aus  dem  Mittelpunkte 
M  irgend  einer  Kugel 

1)  mit  den  Seitenkanten  OJ,  OB,  OC,  OD,  OE  die  ungleich- 
stimmig parallelen  Radien,  welche  der  Kugetfläche  bezüglich 
in  den  Punkten  ce',  j^,  y,  i',  ^  begegnen  und  dort  die  Spitzen 
eines  sphärischen  Fünfecks  a'/^'/d^e' bilden ,  welche  das  Maass 
der  Scheitelecke  von  0,  mithin  auch  der  ursprünglichen  Ecke 
O  in  der  gegebenen  Pyramide  ist; 

2)  aus  demselben  Punkte  M  mit  den  Grundkanten  BA,  ^  CB, 
DC,  ED,  AE  die  gleichstimmig  parallelen  Radien,  die  die 
Kugelfläche  bezüglich  in  den  Punkten  a^  b,  c,  d,  e  und  rück- 
wärts verlängert  in  o',  ^,  </,  d\  e^  treffen,  und  sämmtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  Hauptkreise  der 
Kugel  liegen. 

ThdllL  8 
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3.    Da  ü/i»^  Me^  Ma'  mit  AB^  AE^  ^^  gleicbstimmig  parallel 
sind,  so  ist  das  sphärische  Dreieck 

€^a*€  das  Maass  der  Grundecke  A  der  geg^ebenen  Pyramide, 
und  ebenso,  ^'l^'a    ---  -'i?- 

c^fb     ,        ^       .  .         C    - 

W9c    ....  -         /?    - 

^«W    ...  -iE;   -  .  .       _ 

Ausserdem  entstehen  noch  die  sphärischen  Vierecke 

bei  denen,  was  ihren  Inhalt  betrifft,  zu  unterscheiden  ist,  ob  die 
zwischen  einem  griechischen  und  lateinischen  Buchstaben  liegenden 
Seiten  einander  verlängert  oder  unverlängert  schneiden,  welches 
statt  findet,  je  nachdem  in  der  Drehungsrichtung  a^  b^  Cy  dy  e  die 
untern  Grundlinien  derselben,  nämlich*  eb^^  aefy  b(P^  c^',  daf^  Folgen 
oder  Nichtfolgen.  bilden.  Im  letztem  Falle  nämlich  giebt  der  Un- 
terschied zwischen  dem  obem  und  untern  der  beiden  ebtstande- 
neif  Dreiecke  den  Inhalt  des  jedesmaligen  sphärischen  Vierecks« 

4.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist 

a'/?y(p6'  + »'0'^  +  «'^*'/?'= der  Halbkügelf lache, 

+  ded+  edt^a' 

die  4as  Maass  von  4  rechten  Ecken  ist,  welche  ich  mit  4A'  be- 
zeichne. 

5.  Weil  ferner  z.  B.  OAy  OB.  und  AB  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  liefen  auch  die  Endpunkte  a',  ß'y  tß  und  a'  der  damit  pa- 
rallelen Radien  in  einer  und  oerselben  Ebene^  und  es  ist  das  sphä- 
rische Zweieck  a^a'^adea^  das  Maass  des  Grundkeils  AB.  Be* 
zeichoen  wir  nun  die  die  Grundkeile  der  Pyramide,  nämlich  AB^ 
BCy  CDy  DEy  EA  messenden  Zweiecke  mit  (or),  (b),  (c),  (</),  (^), 
so  erhalten  wir  die  neuen  Gleichungen 

(a)  =  a'a' tf  +  deUß'  +  l/^a  \ 

{b)  =  b'ß'a-hß'acy+  c'/b; 

{c)=c'/b  +  /bd'&  +  dfc', 

{d)  =  d'&C  +&€€"£' -^  e'€W; 

( e)  =  e'£'d+  B'da'a'  +  a'a'e. 

6.  Addirt   man    die   in   (5)  erhaltenen  Gleichungen  und  -sub- 
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trabirt    tod    der   dadurch    faerrorgebfachten    die    in    (4)   erhalteae 
Gleichang,  so  ist  für  A"  als'Halbkagelfläche: 

Aus  dieser  Gleichung  aber  ergiebt  sieb,  wenn  man  von  der 
Kugelfläche  wieder  zu  den  Ecken  zurückkehrt  und  zuffleicb  er- 
wägt, dass  (a)  —  a'a^e  das  Haass  derjenigen  Ecke,  welche  ulO, 
AJEl  und  die  Verlängerung  von  BA  über  A  hinaus  zu  Kanten  hat, 
also  die  Aussenecke  von  A  ist,  die  ich  mit  A!  bezeichne,  dass 

7«  Da  die  ganze  Herleitungsweise  zeigt,  dass  die  Beziehun- 
gen für  jede  mehrseitiff^  Pyramide  sich  nicht  ändern ,  so  ist  allge- 
mein für  jede  Pyramide  mit  hohlwinkliger  Grundfläche 

A'+B'-hC'+...^0  =  AIif,  d.i. 

„In  jeder  gewöhnlichen  Pyramide   ist   die  Summe 

y^aller  nach    einerlei  Richtung    genommenen  Aus- 

'    „s^necken  über  der  Grui^dfläcne,  vermehrt  um  die 

„Ecke    an    der  Spitze,    so    grass    als  vier   rechte 


„Ecken;" 


oder  was^  dasselbe  ist, 

„die  Summe  aller  Aussen.ecken  gleich  der  Neben« 
„eeke  der  Ecke  an  der  Spitze.'^ 

8.  Diess  ist  vielleicht  der  erste  Lehrsatz,  der  bei  Polyedern 
mit  nicht  parallelen  Flächen,  einen  constanten  Werth  för  eine 
Summe  von  Ecken  nachweist ,  Vielehe  von  der  Zahl  nnd  Lage  der 
Seiten  völlig  unabhängig  ist. 

Aqch  ist  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani- 
metrischen  zu  beachten,  dem  zufolge 

in  jedem  hohlwinkligen   ebenen  Vielecke   die   Summe   aller 
Aüssenwinkel  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

9.  Bewegt  sich  die  Spitze  0  der  Pyramide  nach  der  Gnind- 
fiache  hin,  so  behält  der  Satz  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit, 
wenn  0  in  die  Ebene  der  Grundfläche  selbst  fällt,  indem 
dann  die  Aussenkeile  sänmtlich  zu  NuU  werden,  während  die  Ecke 
0  iu:  eine  f4 stehe  Ecke  übergeht,  die  4/2'  gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  0  ihre  Bewegung,  noch  weiter  fort,  d.  h. 
tritt  sie  unter  die  Grundfläche,  so  wird,  vne  man  sich  sogleich 
überzeugt,  die  Ecke  an  der  Spitze  convex,  also  grösser  als  AiV; 
dagegen  werden  dann  die  Ausseuecken  an  der  Grundfläche, 
Alles  auf  die' ursprüngfiehe  Figur  bezogen,  negatrv.  Auch  dann 
ist  noch 

die  algebraische  Summe  der  Anssenecken  und  der  Ecke 
aa  der  Spitze  so  gross  &]ß  vier  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Fall  kommt  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen 
PoTyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstand  der  Spitze  0  von  der  Grundfläche  unend- 
lich gross,  werden  also  die  Seitenkanten  der  Pyramide  einan-' 
der  parallel,  und  geht  die  Eeke  ^  in  Null  über,  so  ist  auch  noch 

8- 
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in  dem  balbbegrenzten  prismatiscken  Räume  die  Summe  aller 
eiDseitswendigen  Aussenecken  gleich  der  Summe  voo  vier 
rechten  Ecken. 

10.  Aus  dem  Beweise  von  (7)  folgt  ferner  unmittelbar,  dass 
in  jeder  Pyramide 

die  Summe  der  nach  einer  Richtung  hin  genommenen  Aussen- 
ecken an  der  Grundfläche  gleich  ist  der  Summe  der  nach 
der  entgegengesetzten  hin  genommenen. 

11.  Auch  ergiebt  sich  sofort,  , 

dass  wenn  in  zwei  Pyramiden  von  gleicher  oder  ungleicher 
Seitenzahl    die   Summen    der   einseitswendigen   Aussenecken. 
an   der  Grundfläche  einander  gleich  sind,   auch  die    beiden 
Ecken  an  der  Spitze  einander  gleich  sein  werden. 

Der  obige  Lehrsatz  bietet  demnach  auch  ein  Hiilfsmittel  dar,  die 
Gleichheit  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verschiedenen  Ecken 
zu  erweisen. 

12.  Umgekehrt  ist,  wenn  man  durch  eine  Ecke  beliebig  viele 
Ebenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  sind  und  nicht  durch 
den  Scheitel  gehen, 

an  jeder  solchen  Ebene  die  Summe  aller  einseitswendigen 
nach  der  Spitze  zu  liegenden  Aussenecken  constant  und  der 
Ergänzung  der  gegebenen  Ecke  zu  vier  rechten  Ecken  gleich. 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  auf  gleichgrosse  Ecken  ausdehnen. 

13.  Enthält  endlich  die  Grundfläche  der  Pyramide  convexe 
Winkeln  Ho  lässt  sich  eben  so  leicht  darthun, 

dass  die  Summe  aller  einseitswendigen  Aussenecken  ver- 
mehrt um  die  Ecke  an  der  Spitze  sovielmal  vier  rechte 
Ecken  beträgt,  als  in  der  Summe  der  Aussenwinkel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 

Erst  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsatz  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in  welcher  er  sich  auf  Polyeder  mit  convexen  Ecken  an- 
wenden lässt. 

14.  Mit  Üebergehung  aller  weitern  Folgen,  welche  sich  aus 
dem  oben  erwiesenen  Lehrsatze  ziehen  lassen,  erlaube  ich  mir  noch 
schliesslich  einige  ganz  leichte  Sätze,  die  Ecken  und  Keile  der 
Prismen  betreifend  mitzutheilen^  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Elemente  der  Stereometrie  könnten  aufgenommen  werden. 

15.  Im  Jiseitigen  Prisma  ist 

1)  die  Summe  aller  Seitenkeile  das  (i»-2)fache  des  gestreckten  Keils. 

2)  Die  Summe  aller  Grundkeile  das  «fache  des  gestreckten  Keils. 
Hieraus  folgt,  dass 

3)  im  Parallelepipedon  die  Summe  aller  Keile  das  Sfache  von  vier 
rechten  Keilen  ist. 

16.  Eben  so  ist  im  inseitigen  Prisma  die 

Summe  aller  Ecken  gleich  der  Summe  aller  Seitenkeile  oder 
{n  —  2)mat  so  gross  als  die  flache  Eck6. 

Demnach  haben  alle  ParalleJepipeda  eine  gleichgrosse  Eckensumme^ 
welche  8^'  oder  eine  volle  Ecke  beträgt. 
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XI. 

Combinatorische  Lösung  der  Euler -Pfaff 'scheu 
Aufgabe  In  Nr.  XXYII.  des  ersten  Tlieils. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Teilkampf 

in  Hannover. 


Die  nach  dem  Vorgoo^e  von  Buler,  welcber  seine  Forderung 
«■f  die  Zerlegung  in  Dreiecke  bescbränkt  hatte,  von  J.  F.  Pfafl' 
gMCellte  allgemeinere  Aufgabe  lautet  a.  a.  0.  folgendcrgestalt:     . 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  »eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
«ecke  zerlegen  lässt. 

Da  der  Gegenstand  der  Betrachtung  offenbar  einen  combiuato- 
riichen  Charakter  hat.  Indem  es  sich  um  alle  denkbaren  Umstell un- 
geo  der  Diagonalen  handelt,  durch  welche  die  Gesammtligur  in  die 
verlangten  l^rtialfig^ren  zerlegt  werden  könne,  so  erscheint  es  au- 
ffemeasen,  die  Kckuunkte  des  gegebenen^  necka  durch  die  fortlau- 
fende Zahlenreihe  1,  2^  3  . ...»  zu  bezeichnen  und  die  von  dieseu 
Punkten  auslaufenden  Diagonalen  (als  die  eigentlichen  ElenuMite 
der  Znsammenstellungen)  ebenfalls  beziehungsweise  mit  den  Zah- 
len 1,  2,  3 ....  AI  anzudeuten,  wobei  indessen  Wiederholbarkeit 
derselben  bedungen  werden  muss,  um  z.  B.  durch  die  Combinations- 
form  1  .  1  .  1  .  i  vier  verschiedene  aber  sämmtlich  vom  Eckpunkte 

I  anaffehende  Diagonalen  auszudrücken.  Unter  dieser  Vorausset- 
lang  nrancht  man,  um  irgend  eine  Combinationsform  von  (/  Kle- 
■enten  ans  den  Zahlen  1,  2^  3  ...»  als  Diagonalenstellung  in  der 
ffegebenen  Figur  nachzuweisen,  nur  von  jedem  der  bezeichneten 
fi^pnnkte  zu  dem  um  {m  —  1)  weiter  gezählten  eine  Diagonale 

II  ziehen,  indem  man  zunächst  (um  dem  Schneiden  der  Diagona- 
len zu  begegnen)  mit  denienigen  Punkten  beginnt,  auf  welche 
■indeatens  {m  —  2)  nicht  in  ocr  Complexion  angedeutete  folgen, 
nnd  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theile  der  Figur  dieses  Ver- 
fahren fortsetzt.  Zu  noch  bestimmterer  Bezeichnung  der  Diago- 
aalenatellung  deutet  man  am  zweckmnssigsten  ihre  Reihenfolge 
dorcfa  die  der  Elemente  an^  so  dass  das  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  f. 
ingleich  die  erste,  zweite,  dritte  ....  Diagonale  bezeichnet,  was 
fireilich  nicht  selten  eine  Umstellung  der  Kremente  einer  gegebenen 
Coiibinationsform  nöthig  machen  wird^  wobei  dann  natürlich  auch 
niedrigere  Elemente  auf  höhere  folgen  dürfen. 
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Wählen  wir ,  zu  völliger  Verdeutlichung  dieser  Darsiellungs- 
weise  irgend  eine  hestimmte  Figur,  etwa  wie  nachstehend  ein 
Zwölfeck. 


Um  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  zu  zerlegen, 
welches  durch  4  Diagonalen  geschieht,  so  wird  man  diese  zunächst 
von  dem  Eckpunkte  1  nach  deti  Punkten'  4,  6,  8,  10  ziehen  und 
durch  die  Combi nationsform  1.1.1.1  darstellen  können.  Wollte 
man  die  Endpunkte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  bemerklieh  machen, 
so  durfte  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  anhäogenj 
welche  den  Endpunkt  bilden  soll;  folglich  wäre  näher  bestimmt  die 
Combinationsform  1  . 1  . 1  .  1  =  1«  .  le  •  1,  .  lio«  und  es  lässt  sich 
nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  unmittelbaren  Betrachtung  der 
Figur  leicht  entnehmen,  wie  man  jeder  andern  Complexion  aus  vier 
der  gegebenen  Elemente  1,  2,  3  ...  ^  12  in  gleicher  Weise  ibre  be- 
stimmte Deutung  zu  geben  im  Stande  ist.  So  findet  maa  -s.  B.« 
leicht  die  Diagonalenstellungen  für  die  Formen: 

1)  1.1. 1.1  =  1^.1.. 1,. 1,0 

*j  1  •  i  •  1  .  Z=s2g  •  1«  .  lg  .lio 

3j  1,1.1.  3  =  3g  .  1^  .  lg  .  lio> 

indem  die  erste  Diagonale  zu  den  Punkten  2  und  3,  und  also  in 
zwei  andere  Lagen  übergeht^  während  die  drei  übrigen  unvenLp- 
dert  bleiben.    Dagegen  fordern  die  Formen: 

4)1. 1.1. 4  =  1, .4,. lg    .1,0 

9j  1  .  1.  .  X  .  D  ziz  1 4  •  Dg  .Ig.lio 

6)  1.1.1.6=1,  .1,.  6,    .lio 

t)  1.1.1.  f  zz:  I4  .  lg  .  T|o  .  Ij^  . 

eine  Vertauschung  der  zweiten  oder  dritten  aud  dem  Punkte  1 
nrn«««».«*.»»  n:»«.^„«i»  -«^««  -.: —  — ''— e,  die  von  einem  der  Pniik^ 

lögen  endlich  noch  die  Coin*> 


lus  aem  ruuKie  i 
gezogenen  Diagonale  gegen  eine  andere,  die  von  einem  der  Pniik^ 
4,5  oder  6,7  ausgeht.    Beispielsweise  mögen  endli< 


plexionen 


8)  1.4.7.10=14    .4,    .T,o.lO. 
0)  1.2.3.    4  =  1,0.2,    .3,    .  4, 
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10)2.4.6.    8  =  2,,  .4,,  .6,,  .8,, 

mit  der  Figur  verglichen  werden,  um  die  Bestimmtheit  zu  erken- 
nen) welche  in  der  hier  gewählten  arithmetischen  Andeutung  der 
verschiedenen  Diagonalenstellungen  liegt. 

So  unzweifelhaft  aher  auch  die  geometrische  Deutung  ist,  die 
man  nach  dem  'Vorhergehenden  einer  jeden  Complexion  zu  gehen 
vermag,  sind  die  yerscniedenen  Complexionen  doch  weit  ennernt, 
ehen  so  viele  verschiedene  Diagonalenstellnngen  auszu- 
drücken. Schon  das  letzte  der  ohigen  Beispiele  zeigt  ausfeufällig, 
dass  für  ein  in  Vierecke  zu  zerlegendes  Zwölfeck  die  Form 
2  •  4  •  6  .  8  =  2j ,  .  4, ,  .  6, ,  .  8, ,  gleichhedeutcnd  mit  der  Com- 
plexion  11  .  11  .  11 .  11  =  11,  .  11«  .  11«  .11,  ist.  Noch  hestimm- 
ter  wird  man  die  Mannigfaltigkeit  von  Comhinationsformen  durch- 
aus gleicher  Bedeutung  ans  folgenden  Beispielen  abnehmen  können: 

1.1.1.10=14.1.^1,  .10,     , 

l./l.  1.8.  10  =  1^.1.  .8,  .10, 
11.6.8.10  =  1^.6,  .8,  .10, 
4.6.8.10  =  4,-  .6,  .8^.  10, 

1  .2.3.    4  =  1,0  .2,  .3,  .4, 
il  •  2  «  3  •    7  :=  lia*^^  .3,  •*  4 

1.2.7.  8 1:=  1,0  .2^  .0|  *  74 

1.7.8.  9  =  1,0.93  .8,  .7* 
7.  8.  9. 10=  10^.9,.  8,  .7^ 

1.      3.      5.      5=3  1,0   •  3,0   .  9|o   •   ^8 

1.    3.    5.   8^  1,0  •  3,0  •  5,0  .  8s 

3. /l.    3,    8,10=1,0.3,0.10,  .8, 

1.    8.10,10=1,0.10,  .10,  .8, 

8.10.10.10  =  10,  .10,  .10,  .8, 

1.2.11.11=2,  .1,  .11«.  11. 

1.2.    8.11  =  2,  .1.  .11,  .8,, 

4. /I.2.    6..    8  =  2,  .1,.  6,,  .8,, 

I2.6.    6.    8  =  2,  .6,  .6,,  .8,, 

5.6.    6.   8  =  5,  .  6,  .  6, ,  .  8, , 

Bei  näherer  Betrachtung  der  vorstehenden  vier  Diagonalenstel- 
lungen nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass  die  Umgestaltung  ihrer 
Ausdrücke  allmählig  fortschreitet  und  zwar  von  der  letzten  Dia- 
gonale ausgeht.  Denn  zunächst  darf  man  sich  diese  umgewendet 
(oder  von  ihrem  Endpunkte  aus  gezogen)  und  demgemäss  anders 
bezeichnet  vorstellen ,  ohne  dass  dadurch  die  Bedeutung  der  Cpm- 
plexio'n  im  Mindesten  geändert  wird.  Das  Nämliche  gilt  dann  aber 
auch  von  der  vorletzten  Diagonale  u.  s.  f.  bis  zur  ersten  hin, 
so  dass  hier  jede  beliehige  Compleyion  vier  Cmforoungen  gestat- 


iety  die  mit  ihr  durchaus  dasselbe  bezeidiDeo.  —  Sei  nun  die  all- 
gemeine Andeutung  einer  beliebigen  Combinationsform 

a  .  6  • . . .  c  •  dz^  aa  •  ^ß  •  •  •  •  cy ,  dj^ 

worin  a,  ß,  /y  d  die  respectiyen  Endpunkte  der  ans  den  Eeken 
n,  öy  Cj  d  gezogenen  Diagonalen  andeuten ,  so  bleibt  die  Bedeu- 
tung jener  Complexion  die  nämliche  in  den  Forofc 

Ua  •  ^ß  •  •  »  Cy  ,  dd  =  Üa  •  ^ß  •  '  •  Y^  •  ^d  ^^  Ufa  •  ßh  •  •  »fe  -  vd 

denn  es  wird  zunächst  die  letzte  Diagonale  eben  so  bestimmt 
durch  i  als  durch  d  bezeichnet,  da  bei  nnyeränderter  Andeutung 
der  vorhergehenden  über  die  Lage  der  äussersten  Theilnngslinie 
in  beiden  Fällen  kein  Zweifel  bleiben  kann;  —  und  da  das  Nämr- 
liehe  aus  gleichen  Gründen  von  der  vorletzten  Diagonale  be- 
hauptet werden  darf,  sofern  man  nur  in  den  Andeutungen  aller  übri- 
gen nichts  ändert,  so  lässt  sich  die  Umsetzung  der  Elemente  all- 
mählig  bis  zum  ersten  ausdehnen.  Die  gegebene  Complexion 
a  .  b  . , , .  c  ,  d  wird  also ,  wenn  sie  überhaupt  g  Elemente  enthält, 
auch  g  Umformungen  zulassen,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern; 
oder  mit  andern  Worten:  es  werden  unter  sämmtlichen  Com- 
plexionen  (^+1)  von  dieser  übereinstimmenden  geome- 
trischen Bedeutung  enthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  ein  gegebenes 
iseck  sich  durch  q  Diagonalen  in  lauter  «secke  zerlegen  lässt,  ist 
nunmehr  ohne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  da  man  weiss,  dass 
die  überhaupt  mögliche  Menge  von  Combinationsformen  zu  q  wa&  » 
wiederfaolbaren  Eaementen  durch 

n(m  -fr- 1)  (<t+2)  (ü  -»-  S) (M+y  —  1) 

ausgedruckt  vnrd,  worin  nach  dem  Vorhergehenden  die  arithmeti- 
sche Darstellung  jeder  Diagonalenstellung  (^  +  l)mal  enthalten 
ist,  so  dass  man,  um  die  wirklich  verschiedenen  Diagonalenst^lnn- 
gen  zu  erhalten,  nock  mit  (^  +  1)  dividiren  muss.  Bezeichnen  wir 
daher  die  gesuchte  Anzahl  für  ein  iieck  mit  g  Diagonalen  durch 
^/"^,  so  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 


Jf*^  =  - 


1  f|(f|-fr.l)  (ji-fr-2) (Ji-t^y  — 1) 


und  vermöge  dieser  independenten  Formel  lässt  sich  eine  Tafel, 
wie  die  von  Nie  Fnss  gegebene  (s.  Pag.  198  a.  a.  0.)  leicht  bis 
zu  beliebiger  Weite  au&teUen,  indem  man  nur  aus  derjenigen  der 
Fignrirten  Zahlen  die  entsprechenden  Werthe  zu  nehmen  und 
beziehungsweise  durch  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3  . . . .  =^-|-  1  zu 
dividiren  braucht. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  auffallend  erscheinen,  in  vor- 
stehendem allgemeinen  Ausdrucke  unter  den  bestimmanden  Grössen 
die  Zahl  m  zu  vermissen,  welche  in  den  a.  a.  0.  mitgetbeilten  re- 
currirenden  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  dnrck  Indnction 

Seschlossenen  independenten  auftritt    Man  erkennt  aber  leicht, 
ass  bei  der  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Grössen  js,  m  und  g  zu 
einander  stehn,  ausgedrückt  durch  die  Gleichnag 


1^1 

nnr  eine  der  befden  Zahlen  n^  m  überhaupt  in  die  Formel  einzn- 
f^eheti  braucht;  wie  sich  denn  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von 
n  und  zugleich  I  —  1  statt  ^  in  den  obigen  Ausdruck  substituirt, 
die-  Umgestaltung  desselben  in  die  von  dem  Herrn  Herausgeber 
(S.  199)  hypothetisch  aufgestellte  allgemeine  Form 

.  {m  —  1)  {im  —  t  —  1)  (tiw— »— 2)  {im^i- 3) (tVw— (2t — 2)) 

^' —  1.2.3.4...(«— 1) 

augenblicklich  ergiebt. 

Wieviel  zweckmässiger  es  aber  ist,  bei  der  Behandlung  des 
hier  besprochenen  Problems  die  Anzahl  n  statt  m  in  die  Betrach- 
tung zu  ziehen,  giebt  sich  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenn 
man  die  Aufgabe  zu  folgender  nooi' allgemeineren  erweitert: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
«iuf  welche  sich  ein  neck  durch  ^  Diagonalen  in  (^+1) 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  Dreiecke,  Iß  Vier- 
ecke, ff  Fünfecke  U.S.  f.  enthalten  sein  mögen.  (Bedingungs- 
g^leicbungen  also :  y-+-l  =  «-|-3-hff+....5  wo  a,  ä,  c ....  ir- 
gend einen  Werth  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3 ... .  haben  können; 
and  »  =  3a  +  4^  H-i  5c  . . . .  —  2^). 

Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht  durch  nähere  Betrachtung 
irgend  eines  beliebigen  Polygons,  dass  die  oben  für  den  Special- 
fall  gleichartiger  Theilfiguren  geführte  Untersuchung  hier  auf 
?ölliff  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nur  dass  durch  jede 
beliebige  Complexion  mehr  als  eine  Diagonalenstellung  be- 
zeichnet wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwölfeck  durch  4  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  und  1  Sechseck  zu  zerlegen,  so  würde  die 
Form  1.1.1.1  hier  die  ganz  verschiedenen  Diagonalenstellungen 

*|«-*4»-*0«*g;     *S«*4»*«»*10.J     ■■■f*'*4«*i«^I01     *  t  *  *■%  *  ^9  '  *  t.J    U.S«  w. 

andeuten,  deren  Menge  sich  dadurch,  dass  man  hier  fünf  auf  ein- 
ander folgende  Figuren,  unter  denen  zwei  Paare  gleichartiger 
sind,  «uf  alle  mögliche  Weise  unter  einander  versetzt  denkt,  so- 
gleich   als    die   Permutationszahl    — ^ — *     '     '  ■  =  30   zu   erkennen 

giebt.  Sind  der  Theilfiguren  allgemein ^+1^  und  darunter  a  der 
einen,  6  der  zweiten,  c  der  dritten  Art  u.  s.  f.^  so  erhält  man  aus 
den  nämlichen  Gründen  statt  der  einen  Diagonalenstellun^,  welche 
irgend  eine  beliebige  Complexion  bei  der  Zerlegung  in  lauter 
g^ichartige    Figuren    repräsentirte ,    ihrer    vielmehr    eine    Anzahl 

=7; — sr — \  /i"o      /wi    J — \«     Durch  diese  Zahl  wird  demnach 
(1 .  2  • .  ff)  (1  .  2  • .  iv)  (1 .  2  .  •  r) 

der  obige  Ausdruck  von  ji'^q  noch  zu  multipliciren  sein ,  sofern  er 

auf  die  hier  verallgemeinerte  Aufgabe  Anv?endung  finden  soll,  so 

dass  die  verlangte  Anzahl  aller  möglichen  Zerlegungen  eines  «ecks 

durch  ^  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  &  Vierecke,  n.  s.  w,  dargestellt 

wird  durch  die  allgemeine  Formel: 

1  .2.8.  ...y  .(yH-1)  njn^l)  (»-f-2)  (i>H-3).  ^ » .  (^-f-y— 1) 

(1.2..«)  (1 . 2  . .  Ä)  (1 .  2  . .  c)  •  1.2.3 y.(7-l-l) 

n(n-f-l)  (^-4-2)  (»  +  3) (^-f-y— 1) 

—     (1  .  2  .  3  . .  ff)  (1 . 2  .  3  . .  i6)  (1 . 2  .  3  . .  r)    ' 


eim  Am^irmtk,  4er  soimt  wMer  n  iiem  «biiecii  Wcrtii  tob  .^^ 
il^rgebt,  aahaW  «aa  xn  der  specielleii  JüiaaJtMe  ^BEchaos  gieicfe- 
aart^er  Fmre»  ^dbrestet,  is  weklMm  Falle  dnm  ZaUea  a^  J^  e  .  . .  • 
sieb  efcafca»  aaf  öae  eiasige,  aad  x«ar  aaf  (f +1)  rcdocirca. 


Ymi  der  immeriflclieH  Anfldsiiiig  der  CHeichong^ 
A=i(l  +  £)r  (l  +  A^r),  wenn  a;  ein  kleiner 

Bmch  ist 

Vaa  4em 

Hrrm  Doctor  Rädell 

zu  Berlia. 


Bezeiebnet  or  die  jähriiebe  Ziase  eines  Tbalers,  so  wird  aas 
des  rerziostea  Kapitale  iT  an  Eode  des  ersten  Jahres  iß[l  +  or), 
aa  Bade  des  zweiten  Jabres  I[{l  +  a:)*,  am  Ende  des  dritten 
Jabrei  IC{1  +  ary  n«  s,  w«^  in  Allgeseinen  am  Ende  des  asten 
Jabrei  A|l  +  ü^)*»  wenn  maa  aftmlicb  Toraassetat,  dass  die 
Zifiseo  eines  Jeden  Jabres  am  Ende  desselben  zum  Kapitale  ^- 
scblagen  und  m  den  folgenden  Jabren  mit  dem  Kapitale  verzinst 
werden. 

Nennt  man  also  den  anf  diese  Weise  in  m  Jabrea  ans  dem 


X 


Kapitale  K  bervorgegangenen  Werth  desselben  J^,  so  erhalt  mau 
die  Gleicbpng 

(1)      Km  =  £[l  +  a:)^, 

X 

so  dsss  Km  mit  m  und  üb  zugleich  wäelist. 

Die  eben  geschriebene  Güeichnng  gilt  aber  nur  so  lange,  i^ls 

m  «be  g«u»e  ZabI  it.    la  der  Tbat,  wird  «^=«i  +  ^  statt  « 

gesetzt,  wo  ^  ein  ächter  Bruch  ist,  so  erhält  man  für  den  darcb 

Zins  und  Zinseszins  angewachienen  Werth  des  Kapitals  am  Ende 
der  ersten  m  Jalirc  wiederum  Äl[l+^)'".    Soll  dieses  Kapital  nun 

noch  -^  Jahre  verzinst  werden,   so  betragen  die  Zinsen  während 
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dieser  Zeit  K{1  +  ^)'"  .  -^  a;,,  also  Kapital  und  Zinseo  für  die» 
sei  Fall 

V 

wälirend  man  nacli  der  GleicbuDg  (t)  hierfür 

erhalten  hätte. 

Um  den  letstero  Augdruck  mit  dem  richtigen  sn  vergleichen, 

hat  man  dafär  ünfl-l-^)^  .  (l+i2r)^  tq  setzen  und  den  letztern 
Faktor  nach  dem  hinomischen  Lehrsatze  zu  entwickeln.  Hierdurch 
ci^ebt  sich 


s  p  X 

oder,  da  Xm{^  ^a^  jp)  =  JK^  ist. 


i 


Da  nun  x  seiner  Bedeutung  nach  ein  kleiner  Bruch  ist^  so  wird, 
bei  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder,  das 
Vorzeichen  der  ganzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  überein- 
stimmen^ und  folglich,  wegen  f/^-fi^  positiv  sein:  so  dass  die 
Gleichung  (1),  auf  den  Fall  ang^ewandt,  wo  m  eine  gebrochene  Zahl 
ist^  einen  Werth  liefern  würde,  der  zwar  zu  klein  wäre,  aber  ver- 
bältnissmässiff  doch  weni^  von  der  Wahrheit  abweichen  würde, 
weil  diese  Abweichung  kleiner  ist  als  ^x^. 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  däss  man  aus  dem  gegebenen 
Werthe  eines  Kapitals  üf,   aus   dem   künftigen  Werthe   desselben 

Kwe  und  aus  der  Dauer  der  Ferzinsung  m'  =  m  +  -^  die  jährlichen 
Zinsen  eines  Thalers  finden  soll,  so  hat  man  die  Gleichung  (2), 

X 

oder  wenn  man  durch  A' dividirt  und  -^=r^  und  -^1=^  setzte 
die  Gleichung 

(3)      ^  =  (1  +  ^)«"  (1  +  M 

Bach  a:  aufzulösen. 

Im  vorliegenden  besoudem  Falle  ist  ^-^Is  Bevor  aber  zur 
Auflösung  dieser  Gleichung  geschritten  wird,  soll  noch  folgende 
Aa^be  gleichfalls  aus  der  Zinseszinsrechnung  mitgetheiit  werden, 
die  auch  von  obiger  Gleichung  resultirt,  in  welcher  aber  li  jeden 
beliebigen  Werth  erhalten  kann: 

Es  wird  sofort  das  Kapital  d  und  dann  am  Ende  jedes  Jahres 
die  Rente  c  während  m  Jahren  zum  Zinsfusse  l-f-^^r  verzinslich  an- 
gelegt und  aufgespart,  und  von  der  hieraus  erwachsenden  Summe 
nun  zu'  dem  nämlichen  Zinsfusse  die  immerwährende  Rente  a  be- 
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zogen,  wie  gross  ist  der  Zinsfuss?  Der  Werth  des  sofort  ange- 
legten Kapitals  d  ist  nach  m  Jahren  ^/(l  +  ar)»'  und  die  Werthe 
der  successive  hinzukommenden  Renten  c  betragen  am  Ende  jener 
m  Jahre  respective  c(l+a?)^~i,  c(l-har)"»-^,  c(l+;r)»»— *  u.  s.w., 
jenachdem  die  Rente  am  Ende  deis  Isten,  2ten,  3ten  Jahres  n.  s.  w. 
hinzugekommen  ist.  Demnach  beträja^t  der  künftige  Werth  sämmt- 
licher  Ersparnisse  mit  Zinsen  und  Zinseszinsen: 

£/(l+a:)/»  -h<?i(l+^)**""^  +  (1+«2P)^""*+(1+^)"'"-'  +  • . .  -I- 1  j 

=  #/(l-h^)«»-|-c. 

Da  man  nun  aus  dem  Kapitale  die  jährlichen  Zinsen  erhält ,  wenn 
man  dasselbe  mit  op  multiplicirt,  und  diese  Zinsen  gleich  a  sein 
sollen,  80  ergiebt  sich  die  Gleichung 

da:(l  -h  ^)"»  -I-  ei  (1  +  ^>"  —  1 }  =  » 

d.  h. 

(1-H^)»»  {c  +  daT)  =  a  +  c 

H    I    c 

oder  wenn   man   durch  c  dividirt   und  wiederum  — --^zzz'ui  und 

c 

—  =  Ä  setzt, 

c    '  '       ■ 

wie  vorher. 

Was  nun  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  a:  betrifft,  so 
sieht  man  sogleich,  dass  diese  letztere  vom  (m+l^sten  Grade  ist,  und 
abo  im  Allgemeinen  auf  algebraischem  Wege  nicht  aufgelöst  wer- 
den kann.  Man  hat  sich  also  damit  zu  begnügen,  für  den  Fall, 
dass  A  und  6  in  bestimmten  Zahlen  gegeben  sind,  Istens  einen 
ersten  Näherun g^werth  und  2tens  aus  demselben  einen  solchen 
Werth  für  a:  zu  finden,  der  für  jeden  praktischen  Bedarf  als  hin- 
reichend genau  gelten  kann ,  wobei  jedoch  nicht  zu  vergessen  ist, 
dass  a:  selbst  nur  wenige  Hundertel  beträgt,  also  die  Annäherung 
noch  viel  weiter  gehen  muss. 

Ist  nun  6'*C.h  oder  allgemein:  ist  m  gegen  d  so  gross,  dass 
m  +  6  als  verhältnissmässig  weniff  verschieden  von  d  angesehen 
werden  kann,  so  folgt  aus  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung, 
dass  man  nahe  genug  (1-f-^)»«  (1-|-Äa7)  =  (l-Ha:)'"+*  setzen 
kann,  so  dass  man  aus  der  Gleichung 

(4)      ^.=-H-\/^ 

als  einen  ersten  Näherungswerth  für  a:  erhält,  der  um  so  genauer 
ist^  jemehr  m  das  d  an  Grösse  übertrifft. 

Findet  das  oben  angegebene  Verhältniss  zwischen  m  und  6 
nicht  statt,  so  dass  also  m  keine  grosse  Zahl  ist,  so  setze  man 
näherungsweise 

und  bestimme  a  und  ß  dergestalt,  dass  dieser  Gleichung  so  viel  als 
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möfflicli  Genüge  geleistet  werde.  EntvNckelt  man  beide  Ausdrücke 
naen  steigeaden  Potenzen  von  o?»  so  erhält  man 

Man  wird  also  den  angenommenen  Quotienten  der  Potenz  (l-|^a;)"> 
am  meisten  annähern,  wenn  man 

k  IVt'   ■—  fit 

a  —  ßrzzm  und  — ß(a  —  /?)  =  — g — 

setzt,  weil  sich  dadurch  beide  Ausdrücke  nur  in  der  dritten  und 
den  hohem  Potenzen  der  sehr  kleinea  Quantität  a?  von  einander 
unterscheiden.  ' 

Dividirt  man  aber  die  zweite  der  so  eben  gefundenen  beiden 

Bedingungsgleichungen  durch  die  erste,  so  erhält  man  ß= x^» 

also  az=zm  +  ßz=z — 5 —  und 

(5)       a  +  ^r  =  2-(«,_l)a;- 
Sucht  man  daher  aus  der  quadratischen  Gleichung 

den  positiven  Werth  von  ^1,  so  wird  derselbe  gleichfalls  als  ein 
Näherungswerth  von  a:  angesehen  werden  können. 

Um  aus  dem  auf  die  eine  oder  die  andere  Art,  je  nach  dem  ver- 
schiedenen zwischen  m  und  6  stattfindenden  Verhältnisse,  gefunde- 
nen Näherung^werthe  ar^  sogleich  einen  recht  genauen  Werth  für 
a:  zu  finden,  setze  man  ^  =  ^1+/^^,,  wo  ^a?|  positiv  oder  ne- 
gativ aber  nur  noch  eine  sehr  kleine  Correktion  von  a^i  ist.  Sub- 
stituirt  man  dies  in  die  Gleichung  (3),  so  bleibt  noch  die  Gleichung 

nach  A^i  aufzulösen.  Werden  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen 
genommen,  so  erhält  man 

log  A  =  m  log  (l-ha?i+Ä^,)-|-logJl-|-^(;r, -f-A-^i)} 

^  Aar 

=  M  log  (l  +  dr.)-*-Iog  {l  +  ia;,)  +  m  log  (l+j:^) 

oder,  wenn  man 

(6)      m  log  (1  +  or,)  -H  log  (1  -h  6a:,)  =  log  A, 
setzt, 

log-4-log  ^,=m  log  (l+^)  +  Iog  (l  +  r^l^)- 

Hierfür  kann  man  aber,  wie  aus  der  Analysis  oder  auch  schon  aus 
dem  blossen  Aufschlagen  der  Logarithmen  mehrzi^ger  Zahlen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

log  ji log   -^i  =  («M/-f- Ä<f)   ^ÄTj 


Itt 

Hetzen^  wo  ä  und  d^  die  sogpenannteD  herrscbeadeD  Differensen  re- 

riueküve  von  log  (l-f^J^i)  and  log  (l+^or,)  sind,  so 

ulso 


v^  log  ^— log  ^, 


und  folglich 


^ 


^v      ^ ^     .  log  J  — log^^ 

(7)      ^  =  ^.+      «,rf^A^ 


erlUUt,  wo  lieh-  der  Werth  yon  a^i  entweder  am  der  Gleickong  (4) 
oder  am  (5)  und  der  toii  }oftA^  aus  der  Gleiehnng  (6)  erffidbt. 

Was  die  Näherung  betrifft,  die  man  vermittelst  dieser  Metkode 
orreleht,  so  siebt  man,  dass  sie  bis  auf  doppelt  so  viele  Decimal- 
stellen  gehen  wird,  als  a:i  genau  ist,  w^il  die  Differenzen  d  und 
d*  salbst  so  weit  genau  sind. 

Um  das  Ganze  durch  ein  Beispiel  zu  eriantern,  setze  aian 


K^  =  203.3889,   JT^  150,    m^  ß  und  Ä  =  ~ 
Alsdann  findet  man  a?i  ans  der  Gleichung  (4): 


j' 


er: 


log  JSr«' =  2.3083272 
—  log  K   =2.1760913 

log  ^  =  04322359       , 

■     ■       ■  Att 

»og  (i-4r^,)  =  0.0201716  .  ^ .  rf=  0 .  415 
Ä?,=0.0475tö4 

^  log  (l  +  ;rjÄ  0.1210296 

Th      log  (l-f-*a^,)==b.0im66| 

53J 


. . .  i/b=0.42^ 


«        \ 


i^rt. 


Iog^,=g0.13235il5 


■  Ji 


log  ^,—  log  A^  =  — 9.0001150 
«</-!- Ä^'= 2.726 


>         =  ^-^o?,  =  — 0.0000424 

folglicli  ^=0.0475,  welches  in  diesem  Falle  der  genaue  Werth  ist. 


I '. 
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xiii; 

lieber  die  Loxodromen  auf  dem  gemeinen  Cy- 

linder  und  Kegel. 

Von  dem 

Heim  Dr.  E.  W.  Grebc 

ordentlichem  Haupdehrer  am  Gymnasium  zu  Cassel. 


Mit  dem  Namen  Loxodfome  belegen  wir  eine  Curve  auf  einer 
durch  Umdrehung  erzeugten  Fläche,  welche  mit  allen  Linien,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  durch  ihre  Axe  gelegten  Ebene  durch- 
schnitten wird,  einen  constanten  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
auf  der  Rotationsfläche,  deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  interessante  Eigenschaften  dar,  wesshAlb  wir  die  wichtigsten 
hier,^  doch  nur  in  der  Form  von  Resultaten,  mittfaeilen  wollen.  Die 
Formeln,  welche  speciell  der  Cyliiadefloxodrünle  angehören,  und 
die,  welche  lediglicn  auf  die  Kß^elloxodrome  be9L0^en;;ip^erden  sol- 
len, werdeu  wir  dadurcJi:  kennthch  machen,  ^98  ^wi^dela,  Nuiimern 
der  ersteren  den  Ruchstaben  a^  und  denen  der  letzteren  den  Buch- 
staben b  beifiiiren.  .    /* 

Die  Umdrehung  der  geraden  Linie  .' 

1.    r=r  —  cot  Buc 

um  die  Axe  der  a:  erzeugt  die  Rotationsfläche 

2.    y»H-«»  =  (r  — eot  «.Ä?)* 

€  denken  wir  uns  stets  grösser  als  0,  aber  nicht  grösser  als  \n. 
Für  £  =  -§-7r  haben  wir  eine  cylindrische,  sonst  eine  conische  Fläche, 
r  ist  der  Halbmesser  der  Grundebene.  Dai^  Coordinatensystem  ist 
rechtwinklig.  Eine  Loxodrome,  welche  mit  der  erzeugenden  Ge-* 
raden  stets  den  Winkel  9  bildet,  hat  ausser  2.  noch  die  Gleichung 

3.    arc  tang  ^  =  tang  gp  sec  «  log  ^_l^^^^ 

.  ■    . .  .  ■    ■    <  ■  •  : ;  ■    '     t  •  •     1 :         -  i 

die  für  sich  betrachtet  einer  wind&cbiefen  Fläche  zwischen  der  Loxo^ 
drome  und  ihrer  Axe  zukommt,  welche  wir  Wendelfläche  neiinen 
wollen.  •  . 

Ans.  3.  ergibt  sich 

M 

3.«-     ärc  tang  ^:i=tÄng  y. -—. 

Auch  lassen  sich  die  Gleichungen  unserer  Curve  folgen dermassen 
darstellen:  ... 
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ff=:v  sin  (tnng  <p  ue  t  lo,:,. 

X  =  r  C08(tSIIg9i   BBC  I  In;- 

iy=riiii  (taog  y.- 
«=:/■  cns(taDgr  T 

Den  Winkel  y  ilenken  wir  nna  stets  zwi- 
^n.      Bineu  Ünterscbied    zwischen    reclI[^ 
Lozodrome  zu  maclieD,  iat  nicht  crfordcri^ 
UchtUDKen  der  Axen  der  p  und  %  immer '^ 
wühlen  KÖpnen.     Von  Diffcrensialformelu  I' 


dy       - 

■  cot  *4>  + lang-, 

S 

V 

d* 

■targiT'  CMBC*»-^ 

da:—- 

V            * 

,      -"*- 

ung  f  eo.ec  * 

dx* 


"pg  y  c 


in    jPy*  .  rf*»*      tsng  y*  pp*»»  ** 
rfr«  "*"  dar"  —  w» 

rf*y     d(        rf*»     ^  tang  y  cos 

■     rfar*  '  d^       <tc»  *  (ir  V 

Bezeiclmet  «  den  zu  der  Abseisse  a:  g 
drome,  s«  ist 

12.    «^sec  y  coi 
12."-     «  =  sec  <p.x 

und  wenn  wir  anf  dem  Kegel  die  LKnge  der  Lexodri' 
Gmndebene  bis  zur  Spitze  £  nennen 

12>     l^f-  sec  91  sec  f 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  als»  stets  seiner  i'i 
die  Abacisaenaxe  praportional ,  welche  Eigenschaft  kri>' 
eltenen  Com  zukommt 

Fttr  den  Krünunnngshalbmesser  Jt  haben  wir 


13.    Ä  =  - 


p  \/(l  —  cos  (('  sin  e') 
IS."-    Jt  =  r  cosec  5p* 
Ue  Coordinaten  de's  Krümmungsmittelpunktes  sind 
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y  =  f;  sin  (tang  y  sec  f  log  ^_l^^—) 
4.  ; 

%  =  v  cos  (tang  y  sec  f  log • — ) 

y=r  sin  (tang  9.—) 

4.«- 

«I»  • 

«  =  r  cos  (tang  f-—) 

Den  Winkel  O)  denken  wir  uns  stets  zwischen  den  Grenzen  0  und 
^TF,  Einen  Unterschied  zwischen  rechts  und  links  gewundener 
Loxodrome'  zu  machen ,  ist  nicht  erforderlich ,  da  wir  die  positiven 
Richtungen  der  Axen  der  y  und  z  immer  der  Windung  angemessen 
wählen  köpnen.    Von  Diffcrenzialformeln  bemerken  wir  folgende: 

K     ^y       —  cot  g.y  -H  tang  y  cosec  sjsi 

«      dx        —  tang  y  cosec  fcy  —  cot  eji 
^-    da—  V 


-      d*y tang  y  cosec  g 

äi»  —  V  •  da: 

Ä-     ^*  — ^       tang  y  cosec  c     «^ 
«tr*        ~  V        ^ '  dx 

^'  ^"*";Si  =  ®^  5P*  cosec  6»  — 1 

-an.     <^y'    .   «^**        tang  y*  cosec  «*  ,  _  -       *x 

10.    ^  +-S^  =         %» (»ec  9*  cosec  «»  —  1) 

^^      rf'y     dx        d^x     dy        tang  y  cosec  «  ,  ,  ,       *v 

"•    ^•^-^•^= ; (sec  SP«  cosec  *»- 1) 

Bezeichnet  9  den  zu  der  Abscisse  a:  gehörigen  Bogen   der  Loxo- 
drome, so  ist 

12.    ^  =  sec  y  cosec  ^uk 

12.«*     «  =  8ec  y.JT 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
Grundebene  l)is  zur  Spitze  $  nennen 

12.*'     ?  =  r  sec  y  sec  c 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  also  stets  seiner  Projeetion  auf 
die  Abscissenaxe  proportional,  welche  Eigenschaft  keiner  einzigen 
ebenen  Curve  zukommt 

Für  den  Krümmungshalbmesser  R  baben  Vir 


V 


sin  y  1/^(1  —  cos  y*  sin  «*) 
13.«-    R'=^r  cosec  y* 

Die  Coordinaten  de*s  Krümmungsmittelpunktes  sind 
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,       t;  cot  y  sin  f        dz 
^        y  "*"  1  —  cos  9>s  %\xk  %^  '  dx 

,  V  cot  y  sin  t         <<y 

*     1  —  cos  y'  sin  «'  *  <te  , 

und  es  folgt  somit,  dass  der  Krümmungshalbmesser  in  einer  auf 
der  Axe  senkrechten  Ebene  liegt,  was,  wenn  auch  nicht  bei  der 
Cylinder-,  doch  bei  der  Kegelloxodrome  auflallen  kann. 

Für   die  Entfernung  ff  des  Krümmungsmittelpunktes   von   der 
Axe  findet  sich 


«»        .         1  /-cos  €'  +  cot  y* 

15.    tf'r=trl/ r--=-: ^. 

y  cos  €>  -f-  tang  y' 


Demnach  liegen  alle  Krümmuuffsmittelpunkte  in  einer  neuen  Lbxo- 
drome,  und  wenn  für  diese  y-und  €'  das  bedeutet,  was  y  und  € 
fiir  die  ursprüngliche,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

16.    tr'  tang  e'  =  e^  ^&ng  < 
17.    tang  y' :  tang  y  =  cos  e' :  cos  (. 

Insbesondere  liegen  die  Krümmungsmittelpunkte  einer  Cylinderloxo- 
drome  in  einer  andern  Cjlinderloxodrome,  deren  Krümmungsmittel- 
punkte wieder  in  der  ersten  liegen,  und  es  ist 

17.«-    y  -f-  SP'  =  •fJT. 

Bedeutet  Q  den  Krümmungshalbmesser  einer  Loxodrome  ahf  der- 
selben Cylinder-  oder  Kegelfläche,  deren  Ansteignnffswinkel  den 
der  ursprünglichen  zu  einem  rechten  lergänzt,  so  erhält  man 

18.  e= 


cos  y  \/{\  —  sin  y*  sin  «*)' 


Die  Entfernung  v/  der  Krümmungsmittelpunkte  der  letzteren  von  der 
Axe  ist  dann 


und  es  folgt 


19.    «/=«l/*2ül+Ä3^ 

y   cos  «*  -f-  cot  y* 

20.    f/u/=zv'' 
21.    f/:«ir=^»:  e». 


Seien  sp\  y',  %!  die  veränderlichen  Coordinaten  einer  Linie 
oder  Fläche,  deren  Gleichung  angegeben  werden,  soll,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  Krümmungsebene 

22.    iaZ  —  w)  (sec  y»  cosec  €»-l)-(y'-.y)^  — (»'—») -g 

Die  Gleichung  der  Normalebeoe  ist 

k    (a:'-a:)-i-(y'-y)g-4.(«'-«)£  =  0. 

Für  die  Krümmungsaxe  gilt 

TheUII.  Q 


•  /. 


^1. 


Ixf  —  3= j2 (jpf jj^. 


lfm  Hinkel  ««  «(O  ist 

97.      9>ll  «9S=I^(1  — €M9»  ni<>> 


•UflfiiMi   \'^      m,  und  4«f  Net^puignnBkei  der  BUnBafaiaB»  |ar 
I  (t(<^   «Nim  «Inrtli  di«  lk«gclsfitze  eise  aaf  ikr  Jkxr  — "^~ 
Kh0ii4>,   *io  194  (l«»r  llog«B  4er  Lox^irome  tob  ifgcad 
KiH   «III    KitK4tlii|iitiie   gUicIi    der  Tbngeote   as   fin 
4(»iii  lleri«briiM((iittttfikt  im  bb  %m  jeaer  Ebeae.    Her 
ifiii^MiU'  biiA  dl«  CfNirdiiMiteii 

iiimI  ^iiiti  /^liMiHiid  ^  vou  iw  Kegebpitee  bt 

au«*«     ^aat«i|  jp  «ec  CA 
^MlHiiR«it  (Halt  «H<*  Krttwinuiitf|Mixeii  bb  sie  diesfftr  ^onr 

y'  «gl  -«  eot  )p  sec  CJK 
%'  :«ii  ool;  y  MC  c.jf 

iiMil   hii    illi«  hiiMiiriMiiiH  w  eiMN  sobben  ?oa  4er  di|^|rti|iilBe  «im 

fii'fii 

)IV/-     «  --«cot  y  sec  C.9 

llH  ^•("^••'»»••IniMiM  MH(ii  tu  vUHaclien  BeibiiBnggn  aar  ioggyitlK 
MilfHlfui  h|i!i<ili<  \Vli  hlliiMil  \\{%s  wivhtifl[slea  ^lorselbeii  um,  und 
flMM   ImI  jnlii  liiMiMhliMAiiii^iimi  Myir«b  &nm  Ekmmute  mn,  wMm^ 


181 

lieb  den  l^itetralil  /  der  Spirale,  der  durch  einen  gewisse»  Fuokt 
der  Loxodrome  bedingt  ist,  und  den  constanten  Winkel  yt,  welchen 
die  Spirale  mit  den  L^itstrablen  bildet. 

1.  Wenn  der  Kegelmantel  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird, 
so  erscheint  die  Loxodrome  als  logarithmische  Spirale ,   fiir  welche 

34.*.  I '="«*•*' 

2.  Die  Projection  der  Kegelloxodrome  auf  die  Grandebene  des 
Kegels  ist  eine  logarithmiscbe  Spirale,  bei  der 

35.*.  !'=*' 

(tang  t^  =  tang  9  sec  € 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  ke- 
ffelspitze  gelegten  Horizontalebene,  oder  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Coordinaten  in  29^^-  bestimmt  wurden,  ist  ebenfalls  eine  logarithmi- 
acJie  Spirale.    Für  diese  ist 

^^  ,    l/=tanff  9  sec  b.v 
36/-  *  ^ 

(tang  t^  =  tang  9  sec  c 

4.  Breitet  man  die  abwickelbare  Fläche,  in  welcher  sämmf- 
licbe  Tangenten  liegen,  oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotenfurche, 
in  eine  Ebene  aus,  so  wird  aus  der  Knotenfurche  eine  logaritli mi- 
sche Spirale  mit 

3'jr  j,  1         v/(cos  «•-f-sin  «**sin  y*) 

(tmg  i^:=:tang  §f>  sec  f  1/(1  ««-see  «'  cos  9*). 

5«  WKhli  nai  hietbei  das  Stück .  oberhalb  der  Knotenflirche, 
so  wird  aus  der  unter  ßfr«  3»  angeführten  loj^urithmischen  Spirale 
eine  andere,  welcher  die  unter  I^.  4.  genannten  Elemente  gleich- 
falls zukommen. 

Die  Nummern  2.  3.  4.  5.  wiederholen  sich  für  die  Kegelloxo- 
drome, in  welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  ursprünglichen 
liegen,  und  die  Elemente  der  so  entstehenden  logarithmischen  Spi- 
ralen  lassen  sich  nach  den  Formeln  15.  16.  17  bestimmen. 

Femer  kehren  auch  die  Nummer  2.  3.  4.  5.  noch  einmal  für 
die  Kegelloxodrome  wieder,  deren  Tangenten  die  Krümmungsaxeii 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knotenfurche  der 
abwickelbaren  Fläche,  in  welcher  sämmtliche  Krümmungsaxen  der 
Loxodrome  liegen,  wieder  eine  Loxodrome,  für  welche 

38.    tang  «"=rtang  «  (sec  jp*  cosec  c*  —  1) 

3d.    tang  «gp'' :  tang  9p  =s  cos  e'' :  cos  c 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  einem  Punkte  der  ursprüno:- 
lichen  entspricht,  sind 

ioc^^a:  —  cosec  y*  cot  «.» 
■y'srr  —  y  cot  9* 
»'==  —  %  cot  y* 
dem  Cflinder  fällt  diese  ff^oxodrome  mit  der,   in  welcher  die 

9* 


f%^'ll1llWftlttf8iliVvt#!nNMVt#'  ll 

ff  '^         ^:=/9fe   r^-^f;«e  •»    lOC   0«C  f^»- L^))  ^. 

iM«retir^ii   «H^r.  iwair  las»  setzt 


»»        fr=<^§im  ^-HciK  jf  loc  eil«  i^a^ — 4^>  t^Mr — J^  cot  &^*>; 


fferm  Pral.  C  il*  BretsckBeidrr 


f'nnt  ulk  1j0ihf  -  ««4  ll««4Uielier  der  TrifroBMefrie  eBAalfeii 
meht  tiAet    mindfft  nw»(uhrUch  die  RelatioBen  zwiscken  den  sechs 
HMl«rfd^h«;ff«ff   ein««  Oreteek«;  aber  kein  einziges  deraellieii  kat, 
fo  ti«;!  m^r  keksfint  hi,  die  eotoprecbendeD  PormelD  für  die  Seiten 
Offd  H^}tik#fl  /.freier  Dreiecke  untersucht,   obscbon  die  Kenntniss 
<t«fM«flfieM    hpi    At'.r    Betrscbtong   der   zusammeDgesetztcreo    Gebilde 
Aft  PI»Mime(rie  und  Stereometrie  von  sehr  wesentliclieoi  Nutzen  ist, 
und    eine   groMe    IMasne    Arbeit   ersport      Diese    Lücke    theil weise 
iMiflzufllillün    und    Uberbannt   diejenigen    allgemeinen  Theoreme    zu- 
!inmmenzU9felten ,    die    bei    trigonometrischen    Untersuchungen   Vor- 
fhi*ile  gewähren,  ist  der  Zwec%  der  nachfolgenden  Zeilen, 
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♦.1. 

Bezeiebnen  übe  di«  drei  Seiten  und  ABC ^\^  ihnen  bezieLnn^s- 
weise  gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreieckes, 
^  den  Fläcbeninibalt  desselben,  und  sind  a^b^c^  A^B^C^  und  ^, 
die  i|ämlicben  Dinge  fär  irgend  ein  ganz  beliebiges  zweites  ebenes 
Dreieck,  so  ist  bekanntlicb: 

c  cos  B=za  —  b  cos  C,     c,  cos  B^=ai  — ä,  cos  C,  ) 

b  cos    C=sa  —  c  cos  B^     b^  cos    C,  =»,  — c,  cos  B^  ) 

u.  s.  w.  Durch  Multiplication  zweier  neben  einander  stehender 
Gleichungen,  z.  B.  der  beiden  obersten,  ergiebt  sich: 

cc^  cos  B  cos  B{=zaa^ — a^b  cos  C-^ab^  cos  C,-f-^^,  cos  ^cos  C^ 

oder 

2aa^cCj  cos  Ä  cos  -Ä,  ^2a'a,' — 2a ^^ab  cos  C — 2a'aj^,  cos  Cj 

-f-2Ä«j^^,  cos  C  cos  C,. 

Nun  ist  aber  2ab  cos  ^=a*-f-^»  —  r*  und  2€yi^i  cos  C,  =a,* 
+  ^i'  —  ^1^;  werden  daher  diese  Werthe  substituirt  und  dann 
aufgehoben,  was  sich  aufheben  lässt,  so  ergiebt  sich : 

c*«, *-f- €?!*«»— 2«», cci^  cos  B  cos  -Äj  =«»^,»  +  »,»Ä» 

—  ^a^bb^  cos  C  cos  C^, 

Es  ist  ab^r  ferner; 

2^  =  i9C  sin  B  =z  ab  sin  C 

%^i^a^ei  sin  B^^sa^bj  sin  6^, 

folglich  auch: 

zti2aa^cCi  sin  ^  sin  i?^=2a^«2^i  sin  C  sin  6*1 

und  dieses  zu  der  oben  gefundenen  Gleichung  hinzugefugt,  giebt 
endlich : 

a^Cj*  +a^*c^  —^aa^cc^  cos  (BzizB^) 

=  a^b,^+a,H^  —  2aa^bb^  cos  (CdbC,). 

Dieser  Ausdruck  ist  di^orch  bemerke nswerth,  dass  er  die  Form  der 
Grundgleichong  für  ein  geradliniges  Dreieck  hat,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  statt  der  in  der  letzteren  vorkommenden  Drei- 
ecksseiten  hier  die  Produkte  aus  zwei  Seiten  von  beiden  Drei- 
ecken eintreten.  Das  Gesetz,  nach  dem  sich  die  Gleichung  bildet, 
ist  leicht  zu  übersehen,  lässt  sich  jedoch  nur  unbequem  in  Worte 
fassen.  Macht  man  nun  das  System  durch  gehörige  Vertauschung 
der  Buchstaben  vollständig,  so  bekommt  man: 


> . 
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If  If  !f  H- If  H- If  H- H- H- If  If 


Diese  secLs  Gleicbungen  enthalten  in  der  That  alles,  was  sich  n 
über  die  gegenseitigen  Beziehungen  irgend  zweier  Dreiecke  sag 
lässt,  namentlich  sule  Sätze  über  die  Congruenz  und  Aebnlichk 
dieser  Figuren.  t>ass  die  Dreiecke  dabei  ganz  willkübrlicb  si 
und  nicht  einmal  in  einerlei  Ebene  zu  liegen  brauchen,  verstc 
sich  von  selbst. 

Aus  den   im  vorigen  Paragraphen  gebrauchten  Grundgleichu 
gen  (1)  ergiebt  sich  sofort  auch: 
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I h  CQg.C-f-g  eos  B  _^  bx  cos  6V-|-.g|  cos  Z?, 

a  Ox 

Wird.  UHU  diese  Cleicliuog  einmal  mit  c  sin  B'=zh  sin  C^  das  au-, 
de^  JMal  mit  fi^  sin  ^i^i  =^i  sin  C^  multiiilicirtj  so  findet  man 

2^  .  —  =i^,  sin  C  cos  Ä,  -|-^,c  sin  Ä  cos  C, 

. '.  •  ' 

=  bbx  Sin  C  cos  C^+cCi  sin  i?  cos  Ä, 

—  •  V 

^Ai*:r=^^i  c®*  C*  sin  B^-^iftC  cos  Ä  sin  C,  \  *j 

=  ^4  cos 'C  sin  C, +€?<?,  cos  Ä  sin  J?,|' 
2^2ä^^5^'-=:^^,  siB  {C:^B,)^6,€  sin  (iffrfcC,) 

=  Ä^,  sin  (CzbC^,)  +  €V,  sin  (Ä±Ä,) 
Ferner  wird 

a^ ija  ly  a ^   a 

— ^ — sc.tfcos^ — icos-^upd -i-T^-^=«,  cos^i — bx  cos^f,;    ' 

dies  auf  dieselbe  Weise   bebandelt,  wie  die  vorhergehenden  Glei- 
chungeii,  giebt: 

2-^j^- — * =:a^ö^\n{A=pB^)^alfx  sin(Äq=.^,)f  ^ 


=aa,  sin(ÄztÄ,)— ÄÄ,  sinM±.i,)1 
wooActi  ^icjh  die  «nologen  Ausdrücke  unmittelbar  bilden  lassen. 

Ist  irgend,  eine  Gleichung  von  der  Form  u^  +  v^ — ^iv  cos  Y 
=7#9'+<r'  —  Sfe'^  cos  Z  gegeben,  so  lässt  sie  sich  ganz  auf 
dieselbe  Vlfeise  umformen »  wie  die  bekannte  Formel  der  ebenen 
Tngonometrie.  Denn  man  eebe  ihr  die  Gestalt  u*-\-v'* — w'^ — -r' 
=  £tft^  cos  Y — 2wa:  cos  Z  und  addire  und  subtrahire  successive 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse  2f#t^+2«^^r,  so  erhält  man  durch 
Multiplication  der  beiderseitigeil  Resultate  sogleich : 

{v^fHrifi-^x)  («r-JH'-^^HhAr)  {u—v^^rw+a:)  ("-n+eH-wH^^) ) 

— %uvwa:^=S  5. 

^=zJ^nv  sin  Ydbwo!  sin  Z\^  +Huvwa:  cos  (Fd=27)-        ) 

Wendet  man  dieses  Theorem  auf  die  Gleichungcu  Nr.  2.  an,  und 
macht  aus  (3)  und  (4)  die  nöthigeti  Substitutioneu,  so  lindet  man, 
wenn  zur  Abkürzung  ^rr^ +ari«  +  ^c, '+^iC==: 2«/$  gesetzt  wird: 

0»«/}=16(ajS-Ä,c)  {aß-bcx)  («i^-»ic)  (aß-aCx)-^aa,lßb,c^c, 

=lö(A<?i*±Ai<?*r+8««.^^iCV,^  cos  (C'i  C,)  .  ^ 


=S^ -i-^  —tic  €mm  m^dtuH 


4,  1^.  <4)flatCTnrc 

MMi  wlttW^  4MKV    V  € 

•»4  4V^  ^^j.  11»  wM: 


^'+r'=i:2^  M  .#=«^+2^— 2««   l/f  c«  (43* db  C) 

=  i»»+tir»— 2iir  l/f  c«(45*=tÄ) 

d.  k  erricktet  bsb  iker  xwei  Seite*  eua  gcraAioigeB  Dreiecks 
rechtwioklick-gleidbsrIvcBklicke  Dreiecke,  wm  4as  bekle  zugleich 
eo(tweder  inaerkalb  oder  ■■■«>% jlk  4cs  Dreieckes  fdlea,  hdq  ihre 
rechtcD  Winkel  beide  an  des  Dar^adUÜttipaBkte  jeaer  heiden 
Seiten  liegen;  —  and  san  TerhindeC  bbb  die  heiden  anderen 
Soitzen  des  Urdreieckes  Bit  den  gereaiherliegenden  Spitzen  der 
üoer  ihren  Gegenseiten  constroirtea  Dreiecke;  so  sind  diese  heiden 
Verbindungslinien  unter  einander  gieick. 

Man  setze  femer  das  Dreieck  itJfxC^  des  Dreiecke  abc  ähn- 
liclj^  so  wird  A^=ji^  ß^:=iB  und  C^  =C,  und  nan  findet  aus 
(2),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

»♦  +  *♦— 2«»Ä»  cos  %C=z{a*  +  b^^ta6  cos  C)c*. 

Nun  ist  ,aber  bekanntlich  or'  +  ^'  +  2ab  cos  C  gleich  dem  Qua- 
drate der  do|fpe1ten  aus  der  Spitze  C  auf  die  Seite  c  gezogenen 
Schwerlinie;  nennt  man  daher  diese  Schwerlinien  et  ß  y^  je  nachdem 
sie  zur  Seite  ade  gehören;  so  findet  man: 

«♦  +  ^4  _  2»»^»   cos  2C=  4c V* 

«♦  ^  c*  —  2a»£?»  cos  2B  =  4^»/?» 

^*  +  c*— 2Ä*c»  coB  2-^  =  4«»a». 

Auf  diese  Art  könnte  man  nun  furtfahren  und  noch  aud<ire  Voraus- 
setzungen über  die  Natur  des  Dreieckes  i3;,^,C|  machen;  indessen 
lassen  sich   die   meisten  der  dadurch   erhaltenen  Resultate  eben  so 


U7 

eilt  unmittelbar  ableiten,  daher  es  all  den  angefabrtep  Bei«|Helen 
Big^B  nag. 

i  ^.  5. 

Weit  wicbtiger  sind  dagegen  die  Resultate,  die  man  erbält, 
rnn  man  einzelne  Stücke  beider  Dreiecke  gleicA  setzt;  denn  die- 
*  Fall  ist  derjenige,  der  am  meisten  vorkommt  and  der,' wenn  die 
meeke  nicbt  in  einerlei  Ebene  liegen,,  einer  ffescbmeidigen  Be- 
sdlong  bisher  am  meisten  widerstanden  bat.  'NiminiC  man  zuvör- 
rst  ao,  dass  eine  Seite  beider  Dreiecke  ffleich  sei,  und  setzt 
eb  etwa  essse^^  so  drb&lt  man  ans  Nr.  \  sogleich: 
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Setzt  jnan  fernei': 

X( — a  +  a^  -|-Ä  +  ^i)  — 8»a,W, 
SD  wird  auch 
9>a4*  =  16(A±Ä,)'4-8«»iWi  cos  (Czfcr,)  ^.S, 

Sind  dagegen  zwei  Seiten  des  einen  Dreiecks  einzeln  genom- 
men zweien  oeiten  des  andern  Dreiecks  gleich,  also  z«  B.  a  =  €7, 
und  ^  =  ^1,  so  ergiebt  sich: 

»♦-+^ac,»-2»»w,  cos(Ädbi?,)=Ä»(a»»-H?»-2«iC  co8(^dbC\)) 

=Ä»(a*-^£?,  *-2a€?j  cos  (Cir^»)) 

^4^c»c,  »-2Ä»c€?,  cos'(^=ti^,  )=»*(^i  *-H?'-2^,c  cos  (Ä=bC,)) 

=a»(*»-Hr,»-^c,  cos(Cybi&,))     ' 


4a»^»  8in»4<C±Ci)=»»(c»-H?,*-2€rr,  cos(ÄzfcÄ,)) 

=^»(€?»-H?,*-2c€?,  cos(..*db^J)/ 
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Ist  io  den  beiden  verj^lich^eo  Dreiecken  ein  Winkel  gleich^ 
also  z.  B.  Cti:z€^^  Bd  ergiebt  sieb: 
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II. 


Imm,  -4*.)»=«. »*>  +  *•«.»— a».fcr.  cm  M-ÄJ 
(•«,  —  «,*)»  =  «»c, «  -I-  •,  V  —  2Mr,cr,  €m»{B-B,yi 

«^»  =  16a,*»  -  Mu  •)• + 8-.,i»*,««r.  CM  (^  -  ^.) 

=  i«IA(*.' -«••)- A.(*' -«•»• 
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cos»  iiJ  -  Ä.)  — MaA,-a,h) 

«n»  i(^  -  ü. )  =  4(J^^M) 1 

cos«  i(^-^.)  = Jk(M,~.Ä^,) *- 

im«  -4^--^.)  = 4(/M,-i&^.) 
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18. 
=  (««1 — ÄÄ,)  sin  (Jl  —  A^y 

Uan  kann  nun  auf  diese  Art  weiter  gehen,  und  z.  B.  C-^Ci=zl80^ 
oder  C'^C^  =:90^  n.  s.  w.  tetcen;  indeisen  wird  es  kaum  nöthig 
sein,  diese  Specialitäten  hier  weiter  zu  verfolgen,  da  die  bereits 
entwickelten  Formeln  fast  alle  Bedürfnisse  der  rechnenden  Geome- 
trie befiriedigen.    Mehrere  der  hier  gjefiindenen  Ausdrucke  sind  be- 
reits bekannt,  jedoch  war  ihre  Gültigkeit  bisher  immer  darauf  be- 
schränkt, dass  die  yerglicbenen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  sondern  auch  mit  ihres  gleieben  Stacken 
aitf  irgend  eine  Art  zusammenbüngen  mussten ,  während  diese  Be* 
dingung  bei  den  vorliegenden  Formeln  gänzlich  we^ällt    Ich  war 
daher  mit  ihrer  Hülfe  im  Stande,  den  grössten  Theil  der  zvrischen 
den    Kanten   und    Kantenwinkeln   eines   Tetraeders    stattfindenden 
Relationen,  welche  ich  in  der  ersten  Abbandlnnir  des  ersten  Ban- 
des dieses  Arehives  mitgetheilt  habe,  fast  ohne  alle  Rechnung  bin* 
saschreiben.    Dasselbe  hat  bei  einer  Untersuchung  des  geradlinigen 
Viereckes   stattgefunden,   welche  gleichfalls  in  dem  Archive  vnrd 
bekannt  gemacht  werden. 

f.  9. 

Der  im  f.  7.  erwähnte  Fall,  wenn  die  Dreiecke  einen  gleichen 
Winkel  haben,  lässt  noch  eine  andere  Behandlung  zu,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häufig  Anwendung  findet,  obschon  die  For- 
■eln  bei  weitem  nicht  so  allgemein  gültiff  sind,  wie  die  im  §.  7. 
entwickelten.  Legt  man  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  auf  ein- 
ander, dass  die,  die  gleichen  Winkel  C  einschliessenden ,  Seiten 
sich  docken:  oder,  was  dasselbe  ist:  nimmt  man  auf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  A  und 
J,  und  auf  dem  anderen  Schenkel  ebenfalls  zwei  beliebige  Punkte 
B  and  JB^  an  und  nennt  die  Geraden 

CB^  =a,,  CA^=ö^,  A^B^  =^i>  A^B=sCt, 

so  entstehen   vier   Dreiecke    CAB^   CA^B^^   C^^\   und  CA^B^ 

welche  sämmtlich  den  Winkel  C  gemein  haben,  und  es  ist  also 

c»=a»+^»  — 2aÄ  cos  C,    r,*  =  ä»-*-Äi"  —  2aÄ,  cos  C 
<?,»  =  »,» +  ^,»—2a/y,  cos  C,    c,»  =a»»  H-*»  —  2«/  cos  C 

vorans  sich  sofort  folgende  Gleichungen  ergeben: 
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n.  sJfw»    Setzt  man  €?  =  Ci  so  ergiebt  sich;  wenn  man  zur  Abkür- 
zung den  Winkel  a:  einfahrt:' 
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.  .^I**.  ♦    slU    l^±^,)   COS    3 

V.  jw-vv«friui^  I  msCaiid,   dass  die  Fur- 

\s-\     ..r  rütfoe  Dreiecke  entwickel- 

.tü.    v.cüu   die  beiden  sphäriscben 

.  _  *    w«4.2}CiuiiDUUfi:    etwas    von    ihrer 

.aacu.     Mit  Ausnahme  des  sphä- 

..;ea   äpiiärischeu  Gebilden  statt 

. .     .a:»ä   i'ür  jedes   beliebi&^e   ebene 

..\%eier  Gegenwinkel  unverän- 

«.ct    ^iit«   bei   spbariscben   Vierecken 

.;  ^M'iisuikreise   oiui^eschneben  sind. 

.w    .ri'iuren  haben. 


^«.ia:o  iSeiieucuug  aut  der  Oberfläche 
j.  i.  \i\  aer  Ebene  bei^eieirt  worden 
'  oiv.iti.uu^  die  Hiiltsuinkel  acCire^re, 
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CM  e  «OS  Cj  —  coi  tf,  CO!  c,  35 sin  («,  —  m)  lio  (6^  —  6)  cos  C 

cos  e  cos  tf,  — -  cos  e^  cos  c,  =  sin  (6^  -^  ^)  X 

Xjcos  (#4-«^i)  «in  (^1+^)— sin  («i-M)  cos  (ä,H-ä)  cos 

H-sin«  sin«!  sin  (M-ä,)  sin*  C\\  27. 

cos  c  cos  c,  —  cos  Ti  cos  r,  =  sin  («i  —  a)X 

Xjsin  (a,+a)  cos  (ä,+ä)— cos  (ai'+a)  sin  (^i-l-Ä)  cos  C] 

+  sin  6  sin  ^,  sin  («i-f-«)  sin*  C] 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfswinlcel  a  liert  klar  vor 
Angen.  Mittelst  dieser  Formeln  ist  der  grössere  Tneil  der  im 
Tetraeder  stattfindenden  Relationen  swiscnen  den  Kanten-  und 
Fläcbenwinkeln  entwickelt -worden ,  so  wie  sie  auch  bei  Unter- 
tachnng  des  sphärischen  Viereckes  die  besten  Dienste  geleistet 
haben. 


XV. 

lieber  die  Griindformeln  der  Dioptrik  und 

Katoptrik.  " 

Von 

dem    Herausgeber. 


1. 

Betrachtung   der   Brechung   und   Zurückwerfung   bei 

einem   Kreisbogen. 

f  1. 

Ein  den  aus  dem  Mittelpunkte  Cin  Taf.  11.  Fig.  1.  mit  dem  Halb- 
messer M  beschriebenen  Kreisbogen  KK  in  By  die  Axe  XYin  ßi 
treffender  Strahl  MJV  kann  gegen  das  Einfallsloth  CC^  offenbar 
nur  eine  der  vier  in  der  Figur  dargestellten  Lagen,  welche  wir 
darcb  I,  II,  111^  IV  bezeichnen  wollen,  haben.  Die,  jenachdem  der 
Punkt  M  auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  Kreisbogeos 
KJK  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Pontes  M  von  dem  Durchschnittspunkte  ji  des  Kreisbogens  KK 
mit  der  Axe  X  Y  wollen  vrir  durch  /X  beseichnen,  und  'den  Symbo- 
Twun.  10 


t  0 
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len  CD  und  0  die  aus  der  Fignr  aucii»  oline  weitere  £r|äiiteniog  nit 
binreicbeiider  Deutlichkeit  ersicfatlicbe  Bedeutung  beiie^eo. 
Dies  vorausgesetzt,  ist  onn  iodem  Falle  I. 

CE :  CA  -h  AM=.  sin  (ci>  —  0) :  sin  6i, 

d.  i. 

72  :  71  +  ^  ==  sin  (ci>  —  0)  :  sin  ü/. 
In  dem  Falle  il.  ist  .       . 

CE :  AM  —  CA  =  sin  (0  —  w)  :  sin  w, 

/l: — (/l-f-^^)s=rs]D  (0  — a»):siD  o^ 

oder 

Ä  :  Ä  •+- /\  =  sin  (w — ^^0)  :  sin  w. 

In  dem  Falle  III.  ist 

•     Ci&:  C^-f--4ü/s=sin  (w-4-0)  :  sin  ci>, 

d.  i. 

R  :  /{'+  ^  =-sin  (oi  +  0)  :  sin  cu. 

In  dem  Falle  IV.  ist 

CEi  CA^AM=B\n  (w-h0):sin  w, 

d.  1.  ft^ 

Ä  :  ÄH- ^  =  sin  (w +  0)  :  sin  w. 

Nimmt  man  alfos  Voflbergebende  zusammen ,' so  siebt  man,  dass 
immer  •     '•■ 

/l :  /l  -4-  ^  =  sin  {(azp©):  sin  cw, 

oder 

I      i84«vA sin  » 

Ä  sin  (w=fO)' 

und  in  dieser  Gleichung  in  den  Fällen  I.  und  II.  das  obere,  in  den 
Fällen  IIL  und  IV.  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Falle  I.,  wo  nach  dem  Vorber- 
ffebenden 

•A  +  A  sin  (tf 

Ä  sm  [(o  —  Ö) 

ist,  entweder  JfiE  oder  JVE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  ICK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen.  Strahl 
durcK  <Vi  und  ^i  dasselbe,  was  vorhör  für  den  einfallenden  Strahl 
d|irch  w  und  ^  bezeichnet  worden  ist;  so  wird  leicht  erheUeÜ, 
dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  'Fall  1. 
oder  der  Fall  II,  für  den  zurückg^eworfenen  Strahl  immi^lr  .bloss 
entweder  der  Fall  Ilf.  oder  der  Fall  IV.  Statt  finden  k^ki.  Ätyp 
ist  nach  d|^m  Vorhergehenden  für  den  gebroiölienen  Strahl  iminar  .' 

Ä.      ~  sin  («»a  —  «)' 
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Ar  den  znriickgeworfeneii  Strahl  *)  dngvgeti-  ist  immer 

Ä-f-Ai  _        sin  (Ol 
"Tl       -^  sin  (w,-Höy 

Denken  wir  uns  in   dem  Falle  II,  wo  nach  dem  Vorhergehen- 
den auch 

A-f- A      "        sin  fti 
ä"~         sin  (»  —  O) 


ist,  wieder  entweder  MB  eder  A^^  als  den  einfallenden  Strahl, 
stellen  uns  aneh  jetzt  durch  E  eine'  Tangente  an  den  Kreishogen 
KK  gezogen  tim*,  und  hezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  au- 
rüekgewärfenen  Strahl  durch  üHj  «nd  2\i  ^«oer  dasselbe ,' was  in 
Vorhergehenden  durch  o>  und  ^  für  den  einMIenden  Strahl  hezeieh« 
set  werden  ist ^  so  wird  leicht  erhellen ,  dass  für  den  gebrochenen 
Stmhl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  IL,  für  den 
zurückgeworfenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  IIL  oder 
der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den für  den  gebrochenen  Strahl  immer         ^ 

JH  +  Ai  _^        sin  (tf^ 

"T?  sin  (Ol,  — ey 

iSr  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

JRj^Ai  „^        sin  ni| 
Jlt      ""^  sin  (fti  I H-  ö)* 

Denken  wir  uns  ferner  in   dem  Falle  111^  wo  nach   dem  Vor- 
hergehenden 

yg-H  A  ,^^         sin  tt)  ■ 

R      '^^  sin  (o)  -f-  O) 

ist,  entweder  MJE  oder  JV!E  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen  uns 
durch  JE  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KJX^  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  wieder  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfe- 
MB  Strahl  durch  o^,  und  ^,  dasselbe,  was  im  Vorhergehenden  fdr 
den  einfallenden  Strahl  durch  cu  und  ^  bezeichnet  worden  ist;,  so 
wird  leicht  erhellen,  dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  FaN  III.  oder  der  Fall  IV.,  für  den  zurückgeworfe- 
nen Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  JI.  Statt 
finden  kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

A-f-Ai sin  a>| 

•   ~~Ä  sin  (wj-f-e)' 

für  den  zttr8|dcgeworfeiien 'Strahl  dagegen  ist  immer 


*)  Rücksicbtiich   des  Falls   der  *  Zurückwerfung   bemerken  wir,   dass  wir 
denselben  im  Folgenden  aus   einem   allgemeinern  Gesichtspunkte  als 

fcwöhnlich  geschieht  betrachten  werden,  indem  wir  auch  in  diesem 
'alle  bloss  annehmen  wollen,  dass  die  Sinus  der  beiden  spitzen  Win- 
kel, welche  der  einfallende  und  zurückgeworfene  Strahl  mit  dem  Ein- 
fallslothe  einschliessen ,  in  einem  conscanten  Verhäl|nisse  zu  einander 
stehen, 

10* 
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R^-'Ai  __        «in  <tf| 

Ä         sin  («I  —  ey 

Denken  wir  uns  eadlich  in  den  Falle  IV.,  wo  oach  de«  Vor- 
hergeheoden  wieder 

R  sin  («t  +  d) 

ist^  entweder  ME  oder  NE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  yor, 
und  bezeichnen  auch  jetzt  für  den  gebrochenen  oder  zurücKgewor- 
fenen  Strahl  durch  ai|  und  /\,  dasselbe,  was  yorher  für  den  ein- 
fallenden  Strahl  durch  a>  und  ^  bezeichnet  worden  ist;  so  wird 
leicht  erhellen,  dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss  ent- 
weder der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.,  für  den  zurnckgeworfeBen 
Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  IL  Statt  fin- 
den kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

/t-H  Ai  ^       sin  fti| 
X      -""^  sin  (a>,  -hÖ)' 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

it-H  Ai  __        sin  a>| 
R  sin  (cü,  —  Ö)' 

Ueberbaupt   ergiebt   sich    nun   aus   dem  Vorhergehenden   Fol- 
gendes: 

In  den  Fällen  1.  und  II.  ist 

R~\~^ sin  fti  A-f- Ai  _        sin  a>| 

R  sin  (Ol  —  O)'         R  sin  (a>,  ^  O)' 

in  den  Fällen  III.  und  IV.  dagegen  ist 

/t-f-A       ^       sin  Ol    ^      /^H-Ai  sin  ft?, 

R  sin  (oJ-f-O)'        S  sin  (w^iO)' 

wo  immer  die  obem  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern 
dem  Falle  der  Zuröckwerfung  entsprechen. 

Also  ist  im  Falle  der  Brechung  mit  Beziehung  der  obern  und 
untern  Zeichen  auf  einander 

o      ^-♦■A  _        sin  Ol  Jg  +  Ai sin  a>, 

R  sin  (w  T  O)'         R  sin(ai,  t^* 

Im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  un- 
tern  Zeichen  auf  einander 

a      ^H-A  .^        sin  0?  R-k-Lx .       sin  w^ 

R  sin  (o»  T  0)'        R  sin  (w,  db  By 

Im  Falle  der  Brechung  ist  folglich  nach  2. 

h      ^-HA sin  ft>      sin  (cn,  gp  ^) 

i^-H  Ai         sin  «1  *   sin  (a>=FÖ)* 

Dagegen  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung  nach  3. 

Ä-l-A  sin  Ol      sin  (ft>,  =fc  9) 


5. 


/^  +  Ai  iiin  o>,  *   sin  (cu^O)* 
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Ans  der  Gleicliuiig  4.  erhalt  man  auch 

4*.    taDir  0  =  dbr5-r-AT' — .         i^ — T^ — : — , 

°  (iC-f-A)   cot  Ol  — (it-f.^,)  cot  Ol/ 

und  aas  der  Gleichung  5.  ergiebt  sich 

5*.    taDgr  0  =  ±(j^^^)  cot  «h-CäVa»)  cot  «/ 
Nach  2.  ist  im  Falle  der  Brechung 

I  A    ___        sin  Ol         I        Ai sin  a>,  , 

*"^Ä    —  sin  («=FÖy  *"*■  Ä  ""  sin  (w,:?:©)' 

folglich 

'^■__^  sin  itf-^sin  (ai=T=f))     Ai  ^_  sin  ai,  —  sin  (oi,  =F  ^) 
Ä  8in(w=F0)       ^    R  sin  (01^:1=0)         ' 

also 

^      ^ sin  (a)|  sp  ^)       sin  ai  —  sin  (oi  y  O) 

'     Ai  sin  (a)=FO)  *  sin  ta^  —  sin  ((u,=fO) 

oder 

7      sin  (tt>i  =y  O) _A^     sin  o»,  —  sin  ((ü^  q=  O) 

sin  (oiqsO)  Ai  '    sin  ai  —  sin  («=J=  O) 

Nach  3.  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung 

1  _i_  ^  —        sin  fti         -        Ai  ...^        sin  lo^       ^ 
V  7F         sin  (o)  =F ef  *■'   7«         sin  (ü),±e)' 

folglich 

A  _  sin  Ol  —  sin  {m^B)     Ai sin  (a^  —  sin  (oit  =fc O) 

R  sin(aiqFÖ)       '    ä"  "~  sin  (a>,=be)       '' 

aUo 

«      jl^ sin  ((tf .  ±  S)       sin  «i  —  sin  (a>  gp  ^) 

Ai  ""   sin  (a)=pO)  *  sin  o), — sin  (ai,:i:9)' 

oder 

Q     sin  (fti I  =fc  O) ^     sin  (o^  — ■'  sin  (o),  i^  O) 

sin  (cd  =1=  9)         Ai  '    sin  ö>  —  sin  (öl  =1=  O)  * 

Im  Falle  der  Brechung  ist  also  nach  4.  und  7. 

in"     ^*f'A  ___  ^      sin  tt>      sin  a>,  —  sin  (ctt,  ^  O) 
ä-HAi  ""  Ai  '  sin  Oll  '    sin  w  — i^in  (rosp^)  ' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  5.  und  9. 

1 1       ^-f- A  __.  j^      sin  CO      sin  (o^  — sin  (a»|  db  O) 
Ä-i-Ai  """  Ai  *  sin  a>,  *    sin  a>  —  sin  (ai=f=0)  * 

Anch   ist  nach  bekannten   goniometrischen,  Formeln  im  Falle  der 
Brechmig  nach  10. 

lo       R-^^  ^      sin  w     cos  (tti|=F^O) 

•     Ä-4-Ai  ~  A,  •  sin  fti,  •  cos  (fti=F4e)* 

und  im  Falfe  der  Zurückwerfung  ist  nach  11. 


it  +  Ai  Aj  '  sin  t»,  *    cos  {m^iS)  * 

Aus  4er  PonseL  13.  cffgiebt  sick  «udi . 

(1-*-^)  eoc  i.-(l  + J)  cot  •. 
uod  aas  der  Forsel  13.  erhält  aaB 

13*.    coti0  =  q= j^ ^ ^ — 3j , 

(1  -*--7r)  ^^  «>-f-(l-l-T-)  *^^  *»i 
il  dl 

Setzt  man 

sin  o» 


14. 


SID    0I| 

Wo  bekaoDtlich  j»  eine  conataDte  Grösae  ist,  so  wetden  die  vorher- 
geheoden  FornelD  im  Falle  der  Brechung 

und  im  Falle  der  ZurnckwerfiBDg 

Bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurnckwerfung  ist  bekaoAtUch 
^=1,  und  folglich  nach  16. 

17      ^H-A A_    fco>  (itt=fc^^) 

•    Ä-»-A,""      Ai*  cos(ai=Fier 

Wir  wollen  aber,  wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  die  Zu- 
rückwerfung htei'  immer  aus  dem  «bea  angegebenen  allgemeinern 
Gesichtspunkte  b^etrachten. 

§.  2. 

Der  Punkt  ji  soll  jetzt^  als  di^  Asfiing^  4ie  Axe  XFals  die 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  CloordinatenBystems  angenommen 
werden,  und  die  positiven  Abscissen  wollen  wir  immer  auf  der  con- 
vexen  Seite  des  Bogens  £^K  nehmen.  Ist  nun  M'  ein  beliebiger 
strahlender  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  Bezur  »ttf  das  angenom- 
mene System  p,  q  sind^  so  denke  m&n  sich  durch  denselben  und 
den  Mittelpunkt  C  des  Kreisbogens  AÜT.die  Axe  X'F'  gezogen, 
welche  ,den  in  Rede  stehenden  Kreisbögen  in  dein  Ptankte  ^'  üehWBi- 
den  mag,  .ond  bezeichne  in  Bezug  auf  diese  Axe.fiir  den  Punkt  ü#' 
durch  ^  imd  ^\  ganz  dasselbe,  was  imy^rh^r^hendeii  Paragra- 
phen in  Bezug  aut  die  den  Kreisbogen  jKK\^  A  schneidende  Axe 
Xy  für  den  Punkt  M  durch  ^  und  ^i  b®z^iqhn«t  worden  ist. 
Ferner  bezeichne  man  den  von  der  Linie  CA*  mit  der  Axe  TSLY 
eingeschlossenen,  jenachdem  die  Linie  CA  auf  der  Seite  der  po- 
sitiven oder  auf  der  ^ite  der  negativen  OrditMUen  liegt,  als  posi« 
tiv  oder  als  negativ  betrachteten  spitzen  Winkel  durch  9;  so  wird 
aus  Taf:  Ij.  Fig.  2.  leicht  erhellen,  dass  in  völliger  Ailgematnheit 
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ist  Sind  nun  ^,3  ^^  die  Coordinaten  des  Punkteg,  in  welchem  die 
Axe  X'Y'  von  dem  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen  Strahle 
geschnitten  wird;  so  ist  ganz  eben  so 

ly,  «=s(i|-HA'i)  sin  5p. 
Aus  den  Gleichungen  18.  und  19.  folgt 

I 


also 


Ferner  ist 


UDd 


Oft       ^-^P   —    ^—    ^  +  ^' 
^H-P*         9i         Ä-*-Aj 

^         cos  f  cos  9p         ' 

^  '         cos  y  cos  y 


'^        sin  9  sm  y 

" "  sm  9       .  SIQ   9  ' 


also 


,  a^       A'  p  +  2iS  sin  «o»'  q-~R  sin  o 

Aj        P|4-8Ä  sm -J^'        ^x^Äsmy 

Weil  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn  durch  S'  jetzt 
in  Bez^g  auf  die  Axe  XY*  dasselbe  bezeichnet  wird^  was  früher 
in  Beeng  auf  die  Axe  X  Y  diarcb  9  bfi^eiebnet  wuirde^  im  Falle 
der  Brecnung 

i8«f-A'  A'       sin  a>      cos  (ai|  =F7^) 

A-4-A'iT^  A'i  '  sin  ftij  •   cos<a)=Fiö')' 

und' im  Falle  der  Zurückwerfung 

18 -I»  A'  A'      gin  Ol      cos  (a>,  =b^^)  ^ 

ä  +  A7 —       2\' ^in^' "cos  ((ü=f4Ö') 

ist^  so  ist  nach  20.  und  21.  im  Falle  der  Brechung         / 

.  iS±JL  at=  'ikjl     cos.(a>,q=^^     P-^^R  sin  jy* 
^   lSIf.p,        ^in  61,  *    cos  (ai=Fi0')  '  f>iH-2Ä  sin  ^'* 


22. 

sin 


S-         sin  ift^     cos  (cii|  =y,y^)     y  —  i^  sin,  y 
^,  ,      sin  <öj  *   cjos  {(i/=FW}  '  q\  — -Ä  sin  y' 

und- im  Falle  der  Zurückwerfung  ist 


> 


1S2 


*  j  g «in  m      CO»  (k,  A^61      y  —  K  «m  y 

'  y7  sin  «,  '    cos  {ft^s^^T)  '  f  ^  —  A  sin  y* 

Aas  4itm  wowigen  Paragraphen  wiaaen  wir,  dass 

sin  m      cos  (i,  ^y^S^ sin  m      am  m^  —  sin  (»^  t  y) 

sin  «1  '   cos  (»qp^SO         sin  »i  *    sin  ti — sin  («78^) 

sin  m      sin  t,  — sin  ^t^  cos  6^=fccos  o,  sin  g*" 
sin  0 .  '     sin  M  —  sin  «  cos  6^  db  cos  «  sin  6^   ' 

sin  m      cos  (ft>,db  j^  sin  •»      sin  §>,  —  sin  (w^  db  y) 

sin  i»,  *   cos  (if=F^)         sin  »j  *^  sin  «  —  sin  (1*7^ 

sin  «      wn  m^  — sin  t^^  cos  €t^e9M  u^  an  €t 
^"'sin  a>t  '     sin  »  —  sin  »  cos  ^r&cos  m  sin  ^ 

ist.  Wenn  nun  die  Winkel  »,  o»,,  0^  so  klein  sind,  dass  man 
Grössen,  welche  in  Bezug  auf  dieselben  Ton  der  Tieften  and  höherD 
Dimensionen  sind,  ohne  merklichen  Fehler  vemachlässigen  kann; 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden- 

sin  ui      cos  («,  =Fy^ sin  at      sin  «i  — sin  ai,  dbain  y 

sin  i»|  '   cos  (»=1=^6^)  sin  w^  '    sin  m  —  sin  ai dbsin  ^  ' 

sin  ft>      cos  (»,  ^T^) sin  tA      sin  »^ — sin  »g^F^in  S^ 

sin  »i  '   cos  (a>=Fi^)  sin  oi,  '    sin  o»  —  sin  »dz sin  ^  ' 

also  offenbar 

sin  to      cos  (ft»t  zpjO") sin  a» 

sin  w^  '    cos  (»=Fi^)  an  »1  ""*    ' 

sin  ft>      cos  (ft»,dbyy) sin  ta  

sin  »i  *    cos  («7^^)         sin  0»!  * 

und  mit  VernachlässigBBg  tob  Gliedern,  welehe  in  Bezog  auf  o», 
w^y  &  von  der  vierten  und  hSbern  Dimensionen  sind,  ist  folglich 
im  Falle  der  Brechung  nach  22. 

oji       ^-*-P y-»-2ig  sin  jy»      jL y  — /g  sin  y 

^-     Ä-#-p» —   .;>,-|-2Äsin  iy»'    y, — "y,  —  JTsiny' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  23. 

oji  "    ^"^P p-i-^R  sin  ^*      _£^ ^  y  —  ^  sin  y 

^-     Ä  +  p,  — ""*•  ;»,+2Ä  sin  ^»»    y»  —  ^*y,  — Äsiny 

Auch  ist  nach  20.  mit  völliger  Genauigkeit 

iL--  ^H-P 
y,         Ä-l-p,' 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
ziehung auf  0),  a>,,  0^  von  der  vierten  und  höhern  Dimensionen 
sind^  im  Falle  der  Brechung 

^       R^p  p^2R  sin  jy»       y^  _       p-j-^R  sin  jy» 

•     Ä+;»,  — *•  ;?^-f.2Äsin  ly»'    y,  —  ^  ;»,  ^-2Ä  sin  iy»' 

und  im  Falle  der  Zuriickwerfung 
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A  +  >>, —      *>t  +2Ä  sin  ly»'    y, —  j^T+äSliiTi^'' 

•4er  es  isl  mit  dem  obigen  Grade  der  Genauigkeit' 

ao       i8-t-p 1^      p-f.2ig  sin  ^y»      ^ ^      y --  A  sin  y 

Ä+I^i *p,4-2Ä»iniy»'    y, *f, -Äsiny' 

oder  auch 

2Q       -^-f^y 1^     p  +  8it  «in  ^y»      i__|«      ;>-f-2A  «in  ^» 

Ä-HPi *f>iH-2Ä  sin  4y»*    7, *;'i+24S  sin  f^'* 

wo  die  obem  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern  dem 
Falle  der  Zariiciiwerfiing  entsprechen. 

Nimmt  man  nun  bloss  n  im  Falle  der  Brechung  positiv»  im 
Falle  der  Znriickwerfung  dagegen  negativ,  so  kann  man  mit  dem 
obigen  Grade  der  Genauigkeit  fiir  beide  Fälle 

«O       ^-^P  «    p-H2^sin  jy*      i ^    y  — ig  sin  y 

^*     ig  +  ;»t —      ;9,-t.2Äsm  4y»'    y»  ^1— ^  «in  y 

oder  auch 

-I       ^H-P  „    y-^2ig  sin  jy»     ±  —  ^    y-f-2ig  sin  V 

^**     Ä-l-^,  —       ;9,+2ig  sin  ^"    y,  p, +2ig  sin  jy' 

setzen.  Ist  es  aber  verstattet,  auch  die  Grösse  2jR  sin  I9)'  wegen 
der  Kleinheit  von  sin  jgp*  zu  vernachlässigen,  so  nehmen  die  bei- 
den letzten  Formeln  die  folgende  sehr  einfache  Gestalt  an: 

32.    ^  =  n^,   f=-f 
^-^Pi  Pi     9\  P\ 

wo  immer  n  im  Falle  der  Brechung  positiv»   im  Falle  der  Zuriick- 
werfnog  negativ  zu  nehmen  ist. 

Aas   den    beiden   Gleichungen   30.   erhält   man   ohne   Schwie- 
rig'keit 

««  <ti^-H2Je|(ft— l)ig— jg|  sin  jy» qR  sin  y 

^^,     //,_    ^i_2»ain  iy »)-(!•— l)p    '  ^"  " 7-n(y-Ä  sin  y)' 

oDd  aus  den  beiden  Gleichungen  31.  ergiebt  sich 

'      nRp-^^R  )(n  — l)ig  — y{  sin  jy» 

1^» —      Ä(l  — 2«  sin  iy »)  —  («  — l);i     ' 


34. 


oder 


35. 


^l-2sinjy»)  . 

y»  —  Ä(l— 2«  sin  4f»)  —  (»  —  l)p' 

wig/?>f-2ig  )(w— l)ig— y|  sin  jy» 

1^* —      Ä(l  —  2«  sin  iy»)  —  (»  -  l)p 

Rq  cos  y ^ 

^"  — Ä(l  — 2«  sin  ^»)  — (n  — l)p5 


und   nach  34.,  wenn  man  sin  \^^  als  verschwindend  betrachtet, 
*^ nRp Rq 

wo  «I  immer  im  Falle  der  Brechung  als  positiv,  im  Falle  der  Zu- 
rückwerfung  als  negativ  betrachtet  wird. 


IM 

Aus  dte  vorher  entwickeltet  Fomelpi  33.,  34.,  35*  erhellet, 
dasB  unter  der  wegen  der  Winkel  («'»■ft't»  ^  gemachten  Voraas- 
Setzung  die  Coordinaten  p^^  q^  sich  nicht  ändern,  so  lange  die 
Coordinaten  «,  q  keine  Aendemng  erleiden,  welches  auch  die 
Richtungen  der  aus  dem  Punkte  {pq)  ausgehenden  Strahlen  sein 
mögen,  'dass  also  alle  von  dem  Punkte  (p^)  ausgehende  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  oder  Zurückwerfung  in  dem  Punkte  O^^^i) 
wieder  mit  einander  vereinigen. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  weleheü  pj^  für  /i=:soo  erhält» 
durch /*!,  so  ergieht  sich  aus  34.  leicht 

37.  /.^-''^^^iV^'it. 
oder,  wie  man  leicht  findet, 

38.  /.=_(l  +  ^)Ä 

Betrachtet  man  sin  ^9*  als  venchwiiidend,  so  wird  «ach  37. 

und  folglich  für  nz=z  —  1,  d.  i«  hei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der 
Zurückwerfung^ 

^.  ^,  =  —  -g-  Ä. 

Die  heiden  Formeln  36.  können  auch  unter  der  folgenden  Form 
dargestellt  werden: 

Weil  niM  alber  nach  39. 

iist,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
.«1  1  .111  p 

P  Px  fi      9      ,9x  fx9 

und  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  kann  auch  unter  der  Form 

geschrieben  werden.    Für  « =  —  1  ist 


oder  nach  40. 


i4     ±j.±—  1 

P  P\  f\ 


45.    -4-— =— ~ 
P        P\  Ä' 


Dass  q^  für  71  =  00  verschwindet;  erhellet  aus  den  Formel^ 
34.,  35.  auf  der  Stelle,  wobei  aber  nie  aus  den  Augen  gelassen 
werden  darf,  dA89  die  in  Rede  ijftehenden  Formeln  sämmtiich  nur 
Näherungsformeln  sind.       ^  .  ^      » 


Wenn   man   mittelft   der   Porvieln  33.   die   Coordlnaten  py   q 
du^h  die  Coordinaten  p^  7,  m^sdrückt,  ao  erhält  man 

^        Bp^{y-^tn  sin  4y«)—2(ii— l)ig»  sin  jy*       nKg^^  ain  y 

^-    ^ —       Ä(ii  — 2  sin  49)«)  -i-  («  —  l);»i       '  ^  — Ä«iny^(«-l)y,' 

vd  aas  den  Formeln  34.  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise 

ii^id  — 2w  gja.  jy»)  —  2(»»  —  l)it»  «ia  j»» 

«»lty,(l  —  4  «in  ^y*  CQg  ijp^^ 

1  —  (1-2  sin  ^*)\B(n^^  «in  4y»)-|. (»•  - l)p. I ' 
oder 

igp,(l"*-gi»  sin  jy»)  — 


igp,(l"*-gi»  sin  jy M  —  8(if  ^  l)ig»  sin  jy* 

^~/C(»  — 2  sin  iy»)V(«-l)^i' 


und  nach  47.,  wenn  man  sin  I9)*  als  verschwindend  betrachtet, 

Bezeichnet  man   den   Werth,   welchen  p  für  /i|  =  00  erhält, 
darch  f^  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

50.  ^^l-2n.inig2 

oder,  wie  man  l<llchit  findet, 

51.  /=_(1_?LS2^JÄ 

Betrachtet  man  sin  -^9)*  als  verschwindend»  so  wird  nach  50. 

52.   /=;rb^- 

f.  3. 
.       Nach  49.  und  52.  ist 

Uli  folglich,  wie  man  leicht .  findet, 

/c  ~   («-i){«Ä+(ii-j);>,r 

Weil  nun  nach  39.  ' 

i»t,8oist      ■  •'•■■    ^ 

Pi  ^/i  _  l•ig^^^t-l);l,      ■ 

Also  ist 


«■— «• 


a  (p-/)  <>.-/.)=— t^iP. 


(p— /)  (^,  — /;>  cne  MB. 


Mgliek,  «cO  ucfc  32.  u«  Sil 


/=J^^>i=-Ä^ 


i+e«-i)^^ 


■u  an  fie  Heuer  «cg,  m  eriäk  au  die  «kicku 

•(,  +  r.)  =  (»-  1)  (f ^*^  — «f .  ^^), 
•4er,  weBB  mim.  <|Miiirt,  4ie  ChirfcMy 

WeM  nek  53. 

(■-!)»  »-/)(y.-/.) 

• — —  i|> 


g 


ist,  Btt  liait  üiäk  4ie  Teiheigefcc«4e  6ieiA«Bg  aadi  aater  4er  fel- 
gendea  Fora  «lantell^: 


Entwickelt  mmm  ■■■  4ie  Qaedfate  4w  BleewiilgiMW,  so 
tum  BMk  letzter  leck— g  4ie  <ileiekHig 

0  =      f  0»»  -A)  \m(p-f)^-p,  -A I 

oder 

9^(p. -/.)  =  - -f. '(^-A 
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md 

54. 


P-f 


^1?  —     *P.-/.' 


welclieB  auch    eine    Ib    mehrfiicher   Rttckricht    merkwürdige   Glei- 
choDg  iat. 

f.  4. 

Wenn  wir  nun  auch  von  jetzt  an  der  Einfachheit  und  Kürze 
wegen  bloss  den  Fall  der  Brechung  in  einem  Linsenglase  oder  in 
einem  Sjatene  yon  Linsengläsern  in's  Auge  fiuisen  werden;  so 
kann,  was  wir  hier -gleich  im  Toraus  bemerken,  Alles,  was  im  Fol- 

S;enden  vorkommen  wird,  doch  auch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf 
en.  Fall  der  Znriickwerfnng  von  zwei  oder  mehreren  Kugelflächen 
ausgedehnt  werden,  wenn  man  nur  in  den  Formeln  überall  n  ne- 
gativ nimmt,  oder  bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurückwer- 
mng  m  =  —  1  setzt, 

11. 

Brechung  in  einem  Linsenglase. 

«.5. 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  Kreisbogen  mit  der  durch  ihre 
Mittelpunkte  gehenden  geraden  Linie  X  F(Taf.  II.  Fig.  3.),  welche  wir 
ihre  Axe  nennen  wollen,  seien  A^  A^^  und  E^  El  seien  die  Ent- 
fernungen eines  Punktes  in  der  Axe  von  den  beiden  Punkten  A, 
A^,  unter  der  Voraussetzung,  dass  E  eine  positive  oder  negative 
Grösse  ist,  jenachdem  der  m  Rede  stehende  Punkt  auf  der  con- 
vezen  oder  concaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  A  schnei- 
deaden  Kreisboffeus  liegt,  und  dass  eben  so  E^  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  stenende  Punkt 
auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte 
A^  schneidenden  Kreisbogens  liegt.  Die  immer  als  positiv  betrach- 
tete Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  Ai  von  einander  wol- 
len wir  durch  D  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die 
vier  folgenden  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  concaven  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  wie  aus  Taf.  IL  Fig.  3<>.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

E+E,='^D. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  convexen  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  vrie  aus  Taf.  II.  Fig.  3^.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

E-h  E^  =  D. 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 
eave  Seite  gegen  die  convexe  Seite  des  die  Axe  in  A^  schneiden- 
den Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3^  leicht  er- 
hellet, in  völliger  Allgemeinheit 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con-        | 


x«x«  .>eice  x^sren  ins  -tfaeaTP  Sene  les  üe  Axe  in  ^,  sciiae»- 
aenü«n  RrvisDuirens  veiui.  ?«  k.  wie  aus  Ta£.  II.  Fig.  3^.  leicht 
erbeiiec.  Id  viüliircr   \$faEvi 


Hieniuä  erinvuc  «icn   ifceriiaiijic  ias  rbicevde  Reaoltat: 
Weoo  :ci«U'uo«aiiice  "mies  aer  Jettes  Kreiflboflren  eioander  zu- 
^tfküiiit  sind«  >u  isc 

ubU  ib  «iicMr  tvletciiiiac  tsc  das  ober»  ii^vr  du  ratcre  Zeicben  zu 
iiebwea.  ivDtfdMl««  die  e^acavw  iW^r  die  cwrexm  S«iteB  der 
beide*  Krei*öi>i(ett  tr«a«Bder  ^ttcekelirr  sind.  Wem  ««gleich B«Mi|rc 
Seite«  der  be«deB  Kreuheguu  eioaader  zagekelirt  »ad«  so  ist 

uu«l  iu  JieMfr  Uien'kuuic  im  äa&  -iuere  oder  untere  Zeichen  za  aeh- 
lucuy  ;eua\.iia«iii  üie  v.-wu«:tt%if  iuer  cuavexe  Seite  des  die  Axe  in 
deiu  Puiiikie  /  »ciiutideudeu  Kr«i»i»üiceBä  respecrive  der  couTexen 
oder  koucd^eu  Seile  ä«»  die   V^e  in  dem  l^unkce  Ji^  schneidenden 

Neliiacu  \«ir  aoer  die  b^nueritttuic  der  Durchschnittspunkte  der 
büideu  Ivrvidüo^^u  ihaS  ihrer  Axe  \uu  einander  jetzt  positiv  oder 
uegutiv»  jeuotihdeia  der  die  .Ixe  in  -i  ückneidende  Kreisbogen  dem 
ilie  \\e  in  /,  ^'hueideudeu  Kreisbucen  seine  conTexe  oder  seine 
^ouca\c  S<ice  lukekrc,  und  beAeidinea  unter  dieser  Voraussetzmig 
die  in  Hede  stehe ude  t^nueruuu^  wieder  dnreh  D^  so  ist  nach  dem 
\  orheij^cavudeu  odeuhiu-  iu  vöihger   Ufgemeinheit 

a;=^  a,  =s  D. 

uiMAu  luaa  uuf  iu  dieiM^r  Gleichuttj[j[  dai»  obere  oder  dos  untere 
/«eivheu  uiuiuU.  jeu^bdem  die  beideu  Ikreiabogen  gieLchnamige 
iuLi  uu^leiibuaiai^'e  Seitea  eiuaiider  Aukekren. 

>\  II  ««oiivu  ua«  HUtt  Strablea  deakea,  welche,,  aas  einem  in 
lleAutf  «ui  4  uU  lat'aag  der  l'oardinaCeB  darek  die  Coordinaten 
//,  ./  boaiiuiiuieu  I^Aukce  [/f^\  aub^ebend.  nach  der  Breehuag  in 
drill  lUv  \\i-  III  dcui  l^uukce  /  schueideudea  Kreisbogen,  dessen 
llutliiur.iM-i  H  -M'iii  u4a^,  »icU  iu  dem  in  Beiug  auf  dasselbe  Coor- 
thu.iu'u-^^tu-ui  duich  die  1  oordiuttCeu  /*,  y'  bestimmten  Punkte  (/»'^') 
uät  ^4H«»udi)4  \orviaM|ev>  uud«  uackdem  sie  eine  aweifce  Brechung 
tu  JiMu  dio  \\u  iu  i|  M'bu«idoBdeu  Ikreisbotfen,  dessen  Ualbmea- 
Mi  /<,  -«iiu  luaji;,  t'iliiivu  habcu«  iu  dem  in  Besag  aiit' ^i  als  Ab- 
liiii^  doi  i'uuidiuiiicu  durch  dio  Cuordiuaten  p^s  ffx  bestimmten 
l'unkic  ^/'i/k>  \wodui  Ulli  eiuauder  lusammenkommen.  Links  von 
dem  «liii  A\ü  ia  i  und  recbca  v«v  dem  die  Axe  ib  .^,  schaeidenden 
Krtdhhi»|(iiii,  woU'i  Hir  uu«  auf 'l^al:.IL  l^ig.S.  beaiebeB,  soll  ein  und 
duhnolbo  biet  heu  de  Medium,  Awiiuhea  den  beiden  Kreisbogen  soll 
lüu  iiiidvn-.-t  bjvcboudeb  Medium  liegen,  and  das  Brecbang^erbält« 
iiiii.>>  Cur  d(i.^  vr&io  uud  «Huite  brechende  Medium  soll  n  :  1  sein. 
Oic  l'uurdiuaicu  dva  Puuktes,  dessen  Koordinaten  in  Bezug  auf  das 
t'oürdiiiateusyntem   mit  dem  ABlSaBgs|Hiukte  A  vorher  durch  ;/,  ff 


I 

I  • 
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beieiclinet  worden  sind,  sollen  in  dem  Coordinatensysteme  mit  dem 
Anfangspunkte  Ai  durch  p\y  ^,  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  32.  offenbar  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen: 

R-^P P     ^1  H-Pi Px 

10  denen  nach  dem  vorigen  Paragraphen  noch  die  Gleichung 

kommt,  in  welcher  das  obere  oder  daa  untere  Zeichen  genommen 
werden  mmm,  jenaohdem  gleichnamige  oder  nngleichnamige  Seiten 
der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.  Aus  diesen  drei 
Gleichungen,  die  auch  unter  der  Form 

i-i-^=irfi-i-^) 

ffzizp\^D 

■ 

dargestellt  werden  können,  lassen  sich  die  beiden  Grössen  p'  und 
pPj  eliminiren,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  p  und/i,  ent- 
wickeln, welche  Bntwickelunff  wir  jetzt  ausführen  wollen. 
übir  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 

also 

f MC  p   ^      ßCj 

n^  ^^  p^  n^        Pi 

und    folglich,   wenn   man   diese  Ausdrücke  von  p^  und  p',  in  die 
dritte  Gleichung  einführt, 

55  ^  =t:  ^p  :^I} 

»  p'  n  Px 

5«     ?5t -4- ^^iPi  , n. 


cNler  auch 


i 


oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 
oder 

Bestimmen  wir  mittelst  der  Gleichung  55.  die  Grösse  p^  durch  p 
und  die  Grösse  p  durch  /^i ;  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rech- 
■nng 


160 

I«,  .^  2 ü,, 

(l.-l)Ä-H|l— i(i-i-^)J  K«-»)Ä±««.J 
5»./  1  Ä 

Wird  B«n  «IvrWwtk,  w<lcW»  j»,  f&r  p  =  <»  erbält,  durch/,, 
<l*r  W*f<b«  w«M«a  f»  tit  p^  ssoo  erlilit,  durch  /bexeicbuet;  sa 
iat  n«eh  W. 

U  =a j— 5 Ä., 

1         {»-DÄ^d-^)  }{jt-l)/>±»tÄ,f 

flO.  / 


/=», j— ^^ R, 


oder 


Ä+(l— i-)/> 


(•-1)  tÄA*.+(l-4)/»i 


Ä., 


Ä.db(l--)i» 


I— «' 


(«-!)  i*.*Ädha--)z>i 


oder 


Ä+a— ^)1» 


I ^11 


62.  ,' 

Ä.±(l— ^)fl 


AI«o  iii 


(•_!)  \XdzJt^  +  (i-i-)Di 


(i-i)l>(Ä,=f=Ä) 


oder 


1 
•       1 


ICl 

(«-l)|ie±*,^.(^— ^)öt 
4.7. 

Nach  61  Mt 

(1.-1)  |Ä±Ä.-|-(l-i)2»| 
aad  folglicli,  wenn  «an  der  Korze  wegen 

setxt, 

(1.-1)  jÄ±Ä.H-(l-i)ö{ 
Ferner  ist  nach  59.  nnd  62. 

;».  -/.  = .         ,     ^ i«. 

und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet, 
Also  ist  offenbar 


^.    (fi-/)(^.-/.)  =  ± 


(»-D«  tÄsfcÄ,H.(l--^)i>|« 


oder 

66.    (;,-/)  (;,.-/.)=±j ^^ — 

j(«-.|)[Ä±Ä.-|-(l-^)Zq 

und  dfis  Product  {p — f)  (/;, — /*,)  ist  daher  jederzeit  eine  con- 
staute  Grösse. 

Für  /^==:0,  d.  b.  wenn    man    die  Dicke  der  Liose  als  ver- 
schwindend betrachtet,  ist 

TMIU.  .11 


t 


^.  8. 

Nacli  36.  ist  9  wen«  wir  die  in  f.  0.  eingefiilirten  BezeichnuD'^ 
geo  auch  hier  beibehalteD,  , 

, Rq  . Rigi 

also, 'weil  offenbar  ^  =  ^|  ist, 


und  folglich 


an     i.  —  ^      ie-(»-l)y  _  ^-<*-*>^ 


oder 


^^   t-(,-i>j-(^-i)^ 

Nach  62.  ist  aber    .  . 

r 

Ä 


l_(„_l)^  = 


1         /--        1  \tLl-  —  -4-  ^1 

ff 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  w^^en 

1 
Kr: 


setzen, 


\  —  (n  —  \^  =  KR,  l-(»  — 1)^  =  ±ÄÄ„ 


und  folglich  Qa«h  4e«  Vorhergehenden 

69.    ^  =  ±  ^ 


*•  A»,  =F  (»  -  lp^>J^ 


Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  anf  die  Form 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  anf  die  Form 


14» 

Nun  ist  aber  nach  66. 

(P  — /)  {Pi  — /i)  —  ±  (^_|)l  > 
und  folglich 

Jg*=:f=(»-l)'»-^,^,-'^»^. 
welches,  in  die  vorhergehende  Gleichnng  eingeführf,  die  Gleicbuog 

ffiebt.  Entwickelt  man  nun  die  Quadrate  der  Binomialffr5sien,  und 
aebt  die  gleichen  Glieder  anf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
anf ;  so  erhält  man  die  Gleichung 

9i*  Pt  — /i 

70     il.\%  ^  -t — f~J 
iü.    y^) ^  _^, 

welches  ebeafalli  eine  sehr  ■wkwirdye  Gleiekmg  bt. 
NaA  dem  Torkergebendea  P^tfagrafbea  ist 

,^  1-0.-1)^ 
^*    I  -  (« — 1)^* 

nkl  Mch  59.  ist,  wie  ssna  dwcfc  Icidite  RecbaMg  ludet, 

^-<*-^>£=='F^  i — 3ir^ • 


•der 


nd  felglich 


oder 


^ 


(js-i)*-i.  {1-1(1-1-4)1  >^->¥>*«Ä,{ 


"•  i==»=/  •       •    iM? 


11 


il 


V  £•»» ä     ■    •    ..c  ^.    '     -Miireiüiirten  itÄs^-n 


^tl  —    !  ii  E  —  - 


—  .^  —  .  .— - 


—  ..J  —  -  i  •— 


1*/^. 


m 
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U.    8.   W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  schoo 
mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  also 

/i=/o-l-/,«i,  /',=/'o +/".«,; 
/.  =/.  +/,«.,  A  =/',  +A«.  f 

u.  8,  w.  n.  8»  w. 

Eine   ähnliche  Betrachtung   wollen  wir  fprner  auch  üher  den 
zweiten  der  beiden  obigen  Kettenhriiche  anstellen.    Es  ist  offenbar 


^  =  -   und   ^  =  r 


«o 


Also  ist,  wie  sogleich  ib  die  Augen  fallen  wird, 

Folglich  ist  auf  ähnliche  Art 

l-|-(a, -4-— )ai 

li. gp     

•  «1  -+-  — -I-  M  -l-(«i  -H— Kl«. 

_. gp -H  (1 -f- gpgi)«» 

J -*- «pÄi -f- |»p -I- (1-f- »p»i)»a l<»f 

ood  hieraus  ergiebt  sich  ferner 

64     _«  «*0  »P  ^  

fVp  0p  Wp 

lH-<»pg|--h  }gp-f-(l-f-gpgi)g»|g»  

»0-*-U-4-»0«l)    «»+  M  -f-«0«I  -|-(»P-|-(H-«P«i)««)Ä«I«4 

•  .      >.  .    ■       ■ 

Wie  man  auf  ^iese  firi  weiter  «ge^en  kann,  ist  klar,  und  auch 
d«f  allgemeine  Gesetze  erbellet  schon.    Es  ist  nämlich 
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f'. 

1 

-< 

f> 

»o 

«'. 

l-f-ao«i' 

g* 

«^•-l'«^i«f 

«'. 

ff'o-^g'i«»' 

IT, 

_  gi-^g^»* 

«'. 

~  ^l-^t.^ 

f: 

^»-f-«r,a. 

«'t-*-«f',V 

fs 

^S 

_    IT« -4- «^4«* 

«.  «,  w. 

Dieses  Gesetz  kann  leicht  auf  folg^ende  Art  allgemein  bewie- 
sen werden.    Weil  überhaupt  ^ 

^  =  -L  1 

-^  •-§_ —       1 

und 

St**.  —  -J—        l  - 

«'*^-'        *^»  -*■  ^  -I-  -^  _^ 

•  J 1 

«,  H 

ist,  so  wird  offenbar 

IfctLaus^ 

1 

erbalten,  wenn  man  in  denk  lefstern  Bkucbe  «.  H för  ao  setzt. 

.  .  •  .     • .  ^» 

und   alle    übrigen  Indices  von  a  um  eine  Einheit  erhöhet.    Also 

wird  offenbar  gk^i  aus  gk  und  ^i(+i  a«s  /^x  erhalten,  wenn  man 
17,  H för  oTo  setzt,  alle  übrigen  Indices  ton  a  nm  eine  Einheit 

erhöhet,  und  die  dadurch  «idb  erg|ebea4eQ.  Grössen  dann  mit  a^ 
multiplicirt;    Sei  nun 

Um  '^77*  «u  erhalten,  mma  maB(ai+^  fik^^«  netzen,  alle 

übrigen  Indices  von  a  um  eine  Einheit  erhöhe»^ -u»4  im  Zähler 
und  rfenner  mit  a^  multipliciren ,  wodurch  jede  dev  Gcötsen  gk^-Ji^ 
^k—i  und  g'u—29  g'k-^  mit  a^  multiplicirt  wird.  Bei  der  Anwen* 
düng  dieses  Verfahrens  gehen  also  die  Grössen  «r/t—i,  mk  respective 
in  ah^  au-^u  und  nach  dem  Obigen  gehen  offenbar  gu-^' gk^  M- 
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neetive'  in  ^it-i,  gh  »o  wie  ^a-j,  g'k^x  reipective  in  g'i^^,  g'k 
iVer.    Also  ist  offenbar 

Hüd  das  bemerkte  Geseti   ist  oacfa  einer  bekannten  Schlussweise 
fsiglicb  allgemein. 

Es  ist  also 

>  •- 

^0  =  ^  Ä^o  =  »o; 

g4=g%+gM»»\       ^4=|^»+^1«4; 

n.  s.  w.  tt*  8.  w.     ' 

Vergleicbt  man  dieseZähler  und  Nenner  mit  den  oben  gefun- 
denen 2whlern  und  Nennern  der  Partialbrücbe  des  ersten  Ketten- 
brnchs,  so  ergeben  sieb  die  folgenden  ti leicbungen : 

«■•=*'  ...:,; 

gl  =/'o. 

•'l 

g^4  =  «••+ üTl«!  =^/'l  +/'•«•  =/"!» 
g-.  =  Ä^t  H-  ^4»4  <= A  -♦-/'l*4  =/4, 

U.   8.  W. 

and 

o  o  •""./. o» 

^1  =  (9^0  4-  Ä^i«a  =/'o  +/'i«.  =A, 
«^.  =«",  +g'3«t=A  +/'.-'.  =/'.» 

5^4  =  fi^',  +  «^,»4  =  A  +/'t<»4  =  A, 

g'.  =  «"•  +g>.  =/•  +A«.  =/'., 

tt.  s.  W.       : 
Hiernach  bat  man  also  aifcfar  di»  folgeadea  Gleichungen: 

Ä^o=A=Ä'ii 
5^»=^A=^^i^ 

g'l=A=Ä^4» 

fi^4=A=5^H 

U.   8.   W. 


16S 


üeberhaupt  wollen  wir  jetzt 
1 
a 

»3 


»• 


—      ^  1 

9i 


setzet^. 

Also  ist  zuerst 


=  —         1  _        ^o 

^*^  ^o+—         1-1- »o^o 

yo 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist 


also 


ilL—l.     E<L—1. 
fo  ».'    «'o  «o.' 

fo  ^         9o  1   _  _  ^ 

und  folglich 
Feroer  ist  . 

d.  i. 


^*~«o-i-(i-+-«o«i)yi" 

Nach  dem  Ohigen  ist 


o 


und  folglich,  wie  man  dnrch  leiehte  Rechnung  findet» 
„  ^A l 

Daher  ist 

Man  sieht  also,  dass  die  Producte 


/ . 
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J    O  9  O 


respective  von  p^^  ^^  und  /i|,  ^,  ganz  unabhängig  sind. 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  prQfien,  wollen   wir 
jetzt     \ 

J  o  So 

U.   8.  W. 

setzen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Grossen 

//^j  /#,,  X,,  Zfy,  • , .  Lk-^i 

respective  von 

Po9  ?©;  Pi^  9i\  P%%  9%\  f^ii  ^11  •  •  •  Pt-^t^  ^*-i 
ganz  unabhängig  sind. 

Weil  nun 


1 


;t>*-i  =  — _.     1  • 


1 


^k-l 


and 

H .     ^         1 

^^'^  "•"  :;r  j- — 

^* 

ist,  so  ist  wegen  der  Gleichung 

wo  Lk--\  von  ;7i»i  und  qk—x  ganz  unabhängig  ist,,  deren  Richlig- 
keit  YoraasgeseUt  worden  ist,  offenbar 

0»*-^)  <«*+^+ S)=^*-»- 

Weil  aber 
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£tii-^JL,     1 


«*— s- 


1 

1 

»1 

-H 

»o 

isf,  so  ist 


^^  +  t;:? —  =  ak-¥'  — —  ■_    ^ 

'•-^.—      1 


»1  -f 


und  folglich,  weil 


ÄA-3  + .  •  1 

•  -1-  —      1 


a, 


»o 


ist, 


Also  ist  nach  dem  Obigen 
d.  i. 

<  • 

Nun  ist  aber  nach  den  aus  dem  Obigen  bekanäten  Relationen 

^^^  fk   —fk-i^fjifk        fk 
und  folglich  offenbar 

Führt  man  dies  in  die  oben  gefundene  Gleichung 
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— r«* —  ^  *"' 

eio,  so  erhält  mao  die  Gleichong 

also 

woraus  man  sieht,  dass 

von*/iib  7^  gaoB  unabhängige  und  nach  einer  bekannten  Schluss- 
weise das  oben  bemerkte  Gesetz  also  ganz  allgemein  gültig,  d.  h. 
das  Prodact 

immer  von  pt  und  gu  ganz  unabhängig  ist. 

Setzen  wir,  analog  mit  der  oben  eingefihrten  Bezeichnung, 

80  erhalten  wir  nach  den  Vorhergebenden  die  Relatioo :     %    • 

Hiernacb  und  nach  dem  Obigen  ist 


\ 


§0        y^oÄ^i 


füg\      f\g%     f\St 


Hk  ^  W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weifu^r  gehen  kanuj  unterliegt  keinem 
Zweifel,  und  es  ist  also  allg^ein 

d.  i.  <  •  *  ' 

78.    ^f^——fr^'^^^f^^i^^...gi,^^i; 


«.' 
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Hack  dem  Obig^o  ii^  aber 

Ol  ^ÄTa» 
O.   8.  W. 

■Dd  ffk-=zfk.    Also  ist  Bsch  78. 

_  (-  l)«-i     g.  _  (-  IH-*     ^ 
*"~     /•*      '/•»""       «'*       ■«'* 

dad  folglich,  weil  nach  dea  Obigea  ^,  =  1,  gfk^gt*-i  ist, 
70     r ,  —  <-  ^>*~'  —  ^-  '>*"*  —  ^-  '>*"' 

Wir  haben  daher  die  folgen4en  merkwürdigen  Gleichangren: 
fiA     /         /*  V  .-    ■    g*i  —  (-  »)*-^  —  (-  »y-»  —  (-  »)*-' 

oder 

voD  denen  wir  nachher  eine  wichtig«  Anwendung  auf  die  Brechung 
in  einem  Systeme  von  Linsengläsem  machen  werden. 

f.  11. 

Die  erste  der  beiden  Gleichmigen  59.  kann  auf  folgende  Art 
dargestellt  werden: 

^        n^        p  ^ 
und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

fn^    I  I  ■  *»         y 


/!+-* 


=  .-ld=^« 


ZI+=^ 


11  — 1 
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also 


t 

«—  1 

R 

V 

— 

!•  — 1± 

D 

1 

» 

r  — 1 

— 

P 

1 

«— 1 
^1 

1 
—  D 

+  5. 

1 

1 
1 

oder 


82. 

B,         D           1 

n         »  —  1- 

1 
P 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen,  jenachdem  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Seiten  der 
beiden  im  Obigen  betrachteten  Kreisbogen  gegen  einander  gekehrt 
sind.  Aber  eben  dieses  doppelte  Zeichen,  welches  bei  der  Betracht 
tung  bloss  zweier  Kreisbogen  oder  eines  Linsenglases  uns  keine 
grosse  Unbequemlichkeit  verursachte,  vielmehr,  wie  es  uqs  scheint^ 
den  zwischen  den  sogenannten  doppelt- concaven  und  doppelt- con- 
vexen  Gläsern  und  den  sogenannten  Menisken  Statt  findenden  Un- 
terschied recht  deutlich  herausstellte,  weshalb  auch  vorzüglich  bei 
einem  Linsenglase  die  vorhergehende  Betrachtungsweise  von  uns 
angewandt  worden  ist.  führt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
"von  Linsengläsern  grosse  Unbequemlichkeiten  herbei,  and  wir 
müssen  uns  daher  jetzt  von  diesem  doppelten  Zeichen  unabhängig 
zu  machen  suchen,  was  auf  folgende  Art  geschehen  kann« 

Im  Vorhergehenden  wurden  die  Halbmesser  JR  und  /{,  immer 
als  positiv  betrachtet ,  was  auch  auf  den  ersten  Anblick  allerdings 
das  Natürlichste  zu  sein  scheint;  die  sogenannte  Dicke  des  Glases 
JD  wurde  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  concave 
Seite  zukehrt;  die  Grösse  p  ist  positiv  oder  ^negativ,  jenachdem  die 
ihr  eiUsprecbende  Linie  auf  der  coovexen  oder  concaven  Seite  des 
ersten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  »,  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  die  ibr  entsprechende  Linie  auf  der  convexen 
oder  concaven  Seite  des  zweiten  Kreisbogens  liegt. 

Ton  jetzt  an  wollen  wir  die  Dicke  des  Glases  immer  als  posi- 
tiv betrachten,  und  unter  dieser  Voraussetzung  durch  D  bezeich, 
neu;  die  Halbmesser  der  beiden  Gränzflächen  des  Glases  wollen 
wir  dagegen  als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie 
TOB  den  Durchschnittspunkten  der  entsprechenden  Gränzflächen  mit 
der  Axe   an    nach   der  innern   oder  äussern  Seite  des  Glases  hin 


\ 
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liefen ,  und  wollen  dieselben  unter  dieser  Voraussetzung  durch  H 
und  Hl  bezeichnen^  auf  ähnliche  Art  sollen  die  Abscissen  p  und 
Pi  positiv  oder  negati?  sein,  jenachdem  die  ihnen  entsprecheudeo 
Linien  von  den  Durchschnittspunkten  der  ersten  und  zweiten  Gräuz- 
fläche  des  Glases  mit  der  Axe  an  nach  der  innern  oder  äussern 
Seite  des  Glases  hin  liegen.  Die  8yinb«le  ^  und^i  behalten  auch 
jetzt  ganz  aie  ihnen  oben  beigelegte  Bedeutuag. 

Dies  vorausgesetzt 9  muss  man  nun,'  wenn  die  concaven  Seiten 
der  beiden  Gränzflächen  einander  zugekehrt  sind,  in  der  Gleichung 
82.  statt  der  Symbole 

D,  Ä,  /i,,  p,  p, 

offenbar  respective 

Dy      Ä,      Ä|, /?,      Pi 

setzen,  wodurch  die  in'  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  man  jetzt 
das  obere  Zeichen  nehmen  muss,  folgende  Gestalt  erhält: 

n  n  —  1         1 

Wenn  die  coavexen  Seiten  der,  beiden  Gränzflächen  einander 
zugekehrt  siod»  sa  muss  man  in  der  Gleichung  82«  statt  der 
Symbole  ', 

Z>,  Ä,  Ä,,  p,  Pi 

r 

offenbar  respective 

H,  —  jR,  — Ä„  p,  pi 

setsen,  wodurch  die  m  Rede  stehende  Gleichimgy  in  der  jetzt  wie- 
der das  obete  Zeichen  genommen  werden  muss,  die  folgende  Ge- 
stalt erhält  I 

1 


»— 1      1 

Jl 

P 

Mittelst  einer  einfachen  Retradktnng  überzeagt  man  sich  aber  so- 
gleich, dass  diese  Gleichung  immer  auf  die  Form 


—Pi  = 


u 

l 

1 

#9 

- 

1 

1 

1»  — 

1 

1 

welche  von  der  Form,  auf  welche  wir  im  ersten  Falle  gefnhrt  wur- 
de«>  nicht  verschieden  ist,  gebracht  werden  kann. 
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Wenn  -die  concave  Seite  der  ersten  Granzfläclie  der  coDvexen 
Seite  der  zweiten  Gränzfläcbe  zugekehrt  ist,  so  rouss  man  in  der 
Gleichung  82.  statt  der  Sjmhole 

offenbar  respective 

—  ZI,  Ä,  —  Ä,,  — /»,  Px 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung ,' in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

1 

^'=^li^rr       1 


• 

1» 

1 
"•"it  — 1 
R 

1 

§ 

woraus 

sich  aber  mittelst  einer 

4 

ganz 

ein&cben 

Befrachtung 

wieder 

1 
-'''=1.-1 

1 

^ 
t 

, 

« 

—  ZI 

l 
R 

P 

ergiebt. 

-  Wenn  endlich  die  convete  Seite  der  ersten  Gränzfläcbe  der 
conca?en  Seite  der  zweiten  Gränzfläcbe  zugekehrt  ist,  so  mnss 
man  in  der  Gleichung  82.  statt  der  Symbole 

Dy  Ry  Rx^p^Px 
offenbar  respective 

D,      —  Ä,      Ä|,     Py      —I», 

I 

setzen»  wodnrdi  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

1 


< 

^^•^H-\ 

1 

• 

« 

R\ 

1 

( 

—  Ä 

'  p' 

woraus 

sich  aber 

mittelst  einer 
1 

ganz 

dnfaehen 

Betrachtung 

wieder 

i 

'''— 1.-1 

1 

- 

Ä.  + 

X 
"*■«»  — 1 

1 
"*"  P 

ergiebt. 

Daher  ist   unter   den   gemachten  Voraussetzungen   in  völliger 
Allgemeinheit 


17« 


s:i 

-P^—M-\                1 

R,     ^--iß           1 

■                          t  1                V 

m          m —  1         1 

jt  +p 

iu  welcber  <iteichuDg  also  nun,  kein  dop|»e]te8  ZeicbcD  mehr  vor- 
kottiMt,  was  für  das  Folgende  der  AIIgemeiDheit  und  EiafacbhcSit 
der  Darstellung  wegen  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

Mittelst    leichter  Rechnung   erhält   man    aus  83.  die   folgende 
ebenfalls  ganz  allgemein  gültige  Gleichung: 


wobei   man  sogleich   übersehen  wird,  dass  dieser  Kettenbruch  ge- 
wissermassen  durch  Umkehrung  des  vorhergehenden  entsteht. 

§.  12. 

Wenn  zwei  Kreisbogen  ihre  Axe  in  den  Punkten  A  und  ^, 
schneiden,  die  immer  als  positiv  betrachtete,  Bntfernnng  der  beiden 
Punkte  Ji  und*  ^,  von.  einander  durch  /}  bezeichnet  wird,  und 
wir  die»  jenachdem  sie  von  den  Punkten  ji  und  ^,  aus  nach  den 
ianern  Räume  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kreisbogen 
oder  nach  dem  äussern  Räume  hin  liegen,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachteten  Entfernungen  eines  Punktes  in  der  Axe  von  det 
beiden  Punkten  u4  und  ^,  respective  durch  £!  und  E^  bezeichnen; 
so  ist  in  .völliger  Allgemeinheit 

wovon   man   sich   durch   eine  ganz  einfache  Betrachtung  auf  der 
Stelle  überzeugt. 

§.  13. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  System  von  t  +  l  Gläsern  denken, 
und  wollen  annehmen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Gränzflächen  aller 
dieser  Gläser  ip  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  welche 
die  Axe  des  Systems  genannt  werden  kann.  Die  Halbmesser  der 
Gränzflächen  der  einzelnen  Gläser  seien  nach  der  Reihe 

Ä,  Ä, ;  Ä(i),  Ä.O);  Ä(2),  Ä,(2).  .  .  .;  Ä(0,^  71,(0; 
so  dass 

7?, -71(0,  Ä(2),  Ä(3),...7I(0 

die  Halbmesser  der  vordem  Gränzflächen,  dagegen 

71,,  71,0),  Ä,ö),  7I,(»), . . .  7I,(') 

(He  Halbmesser  der  hintern  Gränzflächen  sind,  wobei  man  nicht  m 
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überselien  bat,  dass  diese  Halbmesser  nacb  den  m  f.  11.  gegebe- 
nen Bestimmunffen  positiv  oder*  pegatiy  genommeD  werden.  Die 
immer  als  positiv  betracbteten^  «Dicken  der  Gläser  nacb  der  Reibe 
seien 

D,  m\  D(^y,  im, ... z^o 

und  die  Brecliüngsverbältiiisse  für  die  fvlasärten,  aus  denei|  die 
Gläser  besteben,  seien 

n  :  1,  i*(l)  :  1,  «C^)  :  1,  «(3)  :  1,  .  .  .,  «( )  :  I.       ^ 

Die  Coordinaten  der  Vereinigungspunkte  der  Strahlen  seien  fiir 
die  einzelnen  Gläser  nacb  der  Reibe 

P,  9yPi^       ^1 

pO.),  ^) ;.;».(«,  «-,(« 

U.    8.   W. 

Die  sämmtlicb  als  positiv  betrachteten  Entfernungen  der  Gläser 
von  einander,  welche  von  der  hintern  Fläche  eines  jeden  Glases 
bis  zu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden  Glases  genommen 
werden,  «eieD'Daoh  der  Reibe     ."].•.  ^ 

:     ..      'E\   ^1),   JS(2),   iB(3)!*  .  .  .  Ä(«-i).      . 


' '  .  » 


Dies  vorausgesetzt,  hat  mau  jHin  uach  j8^  offenbar  di^  folgenden,: 
Gleiohungen:  • 


1 

1 
n 

n           H 
l 

1 

n    (1) 

1  —  1      1 

• 

1 

1 

1                                                                                                                                                         * 

nil)  —  1            1 

-^  im 

«(2)     "*" 

1 

«(2)  —  1               1 
Ä(2)      "*^  nm  ' 

ü.  s.  w. 

Tbeil  II.  12 


ns 


-;>,<')  = 

M^^  \             1 

l 

* 

■ 

1 

»  I 


uuü  iittcl)  f.  12.  Iiut  muo  ofTeybar  ilie  folgeod.eo  Crlej^lilingeD : 

II.    8.  ,W. 

oder 

u«  t.  w. 

Mitteltit  dieser  Gleichungen  und  der  obigen  Keltenhniche  iäsal  'sick 
offenbar  die  Grösse  — p^^*^  ohne  alle  Scbwierigkeit  ganz  allgemeiD 
mit  Hülfe  eines  Kettenbruchs ,  iesseff  Fortscbreitnngsgesetz  sehr 
leicht  zu  übersehen  ist,  durch  die  Grösse  p  ausdrucken.  Bs  ist 
oftmlich  offenbar  fin  rölliger  'Allgtettieinbeitj  wie'  ä»ogl^h  <in  <il{i- 
Augen  füllen  wird,  »   n:  .  .       » 


X 


m 


OD 


II 


o   1 


fein 

V 


■   •  ^D 

,^   —  I  »■■I 


/ 


• 
• 
• 

HA 

- 

*  *- 

+     + 

A. 

k-^\% 

1'  V 

+   If 
-Hl-  + 

1 

s 

+     + 

fe_i_- 

^ 

t 

+" 

»1- 

)  ..» 


.  ^  .-■■ 
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Auf  }?aD7.  äliBliche;  Art  Mt 


II 


9 


1 

+ 

»I 

I  - 


+ 
I 


» 


I 

I 

+ 

1 


d 


+ 

I 


+ 


^ 


'  • ' 


1»!        ' 

'.  'ftesejclinet  man  deiiiW«rt(i,  weJchep  p/«)  erbilt,  wetn  p  im« 
endlich  wird,  durch /*. CO,  go  ibt  tuteh  85.  *  >' 
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II 


I 


>• 


;l 


I 


S 
I 


+ 
I 

5!l 


.    .■•■ 
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T- 
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I... 


'    *• 
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» 


>>\\ 
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und  wea»  «aa.dem  Wtrtli,  welchen  0  erhält,  wenn  ;i,(0  unendlich 
wird,  durch  y  beieichnet ,  %6  ist  naoi  86.  ^     .•*. 

s 
I 

s 

II 

i»l 

+     .       ■ 

+ 


+ 
I 

+ 

^sl 

iir 


I 

T: 


c    I 


i» 


1 

1 

1 

»l^ 

+ 

1 

1 

s 
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Die  Kettenbrüclie  87.  und  8&.  bestehen  offenbar  auft'3(f+l)+* 
=  4f  +  3  Gliedern.  Bezeichnen  wir  bun  den  gemeinschaftlicbeD 
Nenner  der  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kettenbrächen  gleichen 
gemeinen  Brüche,  welche  man  durch  successive  Berechnung  der  Par- 
Salwerthe  dieser  beiden  Kette nbröcbe  nach  bekannten  Regeln  er- 
hält, durch  JVi'',  so  ist  nach  dem  in  §.  10.  bewiesenen,  in  der 
Gleichung  81.  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze  von  den  Ketten- 
brjichen,  wenn  man  denselben  auf  die  in  dem  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Kettenbrttcbe  insbesondere  und  zunächst  auf  den  .Ket- 
tenbruch 86.  anwendet,  offenbar 

(-1)*^'  \-P-(-/)\  b.«+(-/.W)t=(i7)*. 

unll  folglich,  wie  sogleich  erhellet, 

Hieraus   ergiebt  sich   also  der  sehr  merkwürdige  Satz,   duss,  was 
auch  p  und  />,('^  sein  mögen,  das  Product 

inner  dem  conätanten  Quadrate  {-j^y  gleich  ist. 

'  «.  15. 

Aus  der  in  $.  11.  angestellten  Betrachtung  erhellet,  dass  man 
in  der  Gleichung  68.  statt  der  Symbole 

Ä,  /!,,  p,  p, 

eins  der  vier  folgenden  Systeme  setzen  niuss: 

A       R^,  —p,  —p,', 

—  Ä,    —  Äl,  Py  p,x\ 

'I^but  man  dies  aber^  so  ergiebt  sich  in  jedem'  Falle  die  Gleichung 

90.    -5-= ^, 

Welche  also  allgemein  gült»g  ist. 

Daher  hat  man  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 

7         >-  iv      ■  ■    ■ 


9\ 


l-hX^-J)^ 


IM 


.-1 


II«  s;  w. 


^^(^^^f-^yw) 


Weil  nun  aber  offenbar  * 

u.  s.  w. 

ist;    so   erhält   man    apis   dem   Obigen   die  folgende   merlcwürdige 
Gleichung: 


«1. 


i-H«(0-i)^' 


Mittelst  der  in  §.  13.  entwickelten  Formeln  kann  man,  wenn  p  als 
gegeben  betracbtet  wird,  die  Grossen 

« 

Pi.  P^'\  P^'\  P^'^\  Pi^\  .  .  ./^W,  /'iW  ^ 

sämmtlicb  berechnen^  and  kann  also  mit  Hülfe  der  vorhergebenden 
Gleichung  auch  das  Verbältniss  — ^  bestimmen.     Dass  auch  /i^CO 

als  gegeben  angenommen  werden   könnte,  bedarf  kaum  noch  einer 
besondern  Bemerkung. 

§.16. 

Zu  dem  Systeipe  von  i  +  l  Gläsern,  welches  wir  vorher  be* 
trachtet  haben,  wollen  wir  jetzt  noqh  ein  («  +  2)tes  Glas  hinzufü- 
gen ,  dessen  auf  ähnliche  Art'  wie  im  Vorhergehenden  genommene 
Entfernung  vom  dem  (i  +  l)sten  Glase  durch  iß^O  bezeichnet  wer- 
den soll.  In  Bezug  auf  das  (i-f-2)te  Glas,  wenn  man  dieses  Glas 
lür  sich  allein   nis  ein  System  von  Gläsern  betrachtet,   und  in  Be- 
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zug  auf  das  ganze  System  der  >+«2  Gläser,  sollen  respective  f, 
f I  .und  <jp,  9.(<^i).eine  ^anz  ähnliche  Bedentunff  haben  wie/*, /^C**) 
in  Bezug  auf  das  System  äer  i+l  Gläser.  Von  dem  strahlenden 
Punkte  ^,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche 
des  ersten  Glases  p^  q  sein  mögen,  entstehe  nun  durch  das  System 
der  f  + 1  Gläser  ein  Bild  B^  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die 
hintere  Fläche  des  (f-frl)sten  Glases  Px^*^»  ^x^^  sein  mögen,  und 
von  diesem  Bilde  B  entstehe  durch  das  (•  +  2)te  Glaa  ein  peues 
Bild  C,  welches  zugleich  als  das  von  dem  Systeme  der  •  +  2  Glä- 
ser von  dem  Punkte  A  gemachte  Bild  zn  betrachten  ist.  Die  Coor- 
dinaten von  B  in  Bezuff  auf  die  vordere  Fläche  des  (•  +  2)ten 
Glases  seien  ;i(<^i),  ^^^,  und  die  Coordinaten  von  C  in  Bezug 
auf  die  hintere  Fläche  des  (f  +  2)ten  Glases  seien  Px^*^^^^  q^^^. 
Dies  vorausgeselat,  ist  nun  naelr'fb  14.,  wenn  fk^  und  ji*i'  zwei 
constante  Quadrate  bezeichnen, 

Ö2.     (;!-/)  (;i.W^/,  CO)  =  ^» 

und 

93.   -(;i(H-i)-f)(;,,(.+i)_f,)  =  ^.». 

Für  /i=s:<p  wird  offenbar  /y,(H-i)  unendlich-,  und  daher,  wie  leicht 
erhellen  wird, 

also 

folglich  nach  92. 

Wenn  man  p  unendlich  werden  läast,  so  wird  offenbar^ 

;i,(^i)  =  91,(^-1), 

und,  wie  sogleich  erhellen  wird, 

also 

folglich  nach  93.  ^ 

95.    -  (^0  +  f  rH/. W)  (y  ,OH-i)  -  f.)  =  ^.  ^ 

Daher  hat  man  nach  92.   und  94.,  und  nach  93.  und  95.,  die 
beiden  folgenden  Gleichi\ngen : 

ip-f)  (;'.«-/.«)=-(y-/)  (^''+f-^/.«)v' 
0»(^»  -  0  O.f^»  -  f.) = -  (y/^»  -  f.).  {^''  -«-  f  H-/.W). 

Schreibt  maa  diese  beitfen  Gleichungen  als  Proportionen,  so 
erhält  man:  ..,;.:.  .      .    < , 

;»-/:- (JE(0  +  f-H/,(0)  =:y -/:  ;,.(0  _:/,(0; 

und  aus  diesen  beiden  Proportionen    erg^ebt  sich  nach  einem  be- 
kannten Satze  von  den  Proportionen:- 
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Weil  nun  aber  offenbar      - 
also 
is^y  ßo  werden  die.  beiden  obigen  Pro(>oi:tiooei] 

und  rubren  nvn  ferner  auf  der- Stelle  zu  der  Gleicbnng 

(y-~/)  (;p(«+i)-f)        _  y-y 

Von  dieser  Gleichung  lässt  sieb  die  folgende  wichtige  Anwen- 
dung macben. 

Nach  der  in  §.  S.  bewieseneo  fileicbung  70.  ist,  wenn  man 
sieb  jetzl  nur  immer  au  die  in  ^  11.  gegebenen  Bestimmungen 
hält,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit  für  ei« 
Glas 

97.      (i-).=-£l=:^ 
Vi  P,—fi 

Kommt  nun  noch  ein  zweites  Glas  hinzu,  so  ist  hiernach  für  dieses 
Glas  io  völliger  Allgemeinheit 

und  folglich  durch  Multiplication,  weil  offenbar  (jf^  ==^(i)  ist, 

V.«'— (/».-/.xp.w-f.r 

Nach  96.  ist  aber 

(;»,-/.)  (^i(»-fi)  —  Pia)^y,or 

also 


d.  h.  es  ist,  wenn  man  jetzt  für  9),  9)|Ci)*respective /*, /,(0  setzt, 
für  zwei  Gläser  1  '^ 

Kommt  nun  noch  ein  drittes  Glas  hinzu ^  so  ist  nach  97.  für 
dieses  dritte  Glas        . 

V>«)^   —  p.W-f.- 
uIsu  durch  MultiplicotioD,  weil  offiinW  ^,CI)s=:y(3J  ist. 
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V.»)^  —  ö..(«-/,ä))(p,(«-f,); 

Naeh  96.  ist  aber 

(p-/)(yt»>-f) P-t' 

also 

d.  h.  «•  JH,  weM  mn  ftr  jr,  y,(n  >ei{|)MHvey,  /,(*>  «etat,  für 
drei  Glüser 

Liäast  man  jetst  noch  ein  viertes  Glas  hinzutreten,  so  i^t  nach 
OT.  für  dieses  vierte  Glas 

alao  durch  HnUiplication,  weil  offenbar  ^,(^)  =  ^(3)  ist, 

W«'   ~(P.«-/>))(>i|(3)-f,r 
Nach  96.  ist  aber 

(p-/)(p^»>-f)       _      y-y 

also 

d.  h.  es  ist,  wenn  man  für  9,  9|Ci)  respectivc  y,  y,C3)  setzt,  für 
vier  Gläser 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kanu,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel»  und  es  ist  £iher  in  völliger  Allge- 
meinbeit  für  ein  System  von  «+1  Gläsern 

im  frelcher  Gleidying  eb«nfi^4W.  ein  sehr  wichtige«  und  merkwürdi- 
ges Theorem  der  Dioptrik  amgesprochea  ist  *); 


*)  In  einer  spetero  Abhandlimg  werden  wir  das  Obige  tbeiU  neeb  etwas 
weiter  ausführen,  theils  verschiedene  Anwendungen  der  in  diesem  Auf- 
sätze bewiesenen»  grossteutheils  von  Möbius  aefuudenen,  von  Gauss, 
Bessel  und  Clausen  erweiterten  Sätze  mittneilen.  Die  obige  Dar- 
itellung  derselben  dürfen  wir  wohl  als  eiue  uns  eigenthümliche  in  An- 
spruch nehmen. 


im 


XVI. 

Sur  une  r^e  paiüculi^re  poor  trouver  T^oa- 

tion   d'nne   Ugne  ou   d'oD   plan,   tangent  nne 

courbe  ou  me  surfoce  du  aecond  dßgr6 

et 
Note  relative  ä  la  congtaictlon  de  la  chainette. 

Par 
Mr.  G.  J.  VerilHm 

Dovieur  es  sciences  et  Professeur  de  Matbemätiques  a  PUniversite  de  Leide« 


I. 

Sur  uue  reffle  particuliere  |)Our  trouver  requatioD  d'uoe 

ligne   OD    d  UB   piao,   tangebt  uni^  c^orbe  op  une  surface 

du  second   degr6  eu  un  poiut  donn^. 

Quaod  fz^ipiß:^  y)  =  0  repr^seote,  requation  d'une  courbe 
plane,  l'^quation  d'uue  droite,  toncKante^cette  courbe  en  an  point« 
dont  leg  coordonn^es  orthogonales  sont  af  et  y',  sera,  d'aprea  la 
tb^orie  g^n^rale  du  cöntact  des  Hgnes,  donn^  par 

ou  plutdt  pur 

(y.-y')(£)-*-(*.-^)(&=«-    («) 

"  •  -in:" 

Dans  ces  ^quations  or,  et  y^  desiffnent  les  coordonn^s  courantes 
de  la  tangente,  et  les  cpefiScientB  £ff(^rentiels  se  rapportent  au  point 
de  contact;  c'est  a  dire,  qn^apres  les  avoir  d^termin^  par  l'^uation 
de  la  courbe  donn^^'on  doit  substitner  anx  coordonn^s-  g^j^mletf 
.r,  y,  Celles  ^  et  y  du  point  de  contact  donn^;    • 

De  m^e,  pour  trouver  i'^uation  d'un  plan,  toucbant  une  sur- 
face  donnee  en  un  point  donne  de  cette  surface,  repr^sent^e  par 
la  footioB  g^n^rale  P'=iip{ss,  y^  x)  =  0,.od  aura  l'^uation    '' 

*.-»'-£(^;,^^)+$(y.-y),,   (3> 

bu  pkil6t 

(* .  -  ^')  (^) + (y .  -  y')  (^) + (* .  - »')  1^) =0,  (4) 


189 

<^i9  yi>  'i  ^tant  les  coordoun^es  courantes  du  plan  taogent,  et 
^,  y',  %'  les  coordoun^s  particulieres  du  poiat  i»  eootact,  et  ets 
deroi^res  sont  aussi  les  quantit^s  que  l'on  doit  mettre,  apr^s  la 
diffi^rentiatioD ,  ä  la  place   de  a:,  y^  %  dans  les    coefficieuts  diff^- 

rentiels  ^,    ^  etc. 

Ces  ^uations  sont  g^n^rales.  Quand  od  les  applique  aux  cour- 
bes  et  aux  surfaces  du  second  degr^,  on  trouvera,  daos  chaque 
caa  particnlier,  P^quation  de  la  tangente  ou  du  plao  tangent  pour 
UD  point  d^termin^^de  cette  courbe  ou  de  cette  surface,  c^est  ä 
dire  pour  le  point,  dont  les  coordonu^es  (tonjoors  rectangulairei^) 
v^rifieut  F^quatiou  donii^  de  la  courbe  ou  de  la  surface. 

Cepeudaut  oo  peut  se  servir,  pour  les  courbes  et  les  surfaces 
du  second  degr^,  d  une  regle  g^n^rale,  laquejle  donne  tout  de  suite 
r^quation  demandde,  sans  que  la  differentiation  de  la  propos^e  soit 
n^cessaire.    Voici  cette  r^gle,  extr^mement  simple. 

'  Soient  a,  /?,  y  l^s  coordonn^es  du  point  de  tontact 
donu^^  sitn^  sur  une  «urface  du  second  degr^  diinn^e' 
jP=5P(^s  y»  x)  =  0.  Cbangez  partout  ^*  cn  cur,  y*  c'n'jS'y, 
«■  en  y*j  ofy  en  \ay^^ßa:^  jp%  en  {ax-^l/a?,  5^en  iß%+iTy^ 
X  en  ^^-f-i«,  y  en  \y+\ßi  «  en  4*-+-iy.  D^Tcloppest  1'^- 
quation,  resultan.te  de  cette  s.ub»titution»  et  joignez  j, 
si  cela  est  besoin,  T^quation  de  condition  F{a^  /?,  /)=0, 
a  la  queire^'^doirent  satisfaire  les  coordonn^es  a^' ^  et  y, 
Vous  aurez  ainsi  r^quation  du  plan  taiigent  d^mand^. 
ComnieJa_nidmt  regle  s'applique  aux- fonctians  du  second  degr^  a 
deux  variables,  on  obtiendra  de  m^me  T^quation  d'une  ligne  droite, 
tangente  une  courbe  donn^e  en  un  point  donnev 

Quelques  exemples  ^claircisseront  cet  ^ootic^. 
,  .;  1^.,  Soit  Tequiitioi^  d'un  cei':Cle  ....  :    .    i:..;,;  .,  ..    \*\*\  ; 

Les  coordonnl^es  d\in  point  d^termin^  de  la  circonf^rence  ^tant 
ac^'=za  et  ^  =  /9,  on  aurä  d'abord  la  condition 

Pn«  £=  '^'^'"*X^'^'^=^>  $  =  ^'  ^'^'*  ^  dire,  relative, 
ment  au  point  a>  ß  donn6,  ~=:2a,    ^  =  %ß:     Ain«i  l'^uation 

{^)  deyiendra,  apr^s  avoir  divia^  par  2^,  et  en  -d^signant ,'  pour  plus 
de  simplicit^  par  a:  et  y,  sans  accents ,  les  coord^j^oi^fis  courantes 
de  la  droite  tangente    ' 

OU  bien 

aa:-\-ßy  =  a^  +  ß^, 

et'hjant  egard  k  l'^quation  de  condition,  on  a  finalenient  pour  Te- 
quation  de  la  tangente 

Maintenant,  en  suivant  la  r^gle  toonc^e,  on  doit  remphicer  ^r'  par 


190 

<ix  et  y^  pnr  /Sy,  et  l'on  anro ,   saus  ancun  cuieul  prelimiBaire,  P^- 
quatiou  de  U  taogente 

a;r  +  /?y  =  r*. 


2.    <$oit  r^quatioD  plus  g^n^rale  d'aa  cercle 

Les  ^uatioDfi  (l)  ou  (2)f  eondniront,  pour  le  point  de  coutact 
a?'.=  a  et  y  =  ^,  ä  P^uatioti  de  la  tangeote       t 

ou,  ce  qni  revient  au  mtee, 

y—P—j'—b  (^— «)• 

Peur  appliquer  ia  r^gle  ^nonc^e  plus  haut^  il  faut  d^velopper  pre- 
alablemeat  P^nation  donn^e,  puisque  libs  snbstitutHins  dans  les  t€r- 
mes  da  s^oond  degr^  diff^reut  lie  celles  dana  les  termes  du  prämier 
ordre.- '.  Aiiisi  la  propos^e  doit  dtre  ^rite^ainsi  '  ■ 

Rempladaiit  ^*,  y^  pur  ßa:^  ßy^  puis  a;  eiy  dans  les  termes  — %aa: 
et  r— 2i8y  par  ^  +  ^a  et  iy+i/J,  on  trouve 

iiMr --•  a«(4«?  +  4a> -4- €»»  H- /?y  —  2^^ -f.  i/9) -f- ** tz±  r*, 

ou 

(a  —  »)^-|- 0?— %— a»  +  »»  — /J^-h  ^*  =r*. 

Cette  ^quation  pourra  ötre  consid^r^  comme  T^quation  cherch^ 
de  la  tauffente.  Mais  pour  la  reodre  identique  avec  T^quation  or- 
dinaire,  il  faut  en  ^liminer  r*  au  mojen  de  r^quation  de  condition 

(a  —  «)»  +  (/J  —  Ä)»  =  r». 

Or,  ^crivant  celle  ci  sous  la  forme 

a»  —  «a  H- /?»  — /?Ä  —  A»  +  »•  — /?^  +  ^»  ss;  r* . 

et  la  reiranchant  de  la  pr^c^dente,  on  obtient 

(«m*  «)Är---a» +  «a  +  (/?-*  ^)y— /?* +/JÄ 

comme  on  l'a  trouv^  plus  baut.   . 


3.    Les  ^quations  de  Pellipse^  de  Tbyperbole  et  de  la  parabole 

Ä';r*  +  »*y*  =  »'^*, 
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elant  traitees  suivunt  la  mdme  regle,  «lonueront  de  suite  Ick  ^qualions 
des  tangeotes  uu  point  ^'  =  a,  y's/?, 

Joe  Ton  obtient,  par  un  calcul  noios  direkt,  .suivant  les  ^quations 
1),  (2> 

T/<^uation  de  Vhyperbole,  rapport^  anx  asymptotes,  4.tant 
un   aura,   pour  P^nation  de  la  tarigente  au  point  ^'  =  a,  y'T=ß. 

Äy-f-  a/9  -f-  ß^  +  «y  ^  4<?* ; 
mais  a:if  =  c'^  et  aß=:c*^  donc 

coBflie  par  r^quation  (1)  on  (2).    Cliangennt  rependant,  comne  la 
rpgle  l'indique,  ss^  es  ^ny^^ßofy  on  a  «le  siite  l'^quation  trouv^. 


4.    Posant   encore   IVquation   g^o^rale    des  lignes  du  secoiid 
ordre 


;r'  +  aapy+  hy^  +  ex  -f-  /^  +  ^  =  0, 
Celle  de  la  dcoite,  tangente  au  point  ^'  =  o,  i/z=iß^  aera 

on 

{^'\-aß'+-c)a:  +  {26ß'^aa'\'d)y  +  aC'\-ßä'^2e  =  0. 


Cemt  r^quatiqn  connue  de  la  tangente  des  courbcs  du  second  de- 
gr^.     En  retranchant  P^quation  de  condition 

2a' +  2iia/?  +  2^/9' +  2ar  +  2/9r/ +  2^  =  0, 

on  obtient  facilen^ent 

{%a^mß  +  e)  (^  —  a)  +  (2Ä/J H- «a -4- «0  (y— /^)  =  0» 
a  la  quelle  on  parvient  au  moyen  des  ^ij^nations  (1)  ou  (2). 


5.    Ijea  equations  des  surfaoes  du  seeond  degr^  ^tant 
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/?«*  —  p^y'^  ::ppjf*a:  =  0, 

Celles  des  plans,  tangents  ces  surfaces  au  point  .r'==aj  y'-r^ß. 
«'==y,  seront 

2pY»  4-  2^''/?y: —  /^s^'i«?  —  pp'a  =  0, 

2^»  —  ^'/?y  zppp'a:  :=ppp'»  =  0; 

les  quelles  ne  different  de  Celles,  donnees  par  T^quafioD  (3)  ou  (4), 
quand  on  ^limiDe  les  termes  coDStants  au  moyen  des  eqiiations  de 
condition. 

L'^quation  g^u^rale  des  surfaces  du  second  degre 

aa:^  +  «'y*  4-  «"ä*  +  Ua:y  +  2^'a?«  ■+•  Wy» 

etant.  .trait^e  de  la  mime  maoiere,  donue 
aaa:'^-i^ßy-\-^'Y^+U(\^y-V'^ßa:)'\^^ 

ou,  en  d^veloppant, 

{aoH'^ß-+^y+c)a:+{a'ß+6a+dy-{-c')y+{ay+d'a-^b"ß'\-^ 

H-  ac  +  ß&'\'Y€^  +  Ä^:=  0, 

comme  on  1a  donne  dans  les  trait^s  de  g^om^trie.  analytique;  et  en 
^liminant  d^  au  mojen  de  F^quatidn  de  condition,  un  l'obtient  sous 
l'autre  forme  u«it^^  donn^e  par  l'^quation  •  (3)  ou  (4). 


11  y  avoit  plusieurs  ann^s  que  je  m'^tois  servi  de  la  regle  ex- 
pos^e,  atant  que  je  co'nnoissois  Fönvrage  de  Mr.  Pnissant  „Re- 
„cueil  de  diverses  propösitionft  de  G^omi^tViej  rdsohiea 
ou^d^montr^es  par  l*analyse.?alg4i>rique. 

Dans  le  chapitre  IL  de  la  seconde  section,  et  dans  le 
cbapitre  VI.  de  la  troisieme  sectiou  de  cet  ouvhige  (^'difioo 
de  1824)  oo  trouve  exipos^  une  R^gJe  de,Aln^o.nif  u^  ;ptiur 
retrouTer  de  sui.t.e  l'^quation  d  une  tongente  et, du  plan 
tangent.  '  Cette  regte  revient  aü  fond  a  cetle,'  qai  est  expliqii^e 
dans  cette  note,  la  quelle  n^unnioins  pourroit  paroitre  plus  exp^i- 
tiye  et  plus  complette.  Quant  a  la  d^monstration,  on  peut  la  faire 
en  suivant  la  marche,  indiqu^e  par  Mr.  Puissant;  eile  d^rive 
aussi  de  Tapplication  des  ^uations  dilT^rentielles  (1),  (2),  (3),  (4); 
enfin,  pour  les  fonetions  homog^nefr  du  second  ordre,  on  pourroit 
se  servir  d'un  th^or^me,  mentioi^n^  dans  le.  ealeul  differentiel  de 
M.  L'Abb^  Moigno,  13  Le<;on,  art.  64. 


II. 

Note  relative  a  la  construction  de  la  chaioette. 

Jean  BerDoulli,  a  qui  nous  devons  la  premiere  connoissauce 
de  r^quation  et  des  propriet^s  priocipales  de  la  chainette,  donna 
aossi  la  construction  de  cette  coorbe  transcendante  ou  m^canique. 
Jacques  Bernouilli,  Leibnitz  et  Huigens  en  ont  donn^  de 
m^nie.  Les  constructions  des  Bernouillis  et  de  Huigens  sont 
moins  simples,  ni  recommandables  pour  l'ex^cution.  Le  contraire 
est  vrai  a  Tdgard  de  T^I^garite  construction  de  Leibnitz,  qut 
s'est  servi,  comme  d'une  courbe  auxiliaire,  /de  la  logarithmi- 
qae,  ayant  pour  module  Ic  parametre  de  la  cbainette;  cette 
logaritbmique  ^tant  construite,  la  demi  somme  de  deux  ordon- 
n^es,  ^quidistantes ,  de  part  et  d'antre,  de  l'ordonn^e  module, 
donnera  deux  ordonn^es  de  la  chainette,  ^quidistantes  de  l'or- 
donn^  parametre  de  cette  courbe*  Pour  laciliter  l'ex^ution, 
OD  a  propos^,  il  y  a  quelques  ann^es*),  l'emploi  de  deux  logarith- 
miques  oppos^es,  ayant  le  m^me  axe  d'abscisses  horizontal^  et  pas- 
sant  par  un  point,  dont  la  distance  k  cet  axe  est  ^gale  au  para« 
metre  donn^  de  la  cbainette  a  construire,  c'est  k  dire  passant  par 
le  sommet  de  cette  cbainette,  ou  ayant  la  mdme  ordonn^  modale; 
la  bissection  de  toutes  les  parties  des  ordonn^s,  comprises  entre 
ces  deux  logarithmiques,  dirig^s  en  sens  contraire,  donnera  autant 
de  points  de  la  cbainette. 

La  construction  de  Leibnitz  est  tir^e  imm^diatement  de 
r^quation  exponentielle  de  la  cbainette.  11  existe  encore  d'autres 
constructions,  d^duites  de  F^quation  (sous  forme  loffaritbmique) 
de  cette  courbe;  mais  rien  de  plus  simple  ni  de  plus  Elegant  que  la 
construction  de  Leibnitz,  modifi^e  comme  il  vient  d'ötre  expliqu^. 

Cependant  quand  il  fallait  construire  la  courbe  sur  une  grande 
Schelle,  la  construction  pr^alable  des  logaritbmiques  pourroit  deve- 
nir  embarrassante.  Toutes  les  ^cbainettes  ^tant  des  courbes  sem- 
blables,  on  peut  se  servir,  dans  ce  cas,  d'une  cbainette  d^ja  con- 
struite  sur  une  Schelle  plus  petite.  On  trouve  aussi  dans  plusieurs 
Trait^s  de  M^canique  pratique  des  tables,  donnant,  pour  un  para- 
metre, ^gal  a  1  ou  a  10,  les  valeurs  numdriques  des  ordonn^es 
d'une  cbainettCj  pour  des  abscisses,  croissantes  en  progression 
arithm^tique.    Au  moyen  d'une  teile  table  on  construit  facilement, 

Sar  ordonn^s,  [toute  cbainette,  dont  on  connoit  le  parametre,  ou 
e  la  quelle  sont  donn^s  le  sommet  et  les  pieds,  soit  le  sommet  et 
lea  deux  points  de  Suspension,  qui  se  trouvent  sur  une  m^me  bori- 
soBtale;  puisque  du  rapport  entre  la  distance  dje  ces  points  et  la 
liautenr  de  la  courbe,  on  d^duit  le  rapport  des  parametres  de  la 
cbainette  a  construire  et  de  celle,  pour  la  quelle  la  table  >a  it6 
calenl^;  donc  la  multiplication  des  nombres  de  la  table  par  ce 
rapport,  donnera  les  valeurs  numdriques  des  coordonn^s  de  la 
cbainette  demande^. 


*)  Originairement  dans  le  Journal  de  Mr.  Cr  eile,  mais  on  retroave  Findi- 
cation  de  cette  construction  dans  le  Sammlung  Ton  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie,  von  L.  J.  Magnus,  S.  294, 
Aufgabe  102. 

TheU  IL  13 
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p,=m/,  =  i\/2A{2Jk  +  e) (1) 

Oa  pourroit  constraire  facilemeDt  ces  valeurs  %a1es  des  ordonn^s 
moyepDes  ir^,  a'6\  mais  eu  supposant  les  dimensions  de  la  eourbe 
plus  grandes,  que  cela  i^onvient  pour  des  constructions  g^m^tri- 
qnes^  on  doit  faire  le  calcul  num^rique  de  ces  valeurs.  Ce  caicul 
fera  donc x:onnoitre  La  longuear.de  deux  ordoun^cs  moyennes  Ega- 
les yj^::pza6  =  a^lt'. 

La  bisaection  de  Oa  et  Oa*  douoera   deux   autres  ordoun^s  • 
iBOjeanes  y,  ==  cf/=  dd!^  pour  les  qnelles  on  aura 

cd     ~  ac' 

c'est  ä  dire 

y.     ~    A' 
et 

y^=cd=dd'  =  \VU{^,'\-h) (%) 

On  peut  a  präsent  continuer  cette  marche,  en  divisant  chaque  fois 
la  distance  entre  deux  ordonn^s  tronv^s,  en  deux  parties  Egales, 
et  menant  la  ligne  de  Fordonn^  moyenne,  oue  l'on  calcnlera  en« 
snite;  nais  il  est  a  remarquer,  que  le  calcul  des  ördonn^es  sumn- 
tes  y,,  y^  etc.  devient  plus  facile,  aue  celui  des  deux  premi^res, 
k  cause  qu'on  ne  devra  plus  faire  ä  cnaque  fois  Pextraction  de  ra- 
cines«  Car  soit  divis^  la  distftnce  aD  ou  e^E  en  deux  parties 
dgales ,  et  men^e  la  perpendiculnire  ef  ou  df*^  il  est  clair  que  les 
ordonn^s  ef  et  cd  auront  la  m^me  distance  que  les  ordonnees  OC 
et  ab  ou  cd  et  cV/',  ou  ob  et  AD\  donc 

2cd cd-^rf 

0C~      ab    ' 


ou 


ce  qui  donne 


2ya_  y>+yf. 

Ä   —       y,      ' 
y,=^(2y.-Ä).       (3) 


On  recommence  ä  präsent  la  mftme  *arche,  en  partant  de  Fordonn^ 
OC  du  sommet;  on  divise  Oc^  Od  en  deux  parties  %ales,  et,  en 
menant  les  ordonnees  moyennes  gk^  g'k^  on  en  calcule  les  lon- 
guenrs,  comme  on  a  calcul^,  ^ovlt  la  premi^re  fois,  la  longueur  des 
ordonnees  aby  tdb\  et  pour  la  seconde  fois  ed  et  dd,  €e  calcul 
n^essitera  Fextraction  d'une  racine,  ou  le  Service  d'une  table  de 
racines,  mais  pour  les  ordonnees  suivantes,  men^s  entre  cd  et  ab^ 
entre  ab  et  ef  etc.  etc.  cette  Operation  ue  devra  pas  6tre  faite ; 
seulcment  au  commencement  du  calcul  de  chaque  s^rie  d'ordonn^es 
moyennes,  la  valeur  de  la  premiere  ordonn^e  d^pendra  d'une  ^qua- 
tion  du  second  degr^  a  deux  termes.  11  est  ais^  de  voir,  que  le 
calcul  d'un  assez  grand  nombre  d'ordonndes  exigera  peu  de  temps, 
et  que,  sans  recourir  a  une  table  calcuUe,  les  points  de  la  chai- 
nette  seront  obtenus  avec  un  degr^  d^exactitude ,  que  les  construc- 
tions g^om^triques  ne  sauroient  donner. 

13* 
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Le  cercle  osculateur  au  point  le  plus  bas  C  de  la  chainette  a 
pour  rayon  Ic  param^tre  h  de  la  Chainette^  et  ce  cercle  ne  s'^carte 
pas  sensiblemeDt  de  la  chainette,  tontes  le  fois  que  la  flache  CF 
est  moindre  que  la  septieme  pärtie  de  la  largeur  AB. 

La  parabole  osculatrice  aa  sommet  ou  au  point  le  plus  bas  C^ 
a  pour  ^uation  ^3=2^^;  son  parametre  est  donc  le  double  du 
parametre  de  la  ciiainette;  eile  coincide  sensiblement  avec  la  cbai- 
nette  sur  une  dtendue  pour  la  quelle  la  fleche  CF  est  moindre  que 
la  sixieme  partie  de  la  larffueur  AB,  C'est  encore  cette  mdiie  pa- 
rabole dans  la  quelle  la  chamette  est  transform^e  pour  ainsi  dire, 
quand  les  forces  verticales,  qui  agissent  sur  les  points  de  la  conrbe, 
ne  sont  plus  proportionnelles  aux  ^l^mens  ds^  mais  aux  eMmens  das 
des  abscisses,  s  d^notant  Tarc  ou  la  longueur  de  la  courbe. 

11  existe  encore  une  parabole,  la  quelle,  touchant  d'abord  la 
cbainette  au  poiut  C^  puls  s'^cartant  insensibleraent  de  cette  courbe, 
la  coupe  ensuite  en  un  point,  par  le  quel  passe  en  mSme  temps 
Pordonn^,  traversante  le  fojer  de  cette  parabole.  Elle  a  un  para- 
metre =  1,862  .  hy  c'est  ä  dire  moindre  que  celui  de  la  parabole 
1  osculatrice,  mais,  dans  l'ex^cution,  eile  s'accorderoit  sur  une  plus 
grande  ^tendue  avec  la  cbainette,  et  ces  deux  courbes  pourroient 
etre  cens^es  coincider  en  tant  que  la  flecbe  CF  seroit  moindre  que 
la  quatri^me  partie  de  AB, 

Ges  r^snltats  sont  deduits  d'un  calcul  nnm^rique.  Ils  fönt 
voir,  que  dans  Papplication  qu'on  pourroit  faire  de  la  th^orie  de  la 
cbainette  a  la  construction  des  ponts  suspendns,  on  pourroit,  saus 
erreur  sensible,  prendre  la.  parabole  pour  la  cbainette.  A  la  v^rit^ 
la  conrbnre  des  cbaines  d'un  tel  pont  ne  peüt  ^tre  celle  d'une 
cbainette,  mais  k  la  rigueur  non  plus  celle  d'une  parabole,  quoi- 
qu'elle  en  differe  tres  peu.  • 


XVII. 

lieber  die  Auflftsiuig  der  Delischen  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Thomas  Clausen 

zu  Altena. 


Die  Concboide  mit  kreisförmiger  Basis,  obgleich  eine  Curvc 
vom  sechsten  und  also  höhern  Grade  als  die  Concboide  des  Nico- 
medes,  die  nur  vom  vierten  Grade  ist:  lässt  sich  zur  Auflösung  des 
Delischen  Problems  sehr  einfach  anwenden.      Da  sie  sich  eben  so 
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einfacli  mecliauiscli  beschreiben  lässt,  so  schien  es  mir  nicht  unin- 
teressant, die  geometrische  CoDstrnction  der  Auflösung  der  Aufgabe, 
oder  überhnupt  der  Cuhikwurzel  aus  einer  beliebigen  ganzen  Zahl 
durch  dieselbe  zu  entwickeln. 

Der  Punkt  B  (Tab.  II.  Fig.  5.)  der  Linie  AD  bewegt  sich  auf 
dem  Kreisumfange,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  während  die  IJnie  be- 
ständig durch  ^  geht,  und  der  Punkt />  auf  derselben,  dessen  Rnt- 
femuDg  yon  B  constant  ist,  beschreibt  die  Cnrve. 

Es  sei  ACzzza,  BCz=zh,  BD=i^e,  DAzrzr, 

AE  {DE  ist  senkrecht  auf  AC)  =  a:,  L  OAEz=z^. 
In  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  ist 


Ä*z=Ä»+2flf(r  — 3e)  cos  5p  +  (r  — 3<?)», 

r*  —  6^r  +  9^*  +  2«r  cos  y  —  ^e  cos  gp  +  »'  —  ä*  =  0 

und  wenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r  cos  ^z=za:  setzt 

r»  —  6«?r*  +  («»  —  Ä»  -I-  9^»  r|- 2<r^)r  —  6<?^^  =  0. 

Es  sei  diese  Gleichung 

(r  — 2^)»=i«Mf», 
80  wird 

woraus 

, 3(ff»— ^^)        iw-i-8    g»  —  /i* 

^—     1— «I    '  -^  —  !-»«•       2a     • 

Es  sei  z.  B.  in  der  Delischen  Aufgabe  #i=16;  so  wird  wenn 
man 

€ir  =  2,  ^  =  3  setzt:  ^  =  1,  ^=:;.2. 

Nach  diesen  Verhältnissen  ist  die  Figur  gezeichnet,   es  ist  nemlich 
AC=  2 .  AF,  BD  =  Z.  AF,  FE=z  AF,  AD  —  AE=  AE{/2. 


XVIII. 

Aufzulösende  geometrische  Aufgabe. 

Mitgetheilt  von 

Herrn  Thomas  Clauscn 

zu  Altona. 


Es  ist  (Tab.  II.  Fig.  6.)  ein  Kreis,  und  auf  seiner  Peri- 
pherie sind   vier  Punkte  A,  B^  C^  D  gegeben,   in  denen 
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er  von  eiuem  üliriffens  unbekaunten  Kegelschoitle  g'e- 
schnitten  wird.  Man  soll  den  Winkel  finden,  unter  dem 
eine  der  Hauptachsen  des  Kegelschnitts  irgend  eine 
der  Linien,  welche  die  Punkte  Ay  B^  C,  D  zu  zweien 
verbinden,  z.  B.  die  Linie  *^i?4  schneidet. 


i  aHgemeine  Summations- Formeln  für  die 
dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reihen,  deren 
^tes  Glied  =± [H-(^  —  1)  .  2^]  ist 

(Ein  Nachtrag  za  Nr.  SÄÄ.  in  Tb.  L  Heft  3.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Hellerung 

zu  Wismar. 


F.    Die  Formeln  selbst  sind: 

1)  1»  +  (H- 1 .  a*)»  -h  (1  -h  2  .  2»^)»  +  (1  -^  3  .  2^)»  + 

'     ,=  n.  [H-(js^  1)2-^11 .  [!-!-(«  -  1) .  2^  .  (1  +  /*  .  2^-i)j 

2)  1— (H-l.2*)»-f-(l+2:2*)»  — 

-*-  [1  +  (*»  —  2)2^1 »  —  [1  -+-  (2»  —  1 ) .  2^J « 

=.— 2«  .  (is*  .  2>^i  — 8  .  «  .  2to  .  (2^1  —  I)  —  3  .  2^1  .  (2^  —  l)j 

Z.  B.  man  erhält: 
a)  wenn  ^  =  0  ist, 

aus  1):  l«+2»+3'4. +  ^.  =  «  .  (?1±J)  .  (?L^^^ 

aus  2):   1»  — 2»  H-3»  — 4»  + -|-(2if  — 1)' —  (2ä)»  = 

ß)  wenn  ;r  =  1  ist, 
aus  1):  1»  +  3>  Hh 5«  + +  (2ä  —  1)«  z=ü  .  (/#)  .  (2  .  i»'  —  1> 


aus  2):  1»  —  3» +5»  -  7» -|- +(4ii- 3)»  —  (4if  ^  1)»  = 

—  2».  (16.  »»—3) 
;'),wenii  ;r  =  2  ist, 

alis  1);  l»+5'H-9»-H ..-H4i»-3)»=Ä,(2i»-l).(8.ii»-4ii*-.3) 

aus  2):  !•  — 5»  +  9»-  13»  + H-(8.ii- 7)»  — (8.  it  — 3)»  = 

—  2».(2'  .»»  — 48.r#— 18) 

J)..wenD  ar  =  3  ist, 

aus  1):  l»H-9»  +  17»  + +(8.  «  —  7)« 

=  j».(4i»  — 3).(32.  »»  — 24.if  — 7) 

aus  2):  1»— 9«+17»— 25«+,. .  .+(16.  «— 15)«— (16,  ä— 7)»  = 

—  2«  .  (2'«  .  »»  —  9  .  if  .  2«  —  84) 

etc.  -etc. 

Der  Beweis  für  die  Formel  1)  ist  ganz  derselbe',  den  wir 
früher  (in  A.  und  B,)  bei  .r=0  und  ^=1  g^ebraucbten,  nemlich: 

Die  Summe  der  ersten  N  oder  A",  Zablen  von  der  Form 

H-y,2*+i   ist  =A\  [l+{iV— 1)  .2^]  oder  =A',  .  [l4-(iV,— 1) .  2*]. 

Setzt  man  aber  N:=. «» .  [1  +  (»  —  1)  .  2^»^il 

und  A,  =(»— 1).  [l+(«_-2).2^-i]; 

so  erhält  man : 

A.[H-(A-1).2*]-A.  .[l+(A,-l).2'l  =  [l  +  (ii-.l).2^]S 

und  A  — A^,  =  l  +  (ii  — 1).2^ 

(1.  h.  also.  Erstlich: 

Die  Summe  der  1+(m — 1).2^  auf  einander  folgenden  Zahlen 
von  der  Form  l+v.2^+l,  von  denen  die  grösste  =1+(A' — l).2"^+Jj 
und  die  kleinste  =  1  +  A,  .  2^+1,  ist  =  [l  +  (»  —  1)  .  2^]«. 

Und  Zweitens  muss  nun  auch: 

Ä|l  +  («  —  1)  .  2^]»  =  1»  +  (1  +  1  .  2^)»  +  (1+  2  .  2^)»  H- 

-|-(l  +  (i»-l)2^]^ 

=  A.[H-(A-.  1)2^1 

seiD>  woraus  die  Formel  1)  unmittelbar  folgt. 

Der  Beweis  für  die  Formel  2)  ist  nun  eine  leichte  Folge- 
rung aus  dem  vorstehenden.     Nemlich: 

Wenn  man  von  2  .  8\i-\-(ii^\)  .  2^+1]»  die  ä[1+(ä-t1)  .2^]% 
uachdem  man  hierin  2./^  statt  n  gesetzt  hat,  abzieht;  so  erhält 
man  die  Formel  2). 

G.    1)  Wir  fanden  (in  E.  1.)  Ä'/i^-i  =  y  ^^^±-^  =  yA ;  z.  B. 

für  1^  =  5  war  '  ,. 

Ä»'  =1 .  A»  .  (2A^—  l)  .  (8  .  A»  -6  .  A+3); 

daher  ist  auch,  wenn  man  2»  statt  u  setzt, 

iSf(2/f )3*'-i  =  y/i(2«  -H  1 )  =  y A,  ==  ^(2/»)8^~i  -f-  -J(2yi  -^  l  )a^-'i. 
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Man  hat  aber  stets: 

dalier  ist  auch: 

•  -^(2i»  — 1)2^-1  =  yiV,  —  22»'-J  .  yA^=  yO»»  (nach  iS;.  2.) ;        . 
und  auch: 

:?(2ä  —  l)2''-i  —  :?(2»)2''-i  =  y  iV,  —  22»' .  yA' 
=  12V-1  _  ^-\  ^^iy-\  ^ —  (2ifp-i 

z,  B.  !•— 2»+3*  — — 14»  =  — 7»  .  277003903. 

2)  Es  ist . 

Daher  mnss  also  auch'  stets  S^ah^^-U^^ —  8(an  —  o)^  =  gpiV  sein. 
Z.  B.  wenn  <v  =  4  und  ^  =  1;. so  ist: 

Är(4ji -4- 1)»  —  i8^(4if  —  1)»  =  16  .  iV 

Ä(4ii4-1)*  —  Är(4«  — !)♦=:=  2»  .  A\  (2*  .  A  + 1 ) 

Ä(4«+lj[« -r  Är(4»  — !)•  =2*  .  A^.  (2'»  .  A»  —  3  .  2»  .  A^-l-3) 

•      =  — 3«-|-5»  -7«  +  9*  — 

—  (4»  — 1)« +  (4/^-1-1)« 
etc.'  etc. 

In  diesen  Gleichungen  wird  man  auf  beiden  Seiten  noch  die 
Einheit  addiren. 

Dies  mag  genügen,  da  hier  dem  angeblichen  Funde  von  Tur- 
ner seine  vollständige  Ausbildung  geworden  zu  sein  scheint. 


Historische  Bemerkungen  über  das  Priucip  der 

Differentialrechnung. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer   am    Gymnasium   zu    Salzwedel. 


rt 


Die  Elemente  der  Differentialrechnung  wurden   von   Leihnitz 
gefunden  und  bekannt  gemacht,  als  die  Exhaustionsmethode,  wel- 
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eher  jene,  wie  sich  liistoriscli  iiachweisGU  lässt,  ihren  Urspninp;  zu 
verdanken  hat,  sich  am  weitesten  von  ihrer  ursprüiifj^üchen  Strenge 
entfernt  hatte.  Auch  hatte  sie  schon  längst  ihr  gewohures  Feld, 
die  Geometrie,  verlassen,  indem  man  seit  den  Zeiten  Fermnt's  und 
Robenrars  hei  Quadraturen  die  geometrischen  Grössen  durch  allge- 
meine Zeichen  ausdrückte  und  so  Reihen  fand,  deren  Summen 
auf  irgend  eine  Weise,  ohne  an  das  Princip  der  Exhaustionsmethode 
zu  denken,  bestimmt  wurden.  Solche  Reihen  waren  es  nun  auch, 
durch  deren  Betrachtung  Leibnitz,  wie  er  selbst  wiederholt  gesteht, 
die  Differentialrechnung  fand,  und  wahrscheinlich  liegt  hierin  der 
Grund,  dass  es  ihm  so  schwer  wurde,  die  Elemente  seiner  neuen 
Rechnung  auf  ihr  ursprüngliches  Princip  zurückzuführen  und  so  zu 
begründen,  als  man  ihm  späterhin  den  Vorwurf  machte,  dass  die 
Differentialrechnung  eines  sicheren  Fundamentes  enthehre.  Allein 
auch  hierzu  hatte  er  selbst  die  Veranlassung  gegeben,  denn  zu- 
erst sprach  er  sich  nirgends  deutlich  über  das  Wesen  der  Diffe- 
rentiale aus  und  sodann,  anstatt  eiu  für  alle  Mal  an  einem  Bei- 
miele  zu  zeigen,  wie  am  genügendsten  das  Differential  mittelst  der 
Gränzmethode  aufgefasst  werden  könne,  nahm  er  zu  quantitates  in- 
comparabiliter  parvae  seine  Zuflucht.  Diese  von  Leibnitz  hypothe- 
tisch angenommenen  *)  Grössen  sollten  nur  ein  Hülfsmittel  zum 
Beweise  der  Lehrsätze  seiner  neuen  Rechnung  sein;  man  verstand 
ihn  aber  in  diesem  Punkte  falsch,  nahm  jene  tnr  wirkliche  Grössen 
und  stellte  sie  in  Vergleich  mit  den  anderen  bisher  gehrauchten, 
"obgleich  sie  von  ihm  späterhin  wiederholt  für  Fictionen  erklärt 
wurden.  So  entstand  die  Lehre  vom  Unendlichen,  und  als  die  un- 
ausbleiblichen Zweifel  über  die  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  die- 
ser Grössen  zur  Sprache  kamen ^  fanden  Leibnitz's  Erinnerungen, 
dass  die  Differentialrechnung  am  sichersten  mittelst  der  Exhaustions- 
methode begründet  werden  Könne,  keinen  Anklang. 

Die  obige  Behauptung,  dass  die  Differentialrechnung  der  Bx- 
liaostionsmethode  der  alten  Geometer  ihren  Ursprung  zu  verdanken 
liabe,  erhält  noch  mehr  Bestätigung,  wenn  man  die  Erfindung  der 
Pluxionen  aufmerksam  studirt.     Ueberall,  wo   Newton  in  seinen 
Schriften  über  das  Princip  der  Flnxionsrechnnng  spricht,  zeigt  sich 
fleutlich,  dass  er  auf  dem  von  Keppler  und  Cavaleri  eingeschlage- 
nen Wege  weiter  fortschritt  und  so  zu  jener  Rechnung  gelangte^ 
und    man    kann    mit   grosser  Wahrscheinlichkeit   schliessen,    dass, 
"wenn  Newton  einmal   ein  selbstständiges  Werk  über  die  Fluxionen 
yerfasst  hätte,  er   es  sicher  auf  die  in  seineu  berühmten  Principiis 
gebrauchte  Methode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  d.  h.  auf 
die  Exhaustionsmethode  gegründet  haben   würde.     Das  Princip  der 
Fluxionen  wurzelt  in  der  Geometrie,  was  am  deutlichsten  aus  den 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Begriffen  von  Zeit  und  Bewegung  er- 
hellt,  und  desshalb  vermochte  auch  Macluurin  um  so  leichter  in 
seiner  Treatise  of  fluxions,  ihr  Princip  rein  nach  den  Grundsätzen 
der  alten  Geometrie  zu  behandeln.  —    Indessen  blieb  anfangs  die 


")  Er  bedient  sich  des  Wortes  assumere;  z.  B.  in  der  Abhandlung:  Ten- 
tamen  de  motuum  coelestium  causis  (Leib.  op.  Tom.  UL  p.  213  sq.): 
Assumsi  inter  demonstrandam  quantitates  incomparabiliter  parvas,  v.  g. 
differentiam  duarum  quantitatum  communium  ipsis  quantitatibus  incom- 
parabiieui.    Sic  enim,  ni  fallor,  lucidissime  ezponi  possunt«  etc. 
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SröuereD  oder  kleineren  Grösse  entstunden  wären,  einen  verscliic- 
enen  Werth  unter  einander  haben,  obg^leich  sie  durcli  dasselbe 
Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme  veranlasste  aber  bei 
der  Bestimmung^  der  Dift'erentiale  vielfuchc  Sch\vicri&(keiten,  zumal 
du  Enler  durch  die  Differenzenrechnung'  und  mittelst  der  Kntwicke- 
luD|^  der  Functionen  in  Reihen  dahin  gelangen  wollte,  und  in  der 
That  ist  die  Dunkelheit  und  Unverständlichkeit,  die  in  den  ersten 
Capiteln  der  Bulerschen  Differentialrechnung  herrscht,  eine  merk- 
würdige Erscheinung  für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen 
Darutailung  Knler's  vertraut  ist  *"). 

Kaler^  Bemühungen,  das  Princip  der  Differentialrechnung  fest 
zu  begründen,  befriedigten  keineswegs  die  allgemeine  Erwartung; 
ja  die  Verwirrung  in  dieser  Hinsicht  wurde  immer  noch  grösser. 
Man  meinte  sogar,  dass  die  Differentialrechnung  bisher  noch  nicht 
von  der  rechten  Neite  aufgefasst  worden  sei,  und  glaubte  nament- 
lich in  der  so  sehr  erweiterten  und  in  allen  Theilen  der  Mathema- 
tik mit  Nutzen  gebrauchten  Lehre  von  den  Reihen  ein  Mittel  zn 
einer  bessern  Bestimmung  und  Erklärung  des  Differentials  gefun- 
den zn  haben.  Was  überhaupt  seit  dieser  Zeit  zur  Feststellung  des 
Principa  der  Differentialrechnung  geschab,  lässt  sich  unter  zwei 
■llirenieine  Gesichtspunkte  bringen:  entweder  behielt  man  den  Be- 
grm  und  das  Zeichen  eines  Differentials  bei,  und  bestimmte  den 
Begriff  so,  dass  die  Widerspräche,  auf  welche  er  zu  fuhren  schien, 
beseitigt  wurden;  oder  man  verwarf  alles  bisher  Angenommene 
■nd  suchte  auf  anderem  Wege  zu  dem  zu  gelangen,  was  mittelst 
der  bisherigen  Methode  gefunden  war.  Zu  dem  ersten  Fall  gehört 
die  sogenannte  Gränzmethode ,  von  der  weiter  unten  ausführlicher 
die  Rede  sein  soll;  zu  dem  zweiten  alle  die  Weisen,  in  welchen 
mit  Hülfe  des  Taylorschen  Lehrsatzes  das  Differential  einer  Func- 
tion gefunden  wird.  Unter  diesen  letzteren  nimmt  Lagrange^s 
Punctionentbeorie,  die  im  Jahr  1797  zu  Paris  erschien,  den  ersten 
Plats  ein. 

Wegen  des  grossen  Beifalls,  mit  dem  sie  aufgenommen  wurde 
and  zum  Theil  noch  jetzt  aufgenommen  wird,  wollen  wir  sie  hier 
einer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Schon  in  dem  vollständi- 
gen Titel:  Theorie  des  fonctions  analytiques,  contenant  les  prin- 
cipes  du  calcul  diff(^rentiel ,  dögagos  de  toute  consid^rotion  d'iniini- 
■ent  petits  ou  dVvonouissans,  de  limites  ou  de  fluxions^  et  rednits 
a  ranalyse-  algöbrique  des  quantit^s  finies,  sind  die  ganze  Tendenz 
des  Werkes  und  zugleich  die  Gesichtspunkte  angegeben,  aus  wel- 
chen man  dasselbe  zu  betrachten  hat.  Lagrange  will  nicht  allein 
eine  neue  Theorie  aufstellen  zur  Begründung  des  Princips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  niedere  uud  höhere  Aualysis,  die 
bisher  völlig  gesondert  wareuj  mit  einander  verbinden.  —  \achdem 


*)  Eine  Folge  von  Eiiler's  Theorie  war  die  sogenannte  Nullcnrechiiuiig, 
in  welcher  man  die  DifTerentiale  als  leero,  an  sirh  bedeufungslose 
Zeichen  betrachtete,  mit  denen  man  aber  nach  gewissen  sinnreich  er- 
dachten Gesetzen  nino  richtige  Rechnung  fuhnMi  könne.  Man  sah  den 
Algorithmus  der  Differentialrechnung  nicht  als  ein  nnüiwündiges  Er- 
seugniss  der  Venninft  an,  sontleni  nannte  ihn  eine  lipiiristisclie  Fictimi. 
Vergl.  Job.  Schul«  Kiitwickciung  einiger  matheniarischen  Theorien,  Kö- 
nigsberg 1K03;  und  Fischer  über  den  eigentlichen  Sinn  der  hohem  Ana- 
lysis,  Berlin  1808. 
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in  allen  Fällen  zur  Hcslinimiiii^  des  Diirrrciilials  uusrciclit,  iiiul 
«lesshalb  durfte  C8  auch  iiioht  an  die  S|Hf%(>!  ciiior  weit  oll^einciiiereii 
Lrfar«,  als  die  DillViitialrticliiiun^  ist,  (gestellt  werdon. 

Demnacli  ist  im  fürundo  uiit  Lagrnn^o's  Furictionciitlieoric  nichts 
trewoDiien;  andere  Schwicrig^keitpii  hei  Seite  pfcsctzt,  eiithehrt  das 
zu  Grunde  gelegte  i'rinci|i  einer  durchgreitenden  Allgemeinheit. 
Oasaelbe  ffilt  nun  auch  von  allen  übrigen  Methoden,  von  dem  De- 
rivationscalcul  Arbogast'ä,  von  der  K.\|Hinentiulrechnnng  Pasquicli's 
n.  8.  w.  welche  die  Uitferentialrechnung  vertreten  sollen  und  in  de- 
nen mittelst  des  Tavlorscben  Satzes  das  DitVerential  einer  Function 
erkalten  wird. 

Während  dieser  mannigfachen  \er8uche,  das  Princi|>  der  Ditfe- 
rentiulrechnung  fest  zu  begründen,  hatte  die  Akademie  der  Wissen- 
schaften XU  Berlin  für  das  Jahr  1780  eine  sichere,  streng  wiss(*n- 
«chaftliche  Theorie  des  sogenannten  mathematisch  Unendlichen 
zum  Gegenstand  einer  Preisaufgahe  gemacht.  L'Huilier  aus  (>enf 
srewnnn  den  Preis  durch  seine  lüx|iosition  elementairc  des  principes 
des  cuIcuIb  susp^rieurs,  in  welcher  er  zu  beweisen  suchte,  dass  das 
unter  den  IVanieu  der  Kxhaustionsmethode  bekannte  Verfahren  der 
sriecbischen  Geometer  gehörig  erwritert  zu  einer  Feststellung  der 
Principien  der  höhern  Analysis  hinreiche.  Im  Jahre  I7l>5  erschien 
fnn  demselben  Verfasser  zur  Vervollständigung  jenes  Entwurfes 
ein  anderes  Werk  unter  dem  Titel :  Principiorum  calculi  diiferen- 
tiolis  et  integralis  expositio  elementaris,  das  aber  über  das  Princiu 
nichts  wesentlich  Neues  beibringt.  L'Huilier  hat  in  beiden  Schrit- 
ten, seinem  Vorsatze  getreu,  eine  Zusammenstellung  der  Theoreme 
iregelien»  die  das  Fundament  der  Kxhaustionsmethode  bilden;  je- 
doch entbehrt  dieselbe  eines  durchgreifenden  Zusammenhanges,  da 
die  an  die  8nitze  gestellte  Definition  der  Gränze  nicht  hinlänglich 
allgemein  gelTasst  ist.  Auch  bedient  er  sich  bei  dem  Nachweise, 
dnsB  die  Gränze  eines  Verhältnisses  mit  dem  Diil'erentialverhältnisse 
identisch  ist,  der  Kntwickelung  der  Functionen  in  Reihen  mittelst 
des  Taylorschen  Lehrsatzes,  was  zu  tadeln  ist.  Von  diesen  Aus- 
stellungen jedoch  abj>:esehen  verdienten  beide  Schriften  alle  Auf- 
nerksamkeit^  weil  nicht  allein  das  Prineip  der  Differentialrechnung, 
sondern  auch  die  darauf  gegründeten  Theorien  immer  auf  den  He- 
l^riff  der  Gränze  zurückgeführt  werden,  und  die  bisher  so  vielfach 
gebundhabten  Ideen  üher  das  Unendliche  und  Unendlichkleine  ge- 
rechte Würdigung  finden. 

Dieser  ^'ersuch  LMiuilier's  jedoch,  die  Differentialrechnung  mit- 
telst des  Begriffs  der  Gränze  streng  wissenschaftlich  zu  begründen, 
blieb  im  Allgemeinen  ohne  gehörige  Anerkennung,  da  Lagrange's 
Functioneulebre,  besonders  von  französischen  Mathematikern  sehr 
bereitwillig  aufgenommen  wurde.  Zwar  bediente  man  sich  nicht 
durchgängig  ihrer  Bezeichnung,  aber  man  huldigte  vollkommen  den 
aufgestellten  Princinien  und  stimmte  willfährig  Lagrange's  Urtheil 
über  die  Theorie  der  Gränzen  bei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sie  einer  Wissenschaft,  wie  die  höhere  Analysis, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  und  klarsten  Principien  ge- 
baut werden  müsse,  als  (ürundlage  dienen  könne;  man  hütete  sich 
aber  wohl  an  ihrer  Richtigkeit  zu  zweifeln.  Du  nun  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  Behandlungsweise  der  Mathematik 
beinahe  in  allen  ihren  Tbeilen  von  Frankreich  aus  sich  verbreitete, 
so  darf  man  sich  n?  leru,   dass  zugleich   auch  die  Lehren 
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Uebungsaufgaben  fttr  Schüler. 


(Scllll|.«8.) 

12. 


OscillatioDsgcschwiDdigkeil  v  eines  geradlioig  bewegten 
AethertheilfhenA  und  sein  Abstund  vom  Rubcpunkt  lässt  8ich  unier 
der  VorauHetiung,  dasg  die  auf  das  Tbeilcben  wirkende  Kraft  der 
Elutizität  der  Entfernung  vom  Rubepunkte  proportional  sei,  durcb 
fiifache  llülfiimittel  finden. 

Ut  iu  der  fintfernung  1  die  kraft  der  Klastizität  =  Ey  die 
Entferaung  vom  Rubepunkte  =a:.  die  grösstc  Ausweicbung  vom 
Rnhepaukte,  um  welcbe  das  Tlieilcben  beim  Anfange  der  Bewe- 
nBaf  entfernt  ist,  =17,  a  —  ^=X,  und  wird  A  in  1»  gleicbe 
Theile  ffetbeilt,  so  ist  die  Kraft  F^  welcbe  das  Aetbertbeilcben  an 

X  X  , 

der  Stelle  (« —  «»-r)  anregt,  z=zE.(a  —  «— ■).    Wird   nun   ange- 

X     ,  ,  , 

nomnen,  dass  in  jedem  Räume  —  eine  gleicbformig  bescbleunigtc 

TV 

X 

Bewegung  stattfinde,  die  erst  im  näcbsten  Räume  —  dem  Abstände 

vom  Rubepunkte  proportional   sieb   ändert,  aber  in   einem  solcben 
Räume  constant  bleibt,  so  ist 

X      X 

I^egt  mau  jetzt  m  alle  Wertbe  von  m=  1  bis  m  =  n  bei  und  ad- 
dirt  die  erbaltenen  (ilcicbungen,  so  bleibt 

Soll  die  Bewegung  eine  continuirlicbe  werden,  und  bezeicbnet 
V  die  Geacbwindigkeit,  so  wird 

r»  =  ^2ii— Ä).  X  =  E.(a  +  a  —  X)X  =  E{a'\-a:)  (a  — ^). 

Setzt  man  nun  a:=a  cos  d;  so  erbält  man  v^=[/E,a  sin  & 
a.  s.  w.  •) 


*)  S.  Bohnen  berger 's  Astronomie  S.  403. 
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Zwis<;lieu  zwölf  beliebigen  Grössen,  die  wir  iui  Allgemeinen 
durcb  »,  a',  »",  »"';  ^j-^',  o'\  l/*'\  c^X^^  c'\  d"  bezeicbnen  wollen, 
findet  immer  die  folgende  Relation  Statt: 

=  (ä«"  +  hb''  +  cO  («'»'"  +  Üb"'  H-  cV") 

Für  »  =  «'',  Ä  =  ^',  c  =  c"  und  e^  —  af",  b'  =  b'\  c'  =  c'" 
geht  diese  Relation  in  folgende  über: 

(ab^  —  ä'^)»  +  (bf/  —  b'cy  +  ica'  —  6-'«)* 
=  («2  +  Ä^  +  c»)  (i»"  +  *'»  +  €?'»)  ^  (««'  +  />^  +  cf/y. 


Man  sali  die  Ricbtigkeit  der  obigen  allgemeinen  Relation  zwi- 
schen zwölf  Grössen  beweisen. 


Aufgaben  und  Lehrsätze.  Von  Herrn  Professor  Dr.  Oettin- 
ger  zu  rreiburg  i.  B. 

1}  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  Linie,  welche 
eine  der  ihm  anliegenden  Seiten,  und  die  welche  die  gegenüber- 
stehende Seite  in  zwei  gleiche  Theile  t)ieilt,  gegeben  ist. 

2)  Ein  Dreieck  zu  bilden  wenn  ein  Winkel  und  die  Linien, 
welche  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  thei- 
len,  gegeben  sind. 

3)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  gegenüber- 
liegende Seite  und  die  Linie,  welche  eine  der  anliegenden  Seiten 
iu  zwei  gleiche  Theile  theilt,  gegeben  ist. 

ä)  Em  Dreieck  zu, bilden,  wenn  die  Linien^,  welche  die  drei 
Dreiecksseiten  in  zwei  gleiche  Theile  theilen,  gegeben  sind. 

Nennt  ^ man  die  Höhen,  welche  den  drei  Dreiecksseiten  («,, 
«3,  «,)  zugehören,  der  Reihe  nach  A^^  A^y  h^y  die  Linien,  welche 
die  drei  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  tbeilen,  der  Reihe  nach  f, , 
/,,  t^.  so  gelten  folgende  zwei  Lehrsätze  für  die  Ableitung  der 
Höhen  und  Ualbirungslinien  von  einander. 


,_  v^(MJi.--m,-V-<,.<.-) 

,= : •(»>,->.-.fi«..i..-t,«t.-) 

JKew  SUm  ruheo  lieh  u  di«' Khoo  bekannteo ,  wetobe  für 
lia  Ahldlaig  im  HttfasB  lad  S«iteii  von  ainwtdcr  ^Iteo,  »n. 


fsB  iJcB  BtmJPrtftmoTjft.  ((.'J.  Terd«ai  tn  L«iden. 

L  Tau  lai  trianglw'ipHJrhpibi,  «jäM  ata«  bwe  et  m^De 
m^  Mt  Inra  iobmcU  diu«  1*  dreonffreDee  d*nD  [wtit  cercle, 
MHMrt  fmr  4m  deox  polnti,  oppoi^B  tax  «ztr^niUs  d«  la  baie. 
b  wmtn,  le  petit  cerele,  paaiant  par  lei  ezMmitot  de  la  baae,  et 
naat  ■•■  oentn,  diaBrftrate«eiit  oppoa^  kb  csatn  du  prämier  pe- 
ilt «wd«,  Jkoll  He  la  wA^t,  praprKu. 

(yBUK  prmoaili&B  n'ei't  pu  DuBTellej  ob  Ib  traore  dana  qnelqoei 
IMMb  d«  ITrigaaitH^trie  ipliJrique  et  de  G<oM<frte  analjtiqne. 
Ihb  fsar  baatrer  le  ceotre  da  premier  petit  cerele,  ob  b  cette 
caMliMli*Bl  HeDei  BD  are  de  grCad  cerde,  perpeBdicolairehiBBt 
jm  W'aiHev  de  la  baie.  I^e  tnwgle  Aast,  >b  g^B^ral,  acalioe, 
«f-MKq'WBpen  bb  dei  cAUa,  adtaeeBta  b  I«  baie,  et  lerB  eonpj 
|w  la  prelBBgMMnt  de  l'autre.  Db  Milieu  de  cet  autre  c6t^,  dd- 
«tVM^'STBB  Mb  rajoBj  ioniteBdaut  le  qnart  d'un  grasd  cerele,  üb 
HV  ^MiqwBt  le'  prolon^BieDt  de  l'arc  perpeodlculaire.  Le  poiat 
■"^' " —  aara  le  ceiitre  ebcrcb^. 

riaBglea  BpkdrH|uea,  tjwt  aitoe  baae  et  arfae 
ra  aoMMeta  daoa  la  dreoBfifreBee  d'un  cerele, 
troave  od  ■ilieo  de  1»  baa«.  8i  la  ioane  dea 
le  k  deux  aaglea  droita,  •«  plutAt  jgale  k  uae 
le  lien  dea  aoBBeta  aara  'drideBBflBt  un  graud 

ioint  lea  Biilleux  dea  cdt<a-oppoaäa  d'un  ti' 
irrägulier,  lea  troU  droitea,  ainai  meaäea,  ae 
Ine  piiiot,  qui  «ers  je  ceatre  d«  gravitä  du  ti- 
rafadre  eat  regulier,  lea  ditea  droitei  ae  conpe- 
emcDt  BU  cBDtre  de  U  apbere  circunacnte; 
proprio  a  JKalaoieBt  lieu  pour  le  t^trafcdre 
t  lea  plana  aoBi  dei  triasglea  igaux  et  seinlila- 
IquiUleraux  on  r^piliera. 

4.     Ca  ^aadrilat^re  plan,  dana  leqael  od  a  men^  les  tieux  din- 

-*"     panvBBt  6tre   coDiiderä   eopme  la  proiectioii  d'uii  cjunclri- 

ou   d'un   t^trtiidre' aalt    PTranide   triaiigiilniri-.    i>ii 


gOMläa: 

GÄie    a 


M«*4«**»-'(a«i1i»  «•■jcctsraa  «•■•ren  d«  loefi  «baer- 
^«attäasB' Al«Bari««  at  Barg««««  Zo»«av  «i  sd  •»■ 
„»M  Thaar«M«  acilna  »zcogitkvi,  enjui  aim  is  patriA 
^■••trft-Aaiacapi  paraana«  «■■«  fctiiHii'ctii  tat  Hin-  - 
.■«*ia*'laaara*  iatarTaila  t«iM«eea.rata  ■latvaraital!" 
Bt  k  ■•'«■ea  MI  It  Mabea  aaa  ittUh  «a  aaa  verWa  „Triaa 
«UaernitaMrvaHia  jatar  aa  datia,  ^narti-dUtaatisM  ab 
„aiairifcaaV'ä»<ftt'ft»*'ww,  Jeflaira;"  II  ihmaa,  m  prawar  ücd, 
la  aolaliaa  giaphiqn«  de  n  probliaie,  pir  ItotaneetioB  de  denx 
••■■  da  carcle,  eapabia  ehaena  d'sn  du  deux  «n|f]ea,  obicrvä 
I  b  alatiaa.  Ea  aecaad  Ken  i>  dmae  ane  Mlntion  tri^ooB^ 
^  m,  ea  fiüaaat  naaffe  det  triaa^ea  rectaaglea,  qae  I'oo  obtiebt, 
ea'akaiaaaat,  'daa  eantica  dea  cerelea  d^riti,  dea  perpendicnlairea 
*  1  edtda  da  triangla  daaad  ,et  aar  lea  cordaa,.  qal  ront  de  la 
'  '  E  pidata  abawvda,  a'ait  Ü-^M  nj  aagfeir'dd'«  triangle. 
-* — le  de  aa  aalatlos^laMiBal  aaM<n4taa  [aam  eatploTer 
lonrithaari^MHlarAatiaa  dMtVpmne  eonniie, 
I  '11  B^criMait  paa  '«üMra  da  taUe)  paar  na  eai  par- 

"  'Üt'fiM^  paMit  idHi  jaatiU  «aa  h'  prMrikra  Mde  da  ea  prabltae 
«■HHliBt  «Mt  k  fl^ t  natra  Saalllai,  et  aoa'paa  k  Patbenot 
iSriaaB  aaa'TraMa  da  Trigänoaderffl  netflijraa  ea  prabKM  eit 
antra  par  l'^iih^t*  **  PrabliBe'  da  Snellini, 
le  Werterbnel  de  Klttkef, '—  qua  tooi  avea 
■d"  aree  taat  de  saceto, '— '  Haa  r«Molr  de  tronrer 
ti  ov  BDtleea  hiatoriqBea,  rehllm  k  ta  fineni 
Je-a^  troate  rifa  k  cW  dnrd.  BUfilii  ja  prenoia. 
n/-  de  MathMMimi«  dn  edlAi«  OdakMre  Ailevand 
ui  M  Tolnaa,  latitnM.  „ABWaadvagev  der 
■etrie  and 'Tri|t«aaaifltria,  erater  Tbeil, 
Inas'  der  Batbeniatlatobca  Aafaajfagrflnde. 
Mü" ')  je  Inoia,  daai  le  Varredei  pag.  4.,  ee 

A  aallnffst  di«  An{|abe  dar  61  Abband.  8.  393.  beha 
rd  BnelMua  „Rrato>tlreii«a'BiitaTita  etc.  etc. 

t^lao  bat  Snellina  dieae  Aaf^be  aebit richtig triiroBaiaetrlMh 

1  itaktgMk,  aad- ygth« t» »t  im  aiebt  der'erite.RrfinderTOD  ibr, 

f"jm«\b^  Ttnaatblicb  reB  dea  Snetltat  AadflniDg  aicbta  ge- 

Wltv-fiaeirina  d«n  Herrn  dd^IHiittteitan  bekaant 

lebt  ( 

gebrant       ,        _     __ 

Sgellfda  faabe  nrHenmgelnea  Cindea  eben 


hätte  er  rleHMcht  itm*p,  -^  iSaellina  habe 
Methode'    gebrane&E!;    Wie'    Caaiin* 


■*»"i0lkt\Üir  Ttnaatblicb  reB  dea  Snetltat  AatHmaa  aicbta  ge- 

''J'MÄKlt    -Wl»«  SaelHna   de»  Herrn  d«'"""  ..---- 

hätte  er  rleHMcht  geaatf 

Methode'    gebrane&E! 

Sgellfda  habe  nrHenmff  elaei    .         _   

grfirancht  wie  'die   franillaWlMa   Aatmomen 
de  Paria  1748.  pag:  123*^;  fcaatatt  an  aagen: 
iaeben  Aatr......  wfe  SUcUla«.    Ttie  rbe- 

r  hdHrt,  ginabe  lÄ,  i^itffi' irfottdop]  !!<■ 

'JKa.'M  hier  KümBra  geomBtrUcbe  AUiandlungen.  XI,  gcmaiat.       G. 

"fWtnaTe  Mtte'  espnBtion  da  Caaiini  dina  Im  Hemoirei  da  I'Aea- 

dipü  del  aciencei   d«  Pari«,  pour  les  ann^   1702  et  1718,  et 

c:i  mK- 'MU  la  votnine  de  im,  ee  ^  alt  probthlanwoit  im«  ftiate  d'im- 
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Wenn  das  bisher  erwähnte  schon  eine  namhafte  Verbesserung 
und  Vervollständiguno:  des  Instituts  genannt  ^zu  werden  verdient, 
so  ist  dugegen  noch  Mehreres  neu  hinzugekommen  was  bisher  der 
Universität  ganz  fehlte. 

En  ist  nämlich  unmittelbar  mit  dem  Haupt -Gebäude  ein  Thurm 
verbanden,  der  in  einer  Höhe  von  80  Fuss  vom  Kelsengrunde  sich 
erhebt,^  und  auf  seiner  ebenen  Fläche  einen  Pavillon  als  Local  für 
astroDonische  Beobachtungen  mit  beweglichen  Instrumenten  dur. 
bietet.  Freilich  kann  dieser  Einrichtung,  vom  Standpunkt  der  heu- 
tigen Astronomie  aus,  der  Name  Sternwarte  nicht  beigelegt 
werden,  insofern  man  damit  eine  Anstalt  bezeichnet,  die  auf  die 
Ausbildung  der  Wissenschaft  selbst  abzweckt.  Wohl  aber  ist  durch 
diesen  Thurm  der  Zweck  vollständig  erreicht,  duss  vuu  nun  uu 
der  Marburger  Studirende,  in  den  Vorlesungen  über  Astronomie, 
das  was  er  hört  auch  praktisch  belegt  sehen,  und  selbst  üben  kann. 

An  Instrumenten  enthält  dieier  Thurm  bis  jetzt:  Ein  tragbares 
Passagen- Instrument  von  Ertel  nebst  Uhr,  einen  Chronometer  von 
Kessels,  ein  fünffüssiges  Franenhofersches  Fernrohr,  einen 
desgleichen  Cometensucher,  eine  parallactische  Maschine  mit  drei- 
fässijrem  Fernrohr  und  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist 
der  Thurm  in  der  Mitte  ganz  durchbohrt^  so  dass  für  alle  uhysica. 
lischen  Versuche,  welche  eine  grössere  Höhe  erfordern  als  die  Zim- 
mer darbieten,  eine  freie  Fallhöhe  von  SO  Fuss  zu  Gebote  steht. 

Endlich  ist  auf  dem  höchsten  Funkt  des  Schlossbergs  in  einer 
geradlinigen  Entfernung  von  nicht  ganz  160  Ruthen  ein  ringsum 
ganx  freistehender  Pulverthurm  zum  meteorologischen  Thurm  her- 
gestellt, der  jetzt  auch  im  Bau  vollendet*  näclisten  Sommer  seine 
innere  Einrichtung  erhalten  wird;  somit  also  auch  in  dieser  Uiu- 
sicht  dem  Institute  eine  grössere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekannten,  und  namentlich  schon  gelegentlich  der 
■agnetischen  Beobachtungen  bewiesenen,  Eifer  der  Marburger  Stu- 
direnden,  steht  zu  erwarten,  duss  diese  neue  w«*sentliche  \erbetise. 
rang  des  Instituts  von  ihnen  gründlich  benutzt  und  somit  der 
Zweck  der  Kurhessischen  Staats- Regierung,  welche  dieselbe  ver- 
fugte, recht  vollständig  werde  erreicht  werden. 


Bemerkungen  und  Aufgaben  von.  Herrn  Scherling,  l^ehrer 
am  Gymnasium  zu  Lübeck. 

Bezeichnet  )  den  Zinsfiiss  (d.  h.  die  Zinsen  vom  Kapital  =  J  |, 
k  das  Kapital,  Jhn  den  künftigen  Werth  desselben  nach  j»  Jabien 
bei  zusammengesetzten  Zinsen,  und  setzen  wir  l  +  )^x,  to  bat 
man,  wenn  jährlich  die  Summe  r  zugelegt  wird, 

I.    /•n  =  ^Ä«-4-Y  (»«  —  l) 
und,  wenn  jährlich  die  Summe  r  weggenommen  wird, 
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Uro  I.  zur  unuuterbrocbeneu  logaritümiscbeu  BerecbouDg  taug- 
lich zu  macbeu,  nebne  man 


jo  9  =  ]/^; 


setze^    da  x^l  ist,  (l)    sin  9>=l/— ;  so  erbält  man 

A:n  =  ibi«[l  +  ^  (cos  y)»l. 

Nun  setze  man  feroer  (2)  tg  t/;  =  cos  SP  KtX>  ^^  erbiilt  mau 

ifc«  ;=  ^«»(1 -h  (tg  V')*)  =  i^»*  (8©c  5p)» 
oder  (3)  ^Ä«=j.jj^,. 

II.  lässt  äicb  nur  dann  auf  diese  Weise  zur  ununterbrocbeuen 
logarithmischen  ßereebnung  tauglich  machen,  wenn  die  jährliche 
Wegnahme  die  Zinsen  des  Kapitals  nicht  übersteigt.  Unter  dieser 
VorsiissetctiBg  nehme  man  wieder,  wie  vorhin^ 


(1)  sin  9—Vii 


so  erhält  man  ^»  ==  ^«*»[1  —  rr  (cos  y)'].     Da  nun  unter  der  ge- 

machten  Voraussetzung  g^nz  gewiss  -r  (cos  9)'<<;l  ist,  so  nehme 
man 

(2)  sin  y  ==  cos  5P  y  ^ 

und  erhält  4 Ann 

(3)  ^«  =  ^»«  (cos  v)*. 

Nennt   man   ferner   A:   die   Mise  und  r  die  jährliche   Rente,    su 
hat  man 

f(%n  —  1) 

zur  Bestimmung  der  Mise  III.  Jk=         ^ — ^. 
zur  Bestimmung  der  Rente  IV.  r  =   -  °_.. 

Um    diese    Ausdrücke    zur    logarithmischeu    Berechnung    tauglich 
zu  machen,  nehme  man 

r  1 


5p=l/i 


Setzt    mau    nun  (.1)  sin  yz=|/— ,  so  erbält  man 

(2)         A  =  y  (cos  9)\ 


^id 


Ferner  forae  nun  IV.  bo  om: 


r  — 1_. 

1 

Nimmt   man    duu    wieder  (1)  sio  gprsl/-^,  so  erliMU  man 

(2)         r=r-^. 

^  (cos  (f>y 

Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck,  durch 
Algebra  lösbar. 

Die  beiden  Katheten  sollen  a,  b^  die  Hypotenuse  c^  und  das 
von  der  Spitze  des  rechten  Winkels  auf  die  Hyiiotcuuse  gefällte 
Perpendikel  soll  h  beissen. 

1)  b  und  c  zu  bestimmen  aus  a,  h^ 

Man  bestimme  die  Projectionen  der  beiden  Katheten  aul*  die 
Hypotenuse    einzeln    und    addire    die    Resultate,     so     erhält     man 

c=T-7= — y.,  und  aus  ab^=:ch  befitimmt -sich  b.    Beide  Ausdrücke 

sind  bequem  zu  construiron. 

2)  a^  b,  c  zu  bestimmen  aus  h  und  c  :  bz=^m  :  n. 

b  ist  iein  geometrisches  Mittel;  «davon  ausgehend,  gelaugt  man 

zunächst  zur  Bestimmung  von  bz=^ry=. ,  worauf  sich  c  und  a 

bestimmen  lassen. 

3)  Aehnlich  ist  die  Aufgabe :  aus  A  und  b  \  h^=>mi'  u  die  andern 
Stücke  zu  bestimmen. 

4)  Aus  adtib^s  und'^  die  andern  Linien  zu  bestimmen. 

Man  quadrire  ad±b^s0,  so  bekommt  man  c  \U  die  Gleichuug, 
vorauf  man   zu  beachten  bat,    dass  ab:=cA:    das  Resultat  giebt 

c  =  =f=^db  K  «' +  ^^.     Es  ist  klar,    dass   iu   beiden  Fäileu   nur 
tias  Zeichen  +  vor  der  Wurzel  gebraucht  werden  kann. 

5)  Aus  <r  +  ^  =  ^  ^^^  c  ^1^  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

Man   verfahre  zunächst,  wie  vorhin,  mache   dann  a  zur  ge« 

suchten  Grösse,   so  findet  man  »=^(*db:l^3«'  —  2c*),  woraus  b 
und  A  zu  bt'Stimmen  sind. 

6)  Aus  a  —  b  =  d  und  c  die  ühtigeq  Linien  zu  bestimmen. 

7)  Aus  c  +  ^  =  ^  intd  b  die  Linien  zu  bestimmen. 

Mau  verfahre  auf  ähnliche  Art    wie  iu  5.,  elimiiiire  r,   so  he- 

^2  ij» 

Mimmt  sich  »  =  — «J — • 

8)  Aus  c  -  a  =  d  und  b  dieselbe  Bestimmung  zu  machen.. 


Kurze  und    einfache    Ableitung    der   ganzen    cbene-n^ 

Trigonometrie  aus  üen  beiden   bligenscbaften   des   ebe- 

'  oen  Dreiecks,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel    180*  be- 


/. 
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oder 

15.    taDg4(^-Ä)  =  J^cot  iC 

folgt. 

Aus  10.  und  11.  und  aus  9.  und  12.  folgt  durch  Multiplicatiou 

^^'  sin  C        ~  4i?» 

*'•  linC         ~  Ic«  ' 

also,  weil 

Bin  B         b 
sin  C^  « 

ist, 

1».    CO.  M  =  )/S^±^±^3; 
und  folglich  durch  Division 

W.    taug  i^=K(^^^^^)  {b^c^äf 
und  dnrch  Hultiplication 

21.  sin  J=^y(a-h&'he)  (ä+c— a)  («+€?— ^)  (a-f-^-i-c). 
Ferner  ergiebt  sich  aus  18.  und  19.  leicht 

23.  «„.^.=-l:i^*i>l;     ^ 

also,  wenn  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersteo  subtrmhirt, 
nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel, 

cos  ^  = JJJ , 

woraus  man  nach  gehöriger  Entwickelnng  aogleieh 

24.    cos  J  = gj 

erhält 

Ana  4«  echält  man  auch  leicht  die  beidea  GUkkmgftm 

25.    (a  +  6)^  sin  |C» +  (»  —  *)•  eas  {C's^' 

und 
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2«-  (i^)*  «•»  (*+iO»-f-(j:r3)*  CO.  {B+icy  =  i. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  zuerst 

cos  (i?-MC:}»i==l-sin  {ß  +  icy, 

dann 

sin  (i?-+-jO'  =  l  — cos  (Ä  +  iC)»; 

so  erhält  man 


27.    sin  (Ä-hiQ»:^ 


^-<J3-,)' 


<^>'-f5^^' 


28.    cos  (^-|-iC)»=a^     '  ''"*" 


und  hieraus 


29,    taiig|(iBr+K)»=-r 


'■a-i-A' 
Nach  leichter  Rechonng  erhält  man  aber  hieraus  ferti'er 

30.  üu{B  +  iü)^&^]/^±^^^^^3^ 

21      ^^lu^ir^i a-b\/(a  +  i  +  c)  (a^A  —  c) 

31.  cot{B-f-iCi  =  -^y  ^  ^1 

• 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  itegen  der  zweiten  'der  beiden 
Gleichungen  4.  die  Grössen  a — d  und  cos  (^+^0  immer  gleiche 
Vorzeichen  haben.     Aus  30»  und  :^1.  folgt  endlich  durch  Division 


32.    tang  (/l  +  i^)«f^l/^ 


c  —  a)  (a-i~c  —  A) 


'*,m 


6.^c)  (a-^6  —  c)' 

Wenn  man  den  Winkel  C  des  Dreieck«  ABC  durch  eine  gerade 
Unie  halbirt,  so  wird  man  sogleich  di^  geometrische  Bedeutung 
des  Winkels  i9  +  4- C  erkennen r. 

Dass  im  Obigen  eine  vollständige  Abhandlung  der  ebenen  Tri- 
gonometrie enthalten  ist,  wird  man  sogleich  übersehen.  Von  der 
gewöhnlichen  Entwickehiog*  der'^ohigen  Formeln'' tttfte^sOhefdet  sich 
dieselbe  dadurch,  dass  man«  bei.  der  ersteren  von  der  Formel  24. 
ausgeht,  und  diese  Formel-  mit  H81fe  einer  Cyonstruction ,  bei  der 
bekanntlich  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  beweist.  Bei  der 
obigen  Entwickelung  gelangt  man  zu  dieser  und  zu  allen  zur  Auf- 
lösung der  Dreiecke  n9thlgen  Formeln,  -wenn'  man  nur  erst  den 
Satz,  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden 
Winkel  verhalten  bewiesen  hat,  welches  bekaüntlrch  äusserst  leicht 
ist,  auf  rein  analytischem  Wege  und  durch  ganz  allgemeine  Schlüsse, 
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weshalb  ich  der  obigen  Metbode  vor  der  gewöbnlicbeu  den  Vor- 
zug geben  möchte,  da  dieselbe  überdies  sehr  leicht  und  mit  sehr 
geringem  Zeitaufnrande  zum  Zwecke  führt. 


Noayelle  batterie  galvauique. 

(Acad^mie  des  sciences  de  Bruzelles.  S^auce  du  6  F^vrier  1841/) 
H.*  M.  Crahay  et  Quetelet  tont  un  rupport  favorable  sur  uno 
Douvelle  batterie  galvanique,  pr^sent^  dans  une  jpr^c^dente  scance 
par  M.  J.  A.  Van  Nelscn  de  Maestricht;  Cette  pile  revient  pour  le 
fond  a  la  modification  apport^e  par  M.  Farada^  k  la  pile  de  Wolla- 
ston,  ai  ce  n'est  que  M.  Van  Nelsen  emploie,  pour  Sparer  les 
cuivrea  dea  conplea  successiCi,  des  carreaux  de  y^rre  au  lieu  de 
pspier  vemi  dont  JU.  Paradaj  fait  usage  dans  le  mdme  but.  £n 
outre,  M.  Van  Nielsen  a  adoptö  le  zinc  amalgam^.  Comme  les  r^- 
snltats  qu'il  en  a  obtenua,  depuis  deux  ans  qu'il  en  fait  usage, 
sont  trks  satisfaisants,  et  que  cette  pile  produit»  k  ^^alitä  de  nature 
et  de  grandeur  des  ^l^ments,  des  eflPets  plus  ^ergiques  que-  ceux 
que  l'oD  obtient  des  piles  ordinairement  employ^es,  il  ne  sera  pas 
Sans  Utility  d'en  donner  ici  la .  description ,  et  de  faire  connaitre 
qnelanes-uns  de  ses  eifets. 

l^es  äements^  coivre  et  zino,  sont  dispos^es  ainsi  que  nous  l'a- 
vons  dits,  comme  dans  la  combinaison  de  WoUaston;  c'est-a-dire 
qae  le  cuivre,  soud^  au  zinc  dans  cbaque  couple,  va  embrasser  le 
linc  du  conple  suivant,  de  mani^re  a  dtre  en  regard  avec  les  deux 
(aces  de  cette  plaque ^  mais  sans  contact  avec  eile.  Elle  differe  de 
la  pile  de  Wollastun  en  ce  que  les  lames  m^talliques  sont  beaucoup 
plus  rapproch^s  les  unes  des  autres  que  dans  cette  derniere;  elles 
oe  s'y  tronvent  qu'a  d^eux.  millimetres  de^  distance,  et  sont  mainte- 
nues  ainsi  par  des  morceaux  de  li^ge  interpos^s  entre  les  plaques 
de  zinc  et  celles  de  cuivre,  tandis  que  les  plaques  de  cuivre  des 
^l^ments  cons^cutifs  sont  separ^es  par  des  carreaux  de  verre  de 
D^me  ^endne  que  les  plaques.  Elle  se  distingue  encore  de  la  pile 
de  Wollaston  en  ce  que,  au  lieu  de  faire  plonger  cbaque  puirc 
dans  un  vase  particulicr  contenant  de  liauide  aciduU,  la  pile  entiere 
est  immerg^e  dans  unc  seule  äuge  continue,  sans  cloisons.  Tous 
les  couples  sont  plac^s  dans  une  espece  de  cadre  de  bois,  soi^eu- 
aement  verni,  dans  lequel  ils  sont  facilement  retenus,  sans  qu'il  soit 
i^ceaaaire  de  les  attacber  par  des  vis  a  une  barre  de  bois,  ainsi 
qo'on  est  Obligo  de  le  faire  dans  la  combinaison  ä  la  Wollaston. 
Lette  dispositioB  präsente  encore  l'avantage  de  faciliter  beaucoup 
le  ddtMaaemblage  des  Clements.  Les  couples,  r^nia  dans  le  cadre, 
sont  deaeendus  tons  a  la  fois  dans  le  liquide  acidul^  renfern^  dana 
l'ange;  ob  jgonte  encore  que  les  lamea  de  zinc  sont  amalgam^a 
avec  aoin«  La  pile  que  l'auteur  consttuisit,  il  y  a  denx  ans,  eon- 
sist«  en  19  conples,  dont  les  lames  de  sin«  ont  llj-  centimetres  de 
longnenr  snr  8  de  largeur.  Celles  de  cuivre  ont  lu  mimo  largeur 
snr  une  longnenr  k  peu  pris  douUe,  pour  se  replier  autour  des  la- 


*)  L'Jostitut  1^  Seet.  No.  385.  18.  Mai  1841. 
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egregia  Mt«  calculi  •ubsidia,  quae  ad  eiua  solutioneai  requirunlur, 
uoteroomMen  habe. 

la  einam  ia  meinen  Händen  befindlichen  Manascript  hat  Jo- 
hann Friedrich  Pfaff  sich  die  folgende  noch  weit  allgemeinere 
Aufgabe  Tororelegt: 

Wenn  die  Summe  a  von  fi  Gliedern  einer  geometri- 
seben  Reihe  und  die  Summe  A  der  rten  Potenzen  dieser 
Glieder  gegeben  ist:  die  Reihe  zu  bestimmen,  d.  h.  ihr 
erstes  Glied  und  ihren  Exponenten  zu  finden; 
nnd  bat  zugleich  einige,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bemerkenswerthe 
allgemeine  Gesichtspunkte  angegeben,  welche  zu  einer  zweckmässi- 
gen  Auflösung  dieses  Problems  führen  können.  Indem  ich  den  Le- 
sern des  Archivs  über  die  von  Pfaff  aufgezeichneten  Bemerkon^^en 
in  Folgenden  einige  Mittheilungen  mache,  möchte  ich  mir  zugleich 
erlanbeo,  dieselben  zu  dem  Versuche  einer  vollständigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problems  auf  dem  von  dem.ge- 
oannteo,  der  Wissenschiift  leider  zu  früh  entrissenen  grossen  Mathe- 
natiker  vor^ezeichneten  Wege,  und  zu  der  MittheiTung  derselben 
io  dem  Archive  aufzufordern. 

Beseichnen  wir  mit  Pfaff  das  erste  Glied  der  gesuchten  Reihe 
But  JC,  ihren  Exponenten  mit  y,  so  ist  die  gesuchte  Reihe 

■ad  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  daher  die  bei» 
den  folgendeD  Gleichungen: 

^l  +  y+y»  +  y»  +  ...-l-s/*-*)  =  «, 

itder 


1— yfi  l-tt^r 


Erhebt  man  die  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  auf  die  rte  Po- 
fenz,  und  dividirt  dann  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so 
erhält  man  die  folgende  bloss  noch  die  unbekannte  Grösse  y  ent- 
haltende Gleichung: 

€»der,   wenn  wir  der  Kürze  wegen  'T'  =  ^  setzen, 

aUo  nach  einem  bekannten  Satze  * 

(1 -i-y+y»  + . . . -i-»'^')'-Mi +y+y-*-y' +  •   • +»^') 

=  c|  1 -+- j^  +  j^ +...-»- y(«-»V  I 
oder 

e{  1  +  S^ -H  yV« -H . . . -H  y(^iV| 

Diese  GleicbuDg,  mitteUt  welcher  der  gesuchte  Exponent  y  be- 
slimat  werden  muM ,   ist  offenbar  roai  Grade  (r  —  1)^ ,   hat  aber 


ene  BigeBickalt,  welche  es  Bogiieli  nuicht.  gie  auf  eioea  Biedrigern 
Grad  zo  redncircD.  Bezeichnet  maD  Dämlich  die  Fancti«n  auf  der 
liakea  Seite  dea  Gleichheitazeichena  im  AllgeoieiDeB  durch  /X^),  so 
daas  alao  die  ohige  Gleichung'  die  Fora 

/(y)=o 

1  .       •   . 

erhält,  und  setzt  nun  —  für  y,  so  wird  diese  Gleichung,  wie  man 
nach  leichter  Rechnang  findet. 

Wenn  aher  überhaupt  die  Function 

#X»)  =  ui*" -f- ÄX--1H- Ci— 2-+.  ...+€»»-!.»*  H- Ä 

einer  Gleichung 

^*)  =  0 
des  j»ten  Grades  die  Eigenschaft  hat,  4^"^  "ie,  wenn  bmo  —  für  % 

Ftx\ 
setrt,  in  -^  fihergeht,  so  ist  jedeneit 

^  =  3f,  Ä  =  aj,  C=^,  n.  s.  w.; 

d..h.  die  yom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  sind  einander  gleich,  welches  auf  folgende 
Art  leicht  im  Allgemeinen  bewiesen  werden  kann. 
Nach  der  Voraussetzung  ist  für  jedes  x 


A            B              C      . 

.  +  ,,-§-  ,  -1-  Ä 

_  Js*  -f-ÄX«— 1  -f-  CV^2-i-  . 

9 

und  folglich  fOr  jedes  x,  wenft  man  mit  s"  auf  beiden  Seiten  mnl- 
tiplicirt, 

^ -4- Äx  H- Ck»  + . . . -H  €x»-2 -I- 95«»-»  •+- 3Ue« 
=  31  +  93*  +  (£»*  -h  . . .  -H  GK—2-f.  Bx'^^  +>:/*"; 
also  nach  einem  bekannten  Satze 

Jl  =  X  B  =  9b,  C=€,  u.  s.  w. 

wie  behauptet  wurde. 

Daher  hat  auch  unsere  obige  Gleichung,  aus  welcher  der  Ex- 
ponent ff  bestimmt  werden  musa,  die  Eigenschaft,  dass  die  Coefli* 
^cienten  der  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glie- 
der einander  gleich  sind. 

Nun  hat  aber  schon  Euler  in  den  Commentariis  Acade- 
miae  scientiarnm  imperialis  Petropolitanaeu  T.  VI.  (M.  s. 
auch  Leonhard  Eulers  Einleitung  in  die  Anal^-sis  des  Un- 
endlichen. Aus  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Job. 
Andr.  Christ.  Michelsen.  Tbl.  lU.  Berlin.  1791.  S.  13)  ge- 
zeigt,  dass  solche  Gleichungen,  in  denen  je  zwei  vom  Anfange  und 
Ende  gleich  weit  abstehende  Glieder  gleiche  Coefficienten  haben, 
sich  immer  vom  (2M-4-])sten  und  vom  2iften  Grade  auf  den  «ten 
herabbringen  lassen,  worüber  Folgendes  zn  bemerken  ist. 
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Wenn  die  Gleichung  zuerst  Tom  (2i»-f- l)iten  Grade  ist,  und 
also  im  Allgemeinen  die  Form 

hat,  so  kann  man  dieselbe  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

^(,»«+1  ^-  1)  -h  B{%^-i  +  \)»+...  +  K(%  + 1)*«  =  (), 
und  man  kann  also,  w^il  bekanntlich  iiberhau|it 

ist,  in  die  Function  auf  der  rechten  Seite  des  GIcichheitszeichenK 
mit  x  +  1  ohne  Rest  dividiren,  wodurch  man  eine  Gleichung  des 
2«iteD  Grades  erhalt,  in  welcher,  wie  fick  hei  nKherer  Untersuchung 
zeigt,  noch  die  vom  Anfiftnge  und  Knde  gleich  weit  abstehenden 
(ilieder  gleiche  Coefficienten  haben,  W^nn  sich  also  zeigen  lässt, 
dass  jede  Gleichung  des  2isten  Grades,  in  welcher  die  vom  Anfange 
nad  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glieder  gleiche  Coefficienten 
babea,  auf  den  «ten  Grad  herabgebracht  werden  kann,  so  wird 
dies  anck  von  jeder  Gleichung  des  (2si+l)>ten  Gradea  von  der  in 
Rede  atehenden  Beschaffenheit  bewiesen  sein. 

Um  aber  zu  zeigen ,  dass  jede  Gleichung  des  2jiten  Grades ,  in 
welcher  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glie- 
der gleiche  Coefficienten  haben .  anf  den  »ten  Grad  herabgebracht 
werden  kann,  Terfäkrt  Eni  er  a.  a.  0.  auf  folgende  Art. 

BetracfatCB  wir  saent  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

oad  denken  ans  dieselbe  auf  die  Form 

oder,  wie  amn  nach  leichter  Rechnung  findet,  auf  die  Form 

s«  ^(a  +  /?)s' +(a/?  +  2)a*  H-(a  +  /^)«-f- 1  =0 

gebracht,  so  haben   wir  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden 
<;ieichnttgen 

«4-/?==-^.  aß  +  2  =  B  oder  a  +  ß=J,  aßzszß  —  t', 

und  oAch  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gleichnngen  sind  (blgli<rb 
u  und  ß  die  beiden  U'nrzeln  der  Gleichung  des  zweiten  Grades 


kSoncB  alsa  dorch  Anflösang  dieser  Gleicksag  gefanden  werden. 
Hat  man  aker  auf  diese  Heise  a  and  ß  gefandea,  so  erkilt  man 
die  Tier  Warze! n  der  sregebeneo  Gleichäog  des  vierten  Gradf*^ 
dnrcb  Aalfisaag  der  beiden  Gleicknagea  des  zweiten  Grades 


% 


B 


a«-|-l=0,  s«-H?«-|-l=0. 


Betracktea  wir  femer  die  Gleicbaag  des  secbsteu  Gradeb 

und  dcakca  aas  dieselbe  aaf  die  F^rm 

(s=-has-+-lj  (*«-!- /^»  +  JJ  (»•+r»-4-Jj  =  0 
oder  aaf  die  Form 
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+  (2a  +  2/J  +  2;'4-a/?;')Ä»)  =0 
^(aß-\'ay  +  ßr  +  ^)»* 

+  (a+ß+r)%  +  i 

gebracht,  so  haben  wir  znr  Bestimmnng  tod  a,  /?,  y  die  drei  Glei- 
chungen 

a  +  /?-H/  =  ^,  aß  +  ar  +  ßr'h^=By  2a+2ß'i'2r+aßy=C 

oder 

a-i-ß  +  y^zA,  aß  +  ar  +  ßr  =  B'^Z,  aßr^=C—^^i 

und  a,  ßj  y  sind  also  nach  einem'  bekannten  Satze  von  den  Glei- 
chungen die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  des  dritten  Grades 

Hat  man  aber  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  a,  ß,  y  gefunden, 
so  erhält  man  die  sechs  Wurzeln  der  ffegebenen  Gleichnnff'  des 
sechsten  Grades  durch  Auflösung  der  drei  folgenden  quadratischen 
Gleichungen 

Mehrere  Mittheilnngen  zu  machen,  verbietet  jetzt  die  Beschränkt- 
heit des  Raums.  Dass  aber  die  vorhergehenden  Andeutungen  zu 
vielfachen  fernem ,  Entwickelungen  Veranlassung  geben  können, 
liegt  deutlich  vor  Augen.  Vorzüglich  veürde  es  natürlich  auf  die 
Aumndung  allgemeiner  Gesetze  ankommen,  und  zwar  zunächst  auf 
eine  völlig  allgemeine  Entwickelung  der  Gleichnnff  des  »ten  Gra- 
des, durch  welche  bei  einer  ^egebenen^Gleichung  des  2iften  Grades 
die  Hülfsgrösse  u  besimmt  wird.  Ohne  Beweis  giebt  Euler  a.  a. 
0.  die  Coefflcienten  der  nettn  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  auf 
folgende  Art  an: 

f»(ft  — 5)  (n  — 6)(fi  — 7) 
"^  1.2.3.4 

Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  Untersuchung  dieses  Gegenstandes 
und  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometrischen  Reihen  wünschens- 
werth  zu  sein.  G. 


XXUI. 

Cotersochang  der  trigonometrischen  Relationen 
des  geradlinigen  Viereckes. 

■ 

Von  dem 
Herrn  Prof.  C.  A.  Bretschneiiler   ^ 

in  Gotha. 


$.  1. 

Sind  in  einer  Ebene  vier  beliebige  Punkte  j4^  B^  d  D  (Taf.  III. 
FiM.  1.)  gegeben,  von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  derselben  Ge- 
raden   liegen^    so   wird   der   Inbegriff  der   sechs   geraden    Linien, 
welche  durch  diese  Punkte  gelegt  werden  können»  ein  vollstän- 
dig es    Viereck   genannt,    und   die   gegebenen    Punkte   Haupt- 
ecjLen   desselben.    Je  zwei  jeuer  Geraden,   welche  keine  Haupt- 
ecke fl^emein  haben,  heissen  Gegenseiten  des  Viereckes,  ihr  von 
den  Hauptecken  verschiedener  Durchschnittspunkt  ein  zugeordne- 
ter Punkt,  nnd  der  in  dem  letzteren  von  den  beiden  Gegenseiten 
gebildete  Winkel  der  charakteristische  Winkel  dieser  Seiten. 
Es  bat  demnach  jedes  vollständige  Viereck  drei  Paare  von  Gegen- 
aeiten:  AD  und  BC,  AB  und  CD^  und  AC  und  BD\  ferner  drei 
sQffeordnete   Punkte   E^  F^  0\  und   drei    charakterische  Winkel: 
AEDy  AFB^  und  HGD.    Ferner  sollen  die  drei  Verbindungslinien 
je    sweier  der  lug^ordneten   Punkte  zugeordnete  Seiten,    das 
Ton    ihnen   gebildete  Dreieck   zugeordnetes   Dreieck  und   die 
Winkel  des   letzteren   zugeordnete   Winkel   genannt  werden, 
wlÜirend    4A9^gCD    die   durch   die    Hauptecken   gellenden    Geraden 
Hauptseiten    und    die   von   irgend   zweien    derselben   gebildeten 
Winkel  Uauptwinkel  heissen  mögen.    Zwischen  den  Haupt-  und 
xug^ordneten  Punkten  oder  Ecken  findet  übrigens  der  weKcntliche 
Unterschied  statt,  dass  in  den  ersteren  sich  immer  drei  Hauptsei- 
ten»  in  den  letzteren  dagegen  nur  zwei  derselben  schneiden. 

Verbindet  man  die  vier  Hauptecken  eines  vollständigen  Vier- 
eckes durch  einen  stetigen  Zug,  so  dass  keine  derselben  übergan- 
gen,  aber  auch  keine  zwei  Mal  berührt  wird,  so  lassen  sich  da- 
lurch«  in  welcher  Ordnung  auch  diese  Punkte  auf  einander  folgen 
TbfU  IL  15 


l 


l 
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Die  DäcbfolgGoden  üntersuchungert  werdeu  sich  ausschlicss- 
lieh  auf  die  vollHUndiffen  Vierecke  erster  Classe  grüudeu,  uud  so 
weit  lie  ein  einfachea  Viereck  in  Betrachluog  zielu^u  müssen,  stets 
daa  enter  Furm  zu  Grunde  legen.  Die  so  entv^ickelten  Formeln 
werden  theils^  die  Vierecke  der  drei  übrigen  Formen  unmittelbar 
umfauen,  theils,  wo  dies  nicht  der  Fall  sein  sollte,  auf  diesel- 
ben leicht  ttbergetragen  werden  können.  Um  endlich  die  Vor- 
xeicheo  b  den  Formeln  hinlänglich  bestimmen  su  können,  soll  in 
der  an  Grunde  gelegten  Construktion  (Tuf.  111.  Fig.  1.)  die  Hauptccke 
4.^  auf  deren  vorwärts  verlängerten  ISchenkeln  die  zugeordneten 
Punkte  JP  und  G  liegen,  als  erste  E:;ke  aingenouimen  uud  dabei 
festffMetzt  werden,  daas  die  Summe  der  Hauptwinkel  BAD  und 
BlSu  kleiner  als  2  Rechte  sei. 

f.  3. 

Man  fiihr«-9<inmohr  folgende  Bexeichnung  ein:  1)  Tiir  die  Sei- 
len und  ihre  Verlängerungen  und  Abschnitte: 

40^=0,    FB  =  a^,      JB  =  d,     GB  =  A^ 

AC^sLC^    AExsss^e^ 
BDz=c^,  DEz=zc^ 

2)  Tür  die  charakteristischen  Winkel: 

Af*B  =  A,   HGP=B,   AEn=:C', 

3)  für  die  Hauptwinkel: 

BAD=(aöl    AhCz=^{ab,),  cAD  =  (ac) 

BCD={a,ö,),  ABC=(a,b),  cbD  —  (a,c,) 

n.  a.  w.  so  dass  jeder  Hauptwinkel   durch   die  ihn  cinschliesscndcu 
Seiten  angedeutet  wird^ 

4)  für  die  zugeordneten  Seiten  und  Winkel: 

GEz=za,        FEz=ß,        Fa^=iY 

GFE=,  (ßy),  FGE—  (ay),  FEG  =  (aß). 

5)  Ferner  sollen  die  von  drei  ilauptecken  gebildeten  Dreiecke 
nptdreiecke  heissen  und  ihr  Flächeninholt  in  nachstehender 


Wme  heieichnet  werden: 

ABn=T,,  ACI}=T, 

BCI)=T^,  ACB=T,', 

dageffen  mögen  die  von  zwei  Hauptecken  und  einem  zugeordne- 
ten Fnnkte  gebildeten  Dreiecke  Mcbendreiecke  heissen  uud,  da 
ea  ihrer  12  sind,  durch  ein  T  angedeutet  werden ,  dem  die  Haupt- 
aeite,  anf  veelcher  das  Dreieck  steht,  und  die  Nummer  des  zuge- 
ordneten Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  wobei  man  die 
Punkte  Fj  6r,  E  beziehungsweise  ols  ersten,  zweiten  und  dritten 
Punkt  betrachtet.    Demnach  wäre  z.  B. 

15* 
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AED=  Ttav  AßF=i  Tu,  BDG=  T^c,  u.  s.  w. 

6)  Den  Flächeninhalt  des  xHgeordnelen  Dreieckes  EFO  wollen 
wir  mit  A  bezeichnen;  dag^^en  sollen  die  Flächeninhalte  der  in 
Taf.  111.  Flg.  1.  enthaltenen  einfachen  Vierecke 

ABCDA=zF,  ADBCAz=zF\  ABDCA=:F" 

gesetzt  werden.  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  nnd  Benennun- 
gen, deren  Zweckmässigkeit  sich  durch  das  Nachfolgende  recht- 
fertigen wird,  können  nunmehr  die  trigonometrischen  Relationen 
des  vollständigen  Viereckes  leicht  und  tthersichtlich  entwickelt 
werden. 

♦• 'i. 

Jede  Hauptseite  gehört  als  Vierecksseite  zu  zwei  einfachen 
Vierecken,  und  als  Dreiecksseite '  zu  zwei  Hauptdreieeken.  Nun  ist 
aber  aus  den  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie  und  Tetrag'o- 
nometrie  bekannt,  dass  jede  Seite  eines  geradlinigen  Dreiecks  gleich 
der  Summe  der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  beiden  ande- 
ren Dreiecksseiten,  und  dass  jede  Vierecksseite  gleich  der  Summe 
der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  drei  übrigen  Viereckssei- 
ten ist,  gleichviel  von  welcher  Form  das  Viereck  ist;  also  wird 
zuvörderst: 
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Werden  diese  6  Gleichongen  beziebangsweise  mit  aa^bb^cc^ 
writiplicirt,  so  erhält  man  liimer  Hand  die  Quadrate  der  Haupt- 
idten.  Je  zwei  derselben  addirt  und  mit  einer  entsprechenden  drit- 
ten verglichen  geben  die  Ausdrücke: 


a*  =Ä€?  cos  (Ätf)-4-^,€?,  ces  (^|€7|)+ ^6i  cos /T  —  cc,  cos  C, 
=  Ä»+c,*-^-2ÄC|  cos  (^c,)=t!:^|»-|-<J»— 2*,€?  x;os  (^,c) 

«,*  =  ^c,  co8(fc,)  +  Ä,c  cos  (Ä|<?)-|-ÄÄ,  cos^Ä  — ccr,  cos  C 

=  d^  +c*'^  2ic  cos  (6c)  =^  Ä, »  -f-  <j, «  —  2^,r,  cos  (^,c,) i 

Ä*    =«<?  cos(flrc)-^ir,€?i  cos  (»,r,)-i-^,  cos.C — aa^  cos  ^ 
'  -  ■  I 

=  a*+r,*  — 4la<Pj  ci)s(BfC,)=:5a,* -f-c*  —  2<?,c  cos  (ap,c)l 

^,'=«r,  cos («t?,) H-«,*r  e^s («,<>) -|*€?t,  eosC««^«rar,  coa^l 
=  »'■+-€?'  —  2flrc  cos  (Äc)=2flr, »-§-€;,' —2a, ^,  cos(a,c,) 

r*  =17^  cos(a&)  +  ai^i  co|i(4i^i)H-^i^i  ^os^«*-^^,  cos  Äi 
=  Ä»H-Ä,*— 2«^,  ciw(aÄO  =  a,*-|-Ä*  — 2«,Ä  cos(a,^) 

c,^  :;=:ä^,   cos  (a^,)  +  0|i^  COS  (i»|^)-+^aA,  cos^  —  M,  cos  Ä  I 
=  «*  +  Ä*  —  2flrÄ  tosf a^)  =  AT,*  -f-  ^j «  —  2äiÄ,  cos  («i^, ) 

DemnacL  können  jede  awei  GegeoseiteD  auf  drei  verschiedene 
Arten  aus  vier  übrigen  Hauptseiten  und  den  6  von  ihnen  gebilde- 
ten -Hauptwinkeln  gefunden  werdend  Führt  man  endlich  noch  drei 
Hülfsgrössen  S^i^d^  ein^  so  dass  man 

Si^=zifC  COS(ifC)+iCi  C0S(^,)-|-Ä|€?  <jos(^it>)-f*Ä,t?,  COS(^,C|)l 

ä^^zizzac  cos  {ac)+aCg  cos(ac,)-4-a,r  cos(a,e)+^i^i  cos(«,<;,)>  3. 
6f^^adcos{ad)-\^d^  cos(a^,)+a,^cos(«r,&)-|-'^i^i  cos(a,^,)  / 

hat,  so  ergiebt  sich  audi  noch: 

J,»=Ä»  +  Ä,»— 2Ä*,    cos  B=^c*  +  Cy^'^2cc,    cos  C\ 
J,' =  €?* -l-r,*  —  2cc,    C08   d=r«sr*-h«i*  +  2war,  cos  ^>  4. 
J,»=a»  +  a,»— 2a«,  cos  ^=i:Ä*  +  ^,« +2W,  cos  i») 


^  5. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfsgrössen  ^i^s^,  ergiebt 
sich  sofort,  wenn  man  die  Ausdrücke  Kr.  i.  censtmirt  Man  ziehe 
nämlich  Taf.  111.  Fig.  3.  aus  der  Baupteck«^^  die  Gerade  BNX^C 
und  verbinde  D  und  N  durch  eine  Gerade,  so  ist  DNz=id^,  Zieht 
man  ferner  aus  D  die  Gerade  DM^^AC  und  verbindet  B  und  M^ 
so  wird  die  Gerade  Bßi=d^\  niA  «i^relkt  man  BP^AS  und 
DP^AB  und  verbindet  €?  und  i^,  so  Ist  die  Gerade  CP^ss4^. 
Diese  Osnwtrtfktion  zeigt  erstens,  dass  die  flülfsigrösseii  S^i^3^  die 
doppelten  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  je  vwnier  Geipenseiten 
sind,  und  zweitens,  dass  sie  sich  sämmtlich  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte  schneiden  und  gegenseitig  halbiren  müssen.  Bezeich- 
net man  von  den  Winkeln,  welche  je  zwei  der  Linien  ä^d^d^  mit 
einander  an  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  machen, 
diejenigen^  die  den  Seiten  ade  gegenüberliegen,  beziehungsweise 
mit  (^2,)  (<^is)  ((^12)?  so  'lal^  niAn  noch: 
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—  2Jt<^,  cos  (dzt) 

—  ^,<J,  cos  (<J,  s) 

—  2J,d,  cos  (cJ,,).  ^ 

+2J,(r,  CO«  (*„)  ''• 

+  2<fjd,    COS  (J||) 

-i-2<r,<r,  COS  (cT,  j 

Aus  den   bisher  gefundenen  Formeln  ergeben  sieb  nun  durch  zweck- 
mässige Verbindung  derselben  folgende  nene  Ausdrucke: 

Demnach  ist  in  jedem  vollständigen  Vierecke  die  doppelte  Summe 
der  Quadrate  zweier  Gegenseiten  gleich  der  Summe  aer  Quadrate 
der  dopfMlteo  Verbindungslinien   swinohen   den  Mittelponktcin   der 
beiden  anderen  Paare  von  Geg^enseiten. 
Unmittelbar  ergiebt  sich  hieraus: 


c.» 


s  * 

= 

a»+a 

8  ' 

= 

«•-4-« 

2(Ä' 

+ 

*,»+<?» 

2(e» 

+ 

c,»  +  a' 

2(«" 

'  + 

«,'-+- ^' 
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7. 


^.•  +  rf,»-l-^,*=«»  + 


Ä.' 


f reiches   die   bekannten  von  fiuler  gfifundenen  Sätze    sind.     Für 
ie  verschiedenen    hier   vorkommenden  Winkel    ergeben    sich  fol- 
gende Ausdrücke: 

tf,*  —  <>,»  =  4«a,  cos  A^  «,•  —  a*z=z8^d^  cos  (^,*,)J 
*,»  — J,»  =  4i5Ä,   cos  Ä,  4j»  --'d^=S,3^  cos  ((f,,)|  8. 

J,' ;— da'=4cc,     COS    C,     C,*  — C*  =  J,<Ja   COS  (d,  3)  / 

»*-|-a,»  =  Ä»-|-^,*— 2€?c,  cos  C=c»4-<?,*+2^^i  cos  Ä 
Ä* -|-ij»  =  c'  +  c,*  —  2<la,  cos  Jr?=a'  +  a,*  +  2cri  cos  ^j 

0  =  «^!  cos  A'^M^  cos  £r«-|-^^,  cos  ^ 

Ferner  erbült  man  dvrch  Addition   von  (2)  und  (4)  und '  gehörige 
Sobstitvtion  aus  (1)  die  Gleiohungen: 


'    +*,»=c»    -f-Ä»   +2ir.€r,  CM  («r.r.) 

=  <ri*  +  *iri'-l-*«?    eos(«:) 


»1      -T-«'»     —^1      "•"•       -f-*w»i       ^^  l*l^#  ( 


r,>+if,«=i»»    +6,*+9m,i    cm  K^) 


Sind  dakcr  die  9  Geradea  äm^M^ee^o^o^o^  gegeboi, 
aos  je  aediaeB  tob  lliBeB  i— et  xwei  HaaplwiBkel  faden.  Sind 
die  HaiipteeiteB  alleiB  gegcbea,  ••  reicheB  diese  kia,  slte  drei  cka- 
rakteriftischen  Wiakel  im  bereckBea;  sslIeB  kiBgeseB  die  4  Vier- 
eckswinitel  irgead  eiaes  eialMkeB  Viereckes  gefuideB  werden,  so 
»aas  ausser  den  6  Hanpfseiten  aack  aod  eine  der  Grossen  d  nnd 
«war  diejenige  gegeben  sein,  welcke  sn  den  Diagonalen  dieses 
Viereckes  gebort    Desnacb  ist  also  s.  B. 


CM  ^  = 


1 


^  ff     **-*-*.»-g*-e.»_  «r,'-«r.'; ,, 

*•'  ^= S; —       «ec. 

und 

coB{m6)= S-^jjfi 1-,  cm(«^,)= ^jj--^ 

cos(a.^.)= |jj;;j; ,  CM(^,*y=^ S^j^j i- 

U.   8.    W. 


12. 


16. 

Neben  den  in  §.  4.  unter  Nr.  1.  insasutengestellten.Fundainen- 
talgleicbnngen  giebt  es  aber  bekanntlicb  nocb  eine  i weite,  in  wel- 
cher die  Sinusse  der  Winkel  Torkosiaen,  nnd  die  gewöbnlicb  un- 
ter der  Form:  0  =  st  sin  P^-m  sin  Q  +  /»  sin  JH  für  das  Viereck, 
und  m  sin  P=zn  sin  Q  für  das  Dreieck»  dargestellt  wird.  Der 
Kürze  balber  sollen  im  Tolgenden  beide  gleicb  snsaauaengeaogen 
werden;  dies  giebt  die  Ausdrucke: 


2SS 


a8in(«C|)  =  ^    siD  (^,)  =  c  sin  C-^a^  s 

=  e  %\n  C  —  ^1    8 

0  nn  (oc)    =^i    sin  (^|C)  =  c,  Bio  C — a,   « 

=  c,  sin  C—  Ä 


8 


S 


«  sin  («^1 )  =  c     sin  (fiic)  =  ^  sin  ü  +  « 

,    =d  iin  Ü  +  Ci   8 

atXn  {mb)  se^i   sin  (^|)=s£,  sin  B  +  ai  m 

=  £,  liin  ^+c    i 

^  sin  {a^it)z!:zc    sin  (0^^)  =  «  sin  ^-f-^i  s 

=  0  sin  ^  +  ^1  s 

^  sin  {496)  =Ci   sin  («c,)  =  «j  sin  udf-f-^i  s 

=  a,  sin  ji  +  c 


13. 


n  (d^c,) 

n  (6c) 
n  (a,Ä,)l 

n  (^c) 
n  (ajÄ,) 
n  («,€?i) 
n  (a^J 
n  {ac) 

NsItipliciK  man  diese  sechs  Gleichungen  ihrer  Ordnung  na6h  mit 
den  Grössen  c^eb^ba^a^^  so  erhält  man  durchgknrig  dte  Produkte 
je  iweier  Hanptseiten  in  den  Sinus  des  eingeschlossenen  Hanpt- 
oder  charakteristischen  Winkels.  Werden  daner  statt  dieser  Pro- 
dukte die  entsprechenden  Flächenräume  gesetit  und  zugleich  die 
Beseichnnngen 

M,  sin  ^=2/"'' 

bb^  sin  B  =  %F'\  14. 

er,    sin  C=2F 

t^iugeführt,  so  ergiebt  sich  bei  gehöriger  Vergleichung : 

P*  =T,'-'T^=T,^  tA  15. 
F"  =T,--T,  =  T^'-  Tj 

Aus  diesen  Gleichungen  fol^  unmittelbar,  dass  die  Grössen 
FF'F'^  die  Flächeninhalte  der  einfechen  Vierecke  erster,  zweiter 
und  dritter  Form  sein  müssen ,  und  ein  Blick  auf  Taf.  111.  Fig.  3. 
giebt  unmittelbar: 


Dreieck  BCP=:F*'  =  \aa^  sin  A=:\i^d^  s 
Dreieck  nCP=F'  =\bb,  sin  B  =  \i^d^  si 
Dreieck /li7Jlf= /"  =icc,    sin  C^=z\8^8^  s 


n(J..))l6. 


Durch  gehörige  Verbindung  der  Ausdrücke  in  (14)  und  (15)  findet 
■an  noch  die  Werthe: 

F  -+•  F''=  r,  -I-  T^y  F  — ip=:  r,  -h  ar,  i  n. 

ingleichen 
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,  27',  =  F-f-#"  — F"l  jj^ 

2T4  =  F  — F'+F"! 
-   2T,^F  —  F'—I"' 

♦•7. 

Wie  wir  bisher  Relationen  zwiscben  den  Seiten,  ingleichiin 
zwischen  üeo  werscbiedenen  Fläcbenräumen  zusammeng^estellt  balien^ 
so  lassen  sieb  anch  Relationen  zwiscben  den  verschiedenen  Win- 
keln angeben.    Zu  dein^Bnde  setze  man: 

(ab)  +{a,&,)  =  yf  1 

(«c.)-(a,c)   =y    19. 


so  ist  zuvörderst  klar,  Aass,  wenn  fp  ^  180®  wird,  tff'  und  tp"  ^  0" 
werden  nuss,  weshalb  denn  anter  allen  Umständen 

^  +  f'H- 1"  =  180^    (20) 

ist  Auch  zeigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  1.,  dass  tp  die  Summe 
zweier  gegenüberliegender  Hauptwinkel  im  einfachen  Vierecke  der 
ersten  Form,  SOO^'+V^  und  SoO»  +  ^' ^'hingegen  dasselbe  für  die 
einfachen  Vierecke  zweiter  nnd  dritter  Form  ist.  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nun  so  wie  der  drei«  charakteristischen  Winkel  des 
Viereckes  können  alle  12  Hauptwinkel  auf  folgende  Weise  ausge- 
drückt werden : 

(a^)  =  i(^  — ui-hÄ)  —  90° 

{ad^)=   OO^H-iC-V'  +  ^+Äif 
KÄ)  =  270*-i(v^  +  ^  +  Ä) 

(ac)—W  --i(^+  C-i-yt'),     {6c)=i(B+C'-'ttf")  —  90« 
(iir.r,)=90o-i(^+C-n(*i^.)=i(^+«^-H''0-W«      ^^ 

(»,c)=90«-i(— Jf+6:4-V/),  (/^,4=90«  — >(^- ^+^0 

Es  sind  daher  allgemein  in  jedem  einfachen  Vierecke  die  vier  Vier- 
eckswinkel  bekannt,  Wemi  die  Summe  zweier  gegenüberliegender, 
und  dier  beiden  zu  den  Viereclüiseiten  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  gegeben  sind.  Mit  Hülfe  dieser  Ausrücke  lassen  sich  eine 
ungemein  grosse  Masse  von  Relationen  zwischen  den  einzelnen 
Winkeln  des  vollständigen  Viereckes  bilden.  Im  Folgenden  sollen 
einige  derselben  zusammengestellt  werden,  da  wir  sie  späterhin  in 
Anwendung  bringen  nüsflen. 


cos(flr^)cos(iv,^,)-4-edfs(ap^i)   cos(0,^)=*+<os^-HM)Sj#oos£r 
cos{ad)  co8{axd)  +cos(iVi£,)cos(a;^,)= — cos-r^+cos^  ces-Ä>  23. 
cos(i7^)cos(a^i)  +cos(^i^i)cos(^i^)=+cosif — cos  1// cos  ^ 


«5 

8ii(«^)BiD(iii^,H-siD(«r^i)   Biii(0,^)c=— eos^— cob^cobüT] 

siD(flr^)sin  (a^i)  +8iti  (#»,^1)810(0,^):^  —  co8£f — cosi^  cos^i) 

cos  {ad)  cos  (a,^,)—  cos  (a^,)    cos  (a,^)=^8in  u:i  sin  ^) 
cos  (ml)  cos  («1*^)    — cos  (a,^,)  eos  {«r^,)  =  — sin  V'  sin  B)  25. 
cos  («r^)  cos  (adi)   —cos  («1^,)  cos  (a,#)=— sin  1^  sin  ^)    ' 

u.  s,  w.    Nimait  mau  bingeffen  linker  Hund  immer  nur  die  Hälf- 
ten der  Hauptwinkel,  so  wird: 

cos  {(a^)  cos  4(^1  ^1)  —  cos  {{aif^)    o*b  ^(«1^) 

:=cos  \lp  —  sin  l^i  cos  iB 

cos  l{ad)  cos  l(a;d)   —  cos  i(«/,)  cos  i(a6,)  ^ 

3=  sin  \ji  —  cos  l^  cos  iB\ 

cos  {{md)  cos  i(adt)  — cos  ^(«1^«)  cos  iia^d) 

3=  cos  iß  —  cos  l^  sin  {A 

m  i{ad)  sin  ^(0,^1)-— sin  {(a^,)    sin  v('i^) 

:=5C0S  ^^  +  sin  ^Jl  cos  {B 

Bio  J(aÄ)  sin  i(«r,^)   —sin  4(«,ä,)  sin  i(is*,) 

=ssin  l^-f-cos  J^  COS  ^B^ 

sin  i(flr^)  sin  j(tf^,)   — sin  i(a^di)  sin  j(«,^) 

=  cos  |if  +  Gos  ^1^  sin  1^/ 

cos  {(ad)  cos  ^(17,^1 )  + cos  it^^i)    ^^s  Üa^d)  =  cos  |^  sin  IB\ 
cos  ^(a^)  cos  ^(0,^)  +COS  ^a,d,)eos  j(a^i)  =  sin  |i/^  sin  j/l>  28. 
cos  i{ad)  COS  i{adi)  +cos  {(at^i)  eos  j(«a^)  =  sin  ^t^  cos  Ij) 

0.  s.  W4  Wollte  man  olle  möglichen  Comkinationen  der  vorliegen- 
den Gattung  unter  den  12  H^uptwinkeln  entwickeln,  so  würde  dies 
72  verschiedene  Systeme  von  Ausdrücken  geben,  deren  jedes  aus 
drei  einzelnen  Gleichungen  hestände.  Ks  lohnt  jedoch  nicht  der 
Mühe,  mehr  von  die«eu  l'^onneki  hier  aufzuführen,  du  sie,  sobald 
man  ihrer  bedarf,  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  unmittelbar 
gefunden  werden  können. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  dazu  übergehen, 
andere  versteh tere  Relationen  zwisdien  den  Bestandtheilen  des  voll- 
ständigen Viereckes  aufzusuchen,  sni  welchem  Ende  wir  folgendes 
trigonometrische  Theorem  vorausscktcken,  das  wir  an  einem  anderen 
Orte  (M.s.Nr.XlV.im  2.  Hefte)  näher  entwickelt  und  begründet  haben. 
Sind  nämlich  A:mn  die  drei  Seiten,  KMJVdie  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel  und  0  der  Flächeninhalt  irgend  eines  beliebigen  DrciccKcs, 
und  werden  für  ein  anderes,  ebenfalls  ji^nt  beliebiges,  Dreieck  die- 
selben Grössen  beziehungsweise  mit  ^,m,i»|  K^My^^&x  bezeichnet; 
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SO  finden  für  den  Fall, 
cLungen  statt: 


dass  ii=:ii|  ist,  stets  folgende  Glei- 
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2S7 

99^  =  ^,«»  sin  K  cos  Jf,  +  >to,  cos  K^  sin  M 

sskk.   sin  ^  cos  M,  +Mm.  sin  Ä*    cos  K..  _^ 

>  31 
29,  =^,«1  cos  K  sin  üf,  +^1»,  sin  K^  con,Jli 

=  Ar^,   cos  M  sin  Jfi  +MSi,  cos  K    sin  JST, 

§.9. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  gestatten  nun  eine  nnmittelbare 
Anwendung  auf  das  Viereck^  da  in  diesem  jede  Hauptseite  auch  zu 
zwei  Hauptdreiecken  gehört  Setzt  man  daher  zuerst  e  =  u  und 
dann  r,  ^1»,  so  erhält  man: 

c»€?i»=«»«,*-|-    **Ä,*— 2««,ÄÄ,  cos  ^\ 
cY,*=z4iH*    +0i'^,*— iii0,2^i  cos  ^(  32. 
€?,»/,»=«»/',» +ai*Ä»   —  2«0,^^i  cos  ^) 

<:»J,»=«»Ä»    +0i'^i'+3m,^^,  cos  (^  +  iff) 
<?,»*,«  =  «»^j»+«,»^«   +2^0.^^,  cos(^— itfjj 

C»12, »=«»«,»+    Ä»Ä,'-*-2flr«,Ä^,    cos(^+^)| 
c,»i/»»=a»«,»+   Ä»^,»  +  2flr«,ÄÄ,  cos(^— A) 

die  vier  Grössen  fi/^ViVt  bestimmen   sich   durch  folgende  Glei- 
ckungen : 


33. 


/.«=«»-f-«,»+2<i«,  cosCC+yjrsÄ'-f-^i«— «^Ä,  cos(C— V'") 

/,«=«»+», «+2««,  co8(6?— vO==*'-»-^i'— W^i  cos(C4-V")i 
1?,»  =  «»  +  ^*    —  2ÄfÄ    cos  I(Äp)    --(ae)} 

=  »|*  +  Ä,' — 2i»,Äj  cos  [(^,r)  —  (a,<?)I 
»/,'=«»•+•*,»— 2aÄ,  cos  [(«c,)  — (/,c,)] 

=  «,»  +  Ä»    — 2«,^    cos  [(^cj  — (iv,r.)] 

Die  geometrische  Bedeutunjg  dieser  Hülfsgrössen  ist  folgende.  Denkt 
Bian  sich  (Taf.  111.  Fig.  4.)  in  dem  einziehen  Vierecke  aoa^d^  die  bei- 
den über  der  Diagonale  c  stehenden  Seiten  i^  und  a^  mit  einander 
vertauscht,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ordnung 
mm^Mß^,  In  diesem  ist  die  eine  Diagonale  c  unverändert  geblie- 
hen; statt  der  anderen  Diagonale  c^  aber  des  ursprünglichen  Vier- 
eckes ist  eine  peue  Diagonale  entstanden,  welche  gleich  /*,  ist 
Die  doppelte  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diago- 
nalen c  und  /*,  ist  dann  gleich  der  Grösse  17,.  Hätte  man  dagegen 
in  Taf.  III.  Fig.4.  die  beiden  Seiten  0,^,  über  der  Diagonale  c,  mit 
einander  vertauscht,  so  erhielte  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ord- 
nung abb^ai  und  in  diesem  würden  c,  und  f^  die  beiden  Diago- 
nalen und  17t  ^>c  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  sein. 
Uebrigens  ist  klar>  dass  in  beiden  abgeänderten  Vierecken  die 
Grössen  JP  und  \p  ihren  Werth  nicht  ändern.  —  Endlich  findet 
man  mittelst  des  Theorems  Nr.  30.  noch  die  Formeln: 


2S8 

=  16F'+8ä«,ää,  cog  ^ 

=  U{r  zfc  F")*  --  Säm»,  M.  cos  (>il  qp  ^)  V  35. 

=  lb(-^ ^  '^    *'  ' ^^')  —  %aa^bh^  cos  (^—  i?) 

♦•  10. 

Wendet  man  dus  ullg^meiue  Theorem  auf  diejenigen  Haupt- 
dreiecke an,  weiclie  über  den  Seiten  b  und  b^  stehen,  d.  h.  setzt 
man  b-=zn  und  dünn  i(|=i»,  so  bekommt  man: 

Ä»Ä, »=«»«,*+    c^c^* --^aajCCi  cos  if)'\ 

^V, •  =  «*#?*    +«,»<:,*  —  2««i^c,  cos  ip*;  36. 

^,*€?3*  =Ä'r,*-hif,V*    — 2»flrjrc,  cos  1//' 

^*J3*  =  aV»  +»i»<?,»-f-2«flr,r€?i  cos  (-^—6^) 
Äi*Ja'  =  «*^i*  +»i'<?'    +2aa^cc^  cos  (^H-C) 

Ä»tj»  =  »»«,»-H  €?»€?, »  +  2a»,€Y?i  cos  (^— C) 
^,  »Ca »  =  «?*«!*+    €?»€?j»+2aa,€rc,   cos  (^+ O 

^,  »=a»+», »— 2flra,  cos  (V^+ir)=:£?*+c,  *4-2€?€?i  cos  (B—tp") 
^a'=»*+«i*— 2»«i  cos(^— Ä)=c»-H:j*+2cri  cos(Ä-f-^") 
£, »  =  fli«  4-  c*  — •  ^c    cos  [(ar^)   +  (bc)\ 

=  «,*-+-€?,»  —  ^1^1    COS    ((ÄC,)     +(«,^)] 

C2»=»*4-€?,»— 2flp,c  cos  [M,)  +  (^i<?,)] 

=  «i*-|-r*    — 2»,c    cos  [(«p,Ä,)+ (^,c)l 

=  16jP^  +  8««,€r<?,  cos  ^' 

=  16(JF± F")»  —  %aa,cc,^  cos  (^  =F  ^)  V  39. 

=  16(— ^-i ^  ^    *^ )»— 8iwi,c<?,  cos(^+6^)l 

=  16(— ^^ -^7-5 — )* —  ^^a^cc^  cos  \A —  C)  J 

Vertauscht  man  (Taf.  111.  Fig.  5.)  über  der  Diagonale  b  die  beiden 
Vierecksseiten  ^,  und  c,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck,  in 
welchem  b  und  ^,  die  Diagonalen  und  Ci  die  doppelte  Verbindungs- 
linie zwischen  den  Mittelpunkten  der  letzteren  sind;  vertauscht  man 
dagegen  die  beiden  Seiten  a^  und  Cj  über  der  Diagonale  ^,,  so 
werden  ^,  und  e^  die  neuen  Diagonalen,  und  C3  die  doppelte  Ver- 
bindungslinie zwischen  deren  Mittelpunkten. 


38. 


42. 
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«.  11. 

Wendet  man  endlich  das  allgemeine  Theorem  auf  die  Hnupt- 
lireiecke  über  den  Seiten  a  nnd  «,  an,  so  ergeben  sich  für  a=zH 
und  ir,  =  li  die  Formeln : 

a»«,*  =  Ä»^»*+   c»€?,»— 2/y^,rr,  cos  ^"J 

a^d^'^=ib^c^    -hÄ.V,*— 2^Ä,rr,  cos  V'"?  40. 

«»!/,•  =  ÄV, » -hÄ,»€?*    — 2ÄÄ,cc,  cos  V"' 

«,«<J,»  =  ^V,»  +  Ä,»c»    ^Ub^cc^  cos(ir-hC)l 

•    Ä»*,«=Ä»*|»+  c»€?i«+2/yÄ,cc.  cos  (Ä  — C)f  ^^• 

«,»€,»  =Ä»Ä,»+  €?»<?! •H-2^Ä,rr,  co8(i?+^) 

//,«=c»-H?,»— 2c€?,  cos(^-H^)=Ä»+Ä,»+2ÄÄ,  cos(v^— ^) 

//,«=<?«+€?,•— 2«?,  cos(.i— V^)=Ä»+Ä,»+2*Ä,  cos(V^4-^) 

^,*  =  Ä»  +  c*   —%hc    cos  [(ac)  +(0^)] 

=  ^,»-h<?,*  — 2^,r,  cos  [(#c,)  +  (flr^i)} 
*,»=*»+€?,»— 2*€r,  cos  IKÄ)-+-(a,c,)l 

=  Ä,'+€J»    — 2Ä,c    cos  [(0,c)  +  (ar,^)] 

Hier  entstehen  </,  nnd  c,  auf  die  bekannte  Weise,  wenn  über  a  in 
Taf.  III.  Fig.  6.  die  Seiten  h  und  c,  vertauscht  werden;  hingegen 
erhält  man  die  Diagonale  r/,  und  die  Verbindungslinie  e, ,  wenn 
man  ober  hy  die  Seiten  a^  und  r,  verwechselt.    Endlich  ist  noch: 

X(— *+^i+<?+c,)— M^.cY?, 
=  16/^»+8Ä^,rc,  cos  t/^" 
=  I6(F±/^)*— 8M,rc,  cos  (Ä^fz^)  v  ^j.^ 

=  16(^^^^'"^'^f  r'^^''""''''V  -  S^^i'-^.  cos  (Ä-r) 

§.  12. 

Von  den  gefundenen  Ausdrücken  wollen  wir  nun  zuerst  fol- 
gende zusammenstellen: 

«»a, »  =  Ä»Ä, »+€?»€?,*— 2ÄÄ,rr,    cos  tp"i 

Ä*^,*=«'«i*  +  c'c,' — 2a»i€?€?,  cos  1/;' (  44. 

c'r,*  =«'«1* -|-^*Ä,* — 2iMr,M|  cos  t^  i 

Es  ist  demnach  in  jedem  einfachen  Vierecke  das  Quadrat  des 
Produktes  beider  Diagonalen  gleich  der  Summe  der 
QuadratlB  der  Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vermin- 
dert um  das  doppelte  Produkt  sftmmtlicher  vier  Seiten 
in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Gegenwinkel.     Dieser 


2m 

Satz  bildet  den  Ptolemäiscben  Lehrsatz  in  seiner  grössten  Allge- 
meinbeit;  er  ffeht  in  den  letzteren  aber,  wenn  ^=180^  wird,  wo 
dann  ^  =  i^^=:0<*  ist»    Femer  ist: ' 


X(— »+»iH-M-^,)— löflw.Ä^i  cos»  itp 
X( — a+ai'\  c  I  g|) — \%aa^ce^  cos*  ^^' 

X(— ^-M,-H>+^i)— 16^^i<?^i  cos*  IV'" 

Demnacb  ist  der  yierfacbe  Fläcbeninbalt  jedes  einfachen 
Viereckes  gleich  der  Quadratwurzel  aus  einem  unter- 
schiede, dessen  Minuendus  ans  den  Produkte  der  vier 
Ueberscbüsse  je  dreier  Seiten  über  die  vierte  besteht, 
und  dessen  Subtrabendus  gleich  ist  dem  I6fachen  Pro- 
dukte der  vier  Seiten  in  das  Quadrat  des  Cosinus  von 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel. 

Sind  daher  vier  Seiten  gegeben,  um  daraus  ein  einfaches  Vier- 
eck zu  bilden,  so  wird  dies  oen  grössten  oder  kleinsten  Plächen- 
rauiä  erhalten,  wenn  es  beziehungsweise  ein  Sehnen  vi  e  reck 
erster  oder  zweiter  Form  bildet. 

♦.13. 

Die  Gleichungen  Nr.  44.  zeigen  ferner,  dass,  wenn  man  die 
Produktes  je  zweier  Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereckes  als 
die  Werthe  der  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  betrachtet,  als- 
dann die  Winkel  tff  tf/  fp"  die  Winkel  dieses  Dreieckes  sein  müsson. 
Wendet  man  daher  auf  diese  Ausdrücke  die  bekannten  Transfor- 
mationen der  ebenen  Trigonometrie  an^  so  erhält  man  sogleich, 
wenn  zur  Abkürzung  aairirdöi  +cr|  =^2mi  gesetzt  wird: 

aa^bö^  cos*  ^}ff  =:sSi  (**,  —  cc^)i 
aa^cc^   cos*  ^i//'=**x  {99^ — ^^1)/  46. 
bö^cc^    cos*  |i//''=*#,  (#*j — «»i)1 

tanir*  4t^  =  ^^ — • 7-^—^ — - — r — - 

fang*  iY  =        ,s,  (ss,-^aa,) 

cos  |(^''--^7 aai-^bb^ 

sin  i^  cc,       f^  ^g 

sin  ^{ty*  —  ^') gg|  —  M| 

cos  4V  CCi 

Die  Gleichung  (46)  zeigt  übrigens,  dass  so  lange  nicht  t^  =  18p® 
ist,  immer 
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o«,  +  M,  >  cci 

mi  ■vn,  «h'h.  in  jedem  vollstäDdiffeD  Vierecke  ist  die 
Suame  der  Rechtecke  aus  je  zwei  Paaren  von  Gegensei- 
ten grösser  als  das  Rechteck  aus  dem  dritten  Paare  der- 
selben. —  Wir  wollen  femer  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes, 
welches  die  Grössen  aa^^  bb^  cc^  m  Seiten  hat,  mit  E^  bezeich- 
Den  nnd  E  die  excentrische  Fläche  des  Viereckes  nennen,  so 
findet  man  ffir  dieselbe: 

E^^=s^mm^+bb^'^cc;)(aa^+fib^—cc^){aa^'-bb^^cc^) 

Xi—aa.+bb.+cc,) 
±^=|4MriM,  sin  fp^s^iM^cCi  sin  ^'z^ibb^cc^  sin  ^' 

"""''  *  cot  V^H-  oot  V''  -I-  cot  ^^  """  '  *  cot  V' 

"~*  •  cot  v'  *  *  cot  ^"  / 

Diese  Fläche  ist  positiv,  Null,  oder  negativ,  je  nachdem  tft  klei- 
oer,  gleich  oder  grösser  als  180^  ist.  8ie  drückt  demnach  ge- 
wisaermaassen  die  "Grösse  der  Abweichung  des  Viereckes  von  einem 
Sehnen^iereck  aus,  weshalb  der  oben  für  sie  gewählte  Name  nicht 
^ns  unpassend  sein  möchte.  Debrigens  lässt  sich  E  noch  auf 
mehrere  andere  Arten  ausdrucken.    So  erhält  man  z.  B. 

^^  —         wTA         ~         sin  B        ~  8in  C  ^V 

oder  auch: 
E*=^(ab  -H«,Ä, +  c/,)     {ab   -+-«,^,  —  r/^) 

X{irb   —a.Ä. +  g/.)      (-«rÄ    +a^d,  +  r/\) 

X(^<?    — ^iC, +«</,)     ( — bc    +Ä, <?,+«</,) 

Die  letztern  Gleichunffen  zeigen,  dass  das  Maass  der  AbweicLung 
des  Viereckes  vom  Seunenvierecke  stets,  dasselbe  bleibt,  wenn  mao 
auch  fiber  irgend  einer  beliebigen  Hauptseite  zwei  andere  llaupt- 
seiten  verwechselt;  so  dass  hiernach  eine  und  dieselbe  excentrische 
Fläche  zu  neun  verschiedenen  Vierecken  gehört. 

TlMÜ  II.  lö 


PCO 

tßimm 
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i.  14. 

Aus  den.  iu  den  vorletzten  drei  Paragraphen  gefundenen  Au 
drücken  können  nun  eine  ziemliehe  ZaM  anderer  abgeleitet  werde 
voiTdeoeo  indesfen  nur  einige  beiaiüelaweise  faier  Platz  findeu  sollt 


11       .11 


-t-2i6,cc,   cos  {B+C}' 
'erner  ergiebt  sieb: 
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SO  wie: 
«»  +  *,•  =  ^*  +  ^,'-|-2rc,    €08  (^  +  V0 

=  4?*  +  c:,»  — 2^^,   €08  (V^—^) 

#,*  +  «,*=^>-H^,  •+&?€?,     C08(^— ^) 

=  !>' -I- c, »  —  aW,  eo8  (^  ^ -rf)] 

=  a»  +  ai»*--2€?c,  cos(i?H-V^Ol 

=  ^*+Äi*— 2««,  €08  {€+y/) 
<?i'+!?»'=»'  +  «i*  +  ^*i  cos  (C-hy) 

=  ^>  +  d,*  — 2aa,  €08  (r— V'O 
Eodlicb  ist  aneb  noch: 

16/^=4*»*,»  — (     4,»-!-^,»  — <?•  —  <?,  •)»^  58. 
16/^'»  =4««»,  »  —  (—Ä»—  ^i*+c»-*-C4»)» 
oder 

4F  =(—«»  —  «, »  +  ^»-f-^,»)  taDg  Cl 
4-P  =  (     a'  +  ur,*  —  r«— €?i»)  tang  ä|  59. 
4/^=(— ^»-  Ä,»+c'  +  r,*)  tang  ^» 
Andefe  Ausdriicke  wie  z.  B. 

Bind  zwar  niclit  ohne  Interesse,  führen  jedoeh  auf  zu  special le  Be- 
traclitungen,  als  dasH  wir  sie  hier  näher  erörtern  könnten. 

§.  15. 

Es  ist  nun  zunächst  noch  iihrig,  das  zugeordnete  Dreieck  mit 
seioen  Seiten  und  Winkeln  zu  betrachten,  was  mit  Hülfe  des  all- 
gemeinen Pt^lemäischen  Lehrsatzes  auf  sehr  einfacbe  Weise  ffe- 
schehen  kann.  Zuvörderst  erhält  man  durch  Anwendung  des  be- 
kannten Satzes,  duss  Dreiecke  von  gleichen  Höhen  sieb  wie  ihre 
Gmndlinieo  verbalten,  die  Gleichungen: 

4  ■  •*   1    \ 

» -f- »»  =  «  .  "kS:;}    ^iT^i^^^I    •  "k^ 

'2'  '  T  1 

.    _        ^»       .  —  .      I±^ 

lö* 


i 

und 

V  n^  fwi  ffi    \  » 

."■       ■■LI''  '■■"n  /■  •   /   ?k  ■    _      Ifi 

J  ^8  ^'^l    •  jpl  ,^»  T"     •♦     «•»     ^t  -^^1  '•     (fr»? 

ü0em«rkt>  man   ^^mNiihi,   dasi  jede  zugeordnete  Seite  als  Diago- 


lich  folgende  Werthe:, 

F»  jfc*?  «?..  a* 
=  ^»c,»T,*-H  ^iV'.  r/+2Ä^i€rCiT,.*T^»  cos  (Ä+T)^ 

=  Ä»c»   r,*H-«,»c,»T,*H-2»Ä,€?€?,  T,»r,*  cos  (C  —  ^)^ 

=  a»c,«r/-f-a,»c>  y,Vrh2«»,rc,T,»r^»  cos  (C-h^)| 

=  »*Ä»»r4*  +  »,»^»  T,*-H2a«,ÄÄ,T,»r4»  cos(^—  B) 

Diese  Gleichungen  gestatten  nun  eine  grosse  Masse  von  Umformun- 
gen. Setzt  man  z.  B.  in  den  beiden  obersten  27,=^,^,  sin  (^icj 
und  2T^=:öc  sin  (^),  uqd  lösst  /^  uAd  F*  nach  Nr.  16.  auf,  so 
fällt  der  gemeinschaftliche  Faktor  A^öi^a^c^^  gariz  heraus  und  man 
bekommt: 

isin»  B  sin*  C«,»a»=sin»  (Ä.cjT,» +  8in«  (äc)  T^*         i 

+  2sin  (//,r,)  sin  (^e?)   T.T^  cos  {B  ^  C)f  ^^ 

isin»  B  sin»  T  »»  a»  =  siii»  (^,c)  T.'H-sin»  (^c,)T,»        l 

►  ) 


4-2sin  {6^c)    sin  (Är?,)T,  T,  cos  (B+C) 

u.  s.  w.  Dann  könqte  man  auch  rechter  Hand  in  der  oberen  Glei- 
<ihiing  den  Faktor  ^,*  und  tn  der  tiptefren  d«n,  Faktoriv' ausschei- 
detii;  ii|^essen  würde  die  weitere  Vei^olgiing  dieser  Umformungen 
hier  zii  viel  ^atz  einnehmen,  und.  lÄnss  daher  wegbleiben. 

Jede  zugeordnete  Seite  gehört  ferner  zu  4  Dreiecken,  welche 
ihre  Endpunkte  und  eine  der  vier  Bauptecken  zu  Spitzen  haben. 
Dies  giebt  für  die  zugeordneten  Seiten  Ausdrücke  von  folgender  Form  : 

—iz  F^T^-^+c^^F'^T^^^Uc,  FrT^T^8in{{-B+C+tp")i 
=6,^F^T^^+c*  F^T^^^U.v  FFT^T^  %\n  i(B-C+tp")]  65. 
=lß^  F^T^^+c^  /^»y,»— 2^c    FFT.T,  sin  i{B+C--yj'i 

=6,^F^T,^-^c,^F'*T,*'^U,c,FF'T,  T,  sin  KB-^CL^fff") 


/      % 


1. 1.  w.  Ancb  dieie  Gleicbvnffen  lassMi  b«MerkeiiiiwerÜie  Lf^for- 
MBgvB  «I.  Setst  Biu  I.:  £  iB  4er  eritea  dcrtelbeo  27\  = 
«,(i  tio  («i^i)  nd  t74s=«,c  fin  (0|C),  lo  erhält  aan: 

.1—  .^P»  (•.>.)   .    >ia»Cig)  :    «iln(«.*.)«in(ii.g)co«(ic.),l 
■  — •»  *  «in»»    ^     tin*  t'   ■'■  :  «b^sm^,  ^^f  ^ 

/  vD 

,^»(M)   .    iin»(tftg,)   .    2thi(#,i)tiii(#.g,)coe(i,g)v( 
— •*  Vihi«  Ä    "■"      tin»  e    "^  sin  iV  sin  C  .  M 

Dieee  Audrfleke  wttrdee  wicbtir  leiQ,  weeq  «*s  gelänge,  die  io 
iea  ParcBtteMD  itelieBdeB  Winkeleggregate  asf  irgend  eine  Weite 
be^e»  inananienmielien.  Mit  den  bie  jetit  gefundenen  Formeln 
lebeint  dies  iedocb  nicht  geHnffen  %^  wollen«  r—  Wiebtiger  sind 
dagegen  die  Wertbe»  weldCs  ;.ii&  dnreb  Anwendang  dieaea  Verfab- 
rena  fttr  die  Hanptaeiten  ergeben..  :Für  diese  iat  näalicb: 

F».ap»   =<>*r,»  +  i?,»Tr»— fcc,r,T,  cos   C\ 

F»#,*=s<>»r,«-f-<?,»T4*— fcc.r.T^  cos 

/••#j»  =  *»T,»  +  Ä,»7;»-|-JW*,r,T4  cosÄ 

u.  a.  w.  Denmacb  ist  jede  Hauptaeile  des  vollständigen  Viereckes 
d«rb  ein  Paar  Gegenseiten,  ibren  cbarakteriatiscben  Winkel  und. 
die  swei  über  der  gesncbten  [MniitseitiB  stehenden  Hauptdreiecke 
heatuiaK.  —  Sucht  man  endlich  den  Flächenraum  des  sugeordne- 
len  Dreieeket^  so  bat  nuin  zuvörderst: 

Dreieck  CGE=  ^a  =i  ^^^ 

Dreieck  CJFE  =  A/f  ==  ^^^j^T^]  «• 

Dreieck  CFG ^ ^y :sx^^^fj^ 

und  bierauB  aogleicb:  ^ 


■  ■•!•■  ff.'i    !i'«i;*  .  •^'.  ..        ' 

•Vi    f'iih   4  :il,      ;■.'■.■■ 

viUiüi!!  .  ,v'  '■■■'•■'.»■         ■■.•■» 
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Ausdrücke,  welche  hinsicbtlich  ihrer  Bleganz  wohl  nichts  zu  wön- 
scheD  übrig  lassen.  Was  endlich  die  Winkel  des  zogeordneten  ^ 
Dreieckes  betrifft^  so  würden  Bich  zwar  dieselben  aus  den  drei  Sei* 
ten  desselben  in  Verbindung  mit  dem  Flächeninhalte  ^  ableiten 
lassen;  indessen  sind  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  sehr  weitläufig  ' 
und  unbehülflich.  Da  wir  die  Werthe  dieser  Winkel  im  Folgenden 
auf  eine  andere  Weise  bestimmen  werden,  so  mögen  dieselben  vor 
der  Hand  ausfallen. 

f  16. 

Rs  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Aufgabe  zu  lösen:   ans  irgend  / 
fünf  von  einander  unabhängigen  Stücken  des  vollstän- 
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digeo  Vierecks  alle  in  dieser  Figur  vurkoBiBeoden  Sei- 
ten nnd. Winkel  zu  bestimmen.  Die  Lösung  dieses  Problems 
wird  uns  eine*  allgemeine  T^afel  von  Werthen  verscbaffen,  wie  sie 
Carnot  {n  seiner  Geometrie  der  Stellung  za  entwickeln  verlangt, 
un  dorch  Combipation  der  in  ihr  enthaltenen  Ausdrücke  jeden  be- 
liebigen Bestandtheil  der  Construktion  in  seinen  Beziehungen  zu 
den  ubriffen  Bestandtheilen  übersehen  zu  können.  Als  die  fünf  ge- 
gebenen Bestimmungsstücke  mögen  im  Folgenden  die  vier  Abschnitte 
der  Baupiseiten  ^  und  €>,  zwischen  ihrem  zugeordneten  Punkte  E 
(Taf.  Hl.  Fig.  1.)  und  den  vier  Hauptpunkten  ABCD^   und  der  zu- 

gefaöriffe  charakteristische  Winkel  C  angenommen  werden.    Um  die 
ezeicniinng  ganz   unabbäagig  zu  Ikalten,   sollen  folgende  Benen- 
BttBgen  eingerahrt  werden: 


Hiermit  wird  nun  sofort  erhalten: 

•»=;^,»+y,»— 2;^,^.  cos  C,     Ä«=;i.»-H,»-|-2;i.^,  cos  CJ    ^ 
•,»=;>,*+^a»— 2;>.^,  cos  C,  Ä,»=;»,«+y,»+2/>,y,  cos  c\ 

:r:=Äl ':  ^^  =•-. +r.)  <'■+'■)■"  i  ^ 

2T,=,.2.+;,,    srn  €   ,^_  J  J  ^J  ;     ,.„  ^ 
tT^jmgtip,  +p^)  aio  C,  ^''"^»      ^*^'' 

-^(Pi  -P2)  (9i  -^a)  COS  C\  73. 

Ä»Ä,»=(;i,;i,+^,^,)»+(;5>.9r,-f-;,,y,)»— 4;*,;i,y,y,  sin«  Cj 

-H2(;>,;>, +9^,^,)  (pift-hp^qt)  cos  C 
Femer  ergiebt  sich: 

Pi=^a    cos  («c)     +yi  cos  C=Ä    cos  (äc)     — y,  cos  CJ 
;r,  =  «.  coa  («,c)   +  ^a  cos  C=&^  cos  (ä,c)   —  ^,  cos  C| 
qj=a    cos  («€?,)   +;:>,  cos  C=lß^  cos  (^iC»)— ;?,  cos 
^,  =1»,  cos  (mjC^)  +  p^  cos  C=^    cos  (äc,)    — ;*,  cos  ^1 

Dvreh  gehörige  Verbindung  und   mit  Hülfe  von   Nr.  72.  findet  man 
bieraus: 

md  cos  («*)     =(;»,*-  7i^a)  —  ^i(7i  —  72)  cos  Cj 

aA  cos  («,^,)  =  (p,*  — ^,y,)  +  /»,(^.  -^a)  cos  C|  ^^ 

,  cos  («Ä,)  =(^,*-;',;^)  — ^,(;>i  —  ;^>co8 

,Ä   cos  (a,Ä)    =(//,'— /'./^j+^'aO'i  —  ;'a)   cos  C] 


75. 


) 
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«rar,  sin  A=^(p^4i^  —  P%7i)  »»"  ^ 

bh^  sin  B^i^p^ff^r^ft^ff^  siD   C  \Tt 

—  bb^  ^^B=,{p^p^'^g^g;^)  +  {p^q^'\-p^g^)f^^%  C] 

aa^bb^  sin^  =  (/^,  ^^i,)  (y, +y,)  {p^p^—q^q^  sin   C 
aa.bbi  cos ^p={p^p^^^^-q^q^y—p^p^{g\-\'q^y-q^q^{p^'^rp^y 

•^r^iPi^i^i  cos»  C\ 
+  {PiP%'i'9i9*)  iPi  — /^a)  (^1  —«^2)  cos  C 
aa^   sin  1^' =  (/!,;>,  — ^,^3)  sij  C  j 

Ä^i   sin  tl/'=i(p^p^ — Vi^»)  sin   C  f 

aa,  cos  V^=(;?i^i+/»,y,)— (;»,/>» 4-^1^,)  cos  C 
<^Ä,  cos  Vf"  =  {piq^+Piqi)'^{PiP^  +  qiqz)  Cos  C 

Da  man  ferner 


78. 


79. 


a. 


a. 


a 


Px92—P29x'         ' 


Pi^i  —  p»ya 
PiVi—PiV* 


80. 


findet,  so  ergiebt  sich  nanmel^r  aus  den  Gleichungen  a'zrsd,*«!-/!,' 
+  ^^8/^2  cos  (^1^)  u.  s.  w»  nach  einigen  allerdings  ziemlich  weit- 
läufigen Reduktionen,  für  die  zugeordneten  Seiten: 


1M0 


in  folgande  über: 


)  geben 


FJP'ß  cos  (ßc)   =zcT^T^    --c.T^T^  cos  C 

ri^ß  cos  {ßc,)=c,T^T^    —€?  T,T,  cos  r 
F^r'ßa  CO«  (/?«)   =c»T,»T,+c,»T,'T^ 

— £?c,r.T,(r,+ rj  oos  c'j 

F^r'ßa,  CO»  (/?«,)==r»T,T,-^+c.»T,i\ 

—  rr,T,T4(r,H- T,)  cos  C 

F^FF'Ym   co8(;^«)  ==c, »  T.«  ?;( 7\r T,)-H?>  T, »  r,4 T,- TJ 

•        -rr,T.T.{r,(r,-r.H-T,(r.^r,H  cos  rj 

-rr,T.r,jT,(T,-!r,)+r.(T.^T,)j  cos 
F^FT'r^    cos(y^)  =r,*r,r^«(r,-2\)— cVT,»7V(T,-r^)i 

~£.r,  T,  r,{  r.(T|-T,)^r,(T.-TJ}  cos  r| 

-rc,T,T.{T,(T,-T,)-r,(r,-rjj  cos  c 
Ferner  setse  amki    ■ 

GMF=:{aa)      GPFz=z{ßl\      EHJS^irc} 
dj¥F=(aa,)     GQF={ßö^)    ESR 

u»  wird  nodi: 


S6. 


87, 


Ml 


F/»/»>  cos(;cc)  =c  r,  r,(r.-2\)-p.  r.r.cr.-r,)  cmCj  ^ 

F/^Py  cos(yc,)=c,  T,  T^{T,—T,)-c  T,  r,(r.— T.)  cosCl      * 

I 

Setzt  man  endlich 

:<.ME=sa^     PJE=iß^     SGsszrt'l       -,.. 

JVG  =  a,    ßF=ß,    Fn=±r,^ 

80  ergriebt  sich  alsbald  noch: 

aF       ^  .        ßF'  yF'    \ 

_    aF        f. ßF  __    yF 


I  ■ 
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Demnach  verbalten  sich  in  jedem  vollständiffen  Vier- 
ecke die  Unterschiede  der  Rechtecke  aus  den  Abschnit- 
ten je  zweier  Gegenseiten  umgekehrt  wie  die  Flächen- 
inhalte derjenigen  einfachen   Vierecke,  zu   denen  jene 

CAflponBAit-An     aI«    niAornnnlAn     Drn1inrf»n.        KnHIicli    fnlorl-    mmli 


ten  beider  Diagonalen  ist. 

«.  18. 

Wir  geben  nun  dazu  über,  einige  der  bemerkenswertberen 
Fälle  zusammenzustellen,  in  welchen  ein  Viereck  durch  5  Stücke 
Tollständig  bestimmt  ist.  Zuerst  zeigen  die  Formeln  des  f.  16, 
unmittelbar: 

1)  dass  ein  Viereck  durch  die  vier  Abschnitte  eines 
Paares  Gegenseiten  und  deren  charakteristischen 
Winkel  vollständig  und  unzweideutig  bestimmt  ist. 

Die  blosse  Ansicht  der  gedachten  Formeln  zeig^  aber  auch  fer- 
ner, dass  es  zur  vollständigen  Bestimmung  ebenfalls  hinreicht,  wenn 
die  ganzen  Seiten  c  und  c^  mit  ihrem  charukteristischen  Winkel  € 
und  ausserdem  noch  ein  Dreieck  aus  jeder  der  beiden  Complexio- 
nen  T^T^  und  T^T^  gegelien  ist.  Denn  man  würde  zuerst 
2i^=r^i  sin  C  und  dann  aus  den  Gleichungen  JP=  T^  +  7^» 
=  T,  -^  7*4  die  beiden  anderen  nicht  gegebenen  Hauptdreiecke 
berechnen,  «us  diesen  dann  nach  Nr.  1&.  r^  und  1^'  suchen  und 
hieraus  sodunn  die  übrigen  Stücke  des  Viereckes  nach  den  For- 
meln des  f.  16.  bestimmen.    Demnach  ist 

2)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Gegenseiten,  deren  cha- 
rakteristischen Winkel  und  ein  über  jeder  der  ge- 

f ebenen  Seiten  liegendes  llauptdreieck  vollstän- 
ig  bestimmt. 
Da  übrigens  nach  \r.  18.  jedes  der  Hauptdreiecke  T  durch  die 
drei  Vierecksflächen  FF'P*  bestimmt  ist,  so  kann  man  auch  diese  als 
gegeben  betrachten,  und  dann  eine  der  Grössen  c  und  r,  wegfallen 
lassen,  indem  die  weggelassene  sich  aus  der  Gleichung  S/^  = 
rcj  sin  C  sofort  finden  lässt.    Demnach  ist  ferner 

3)  ein  Viereck  durch  die  Flächenräume  der  drei  in  ihm 
enthaltenen  einfachen  Vierecke,  ei'ne  Hauptseite 
und  deren  charakteristischen  Winkel  vollständig 
bestimmt. 

Wollte  man  im  vorliegenden  Falle  statt  der  einen  Hauptseite 
lieber  den  charakteristischen  Winkel  C  weglassen,  so  würae  die 
Anflösung  zweideutig  sein,  da  C  aus  der  Gleichung  2F=rrj  sin  C 
bestimmt  werden  müsste.     Ferner  ist 


..     ki^cpristisiciien   Winkt,     i-a    ir.iu-»!    P&art* 
N    V  .1  u  1  tr    h  e  ü  t  i  in  la  L       vV  ären    mrwifa   «•  i/i     iimf  C» 
.uau  zuvöriierat  aui  Nr.  II.  'imr  4»T..- 


,..  ß,'  —  /j'  —  /i, - 

2cu>  6  '    ^  »    JRT    — «r 


Vi)  aurcii  (:)4)  den  Wiftith: 


»-^•Ä— •    ■•iift   cr-f-»</ •- 


u  (iilur«:li  sofort  aueli  c^  gegtk^n  lar*  Vf«tn,%  «mt  a..!*  iS  äeücta  Jcs 
vullständigen  Viereckes  bekannt  «uui.  «<»  £a>C«c  aaa  laci  ü^r.  IQL 
sutort    die  Winkel   ^/  ami   iff,    w^»rsä    ve«c«    ^r.  I-L  »ock   fie 

Wären  dairegen  die  Grüane»  «w^M.   natf  .•/  gtykca,  »»  giekt 
iiie  tileichnng  Nr.  4.  zoerst 


woranf  man  ans  Hr,  %H, 

findet     Es  iat  duher  ganz  allj^nein 
5)  ein   Viereck  ana  xwei   Paaren  ran  Gegenseiten  and 
einem  ikrer  ekarakteriatiseken  Winkel  Tollständig 
bestiaiat« 
Die  Torstelienden  Gleicknngen  zeigen  nbrigeas,    dass  statt  A 
auch  die  Grösse  S^   gegeben  sein  kann.     Es  ist  näalick  ganz  all- 
geoiein  auck 
A)  ein  Vterei:k   dnrek  zwei  Paare  von  Gegenseiten  und 
die    Verbindungslinie    der   Mittelpunkte    eines   der 
drei  Paare  vollständig  bestimait. 
Sind   aa^hh^  i^   f^egeben,   so   ist   nach  der  vorigen  Auflösung 
4  unmittelbar  durch  die  Gleichung  200,  cos  Jf  =  a'  +  0|' — 9^ 
bestiniat  und  die  Aufgabe  daher  auf  4ie  vorige  reducirt. 

Ist  hingegen  statt  J,  eine  der  (Grössen  J,    oder  J,   gegeben, 
z.  K«  <),,  so  wird  nach  Nr.  4.: 

^^■^= — äs; — 

mithin    die  Aufgabe   gleichfalls   auf  die  vorhergehende  zurückge- 
bracht. 
7)  Ein  Viereck  ist  durch  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
vollständig    bestimmt,    wenn   zugleich   in   dem   von 
ihnen    gebildeten    einfachen    Vierecke    die    Samme 
zweier  Uegenwinkel  bekannt  ist. 
Ist  90 ^bb^  und  V  bekannt,  so  bat  man  zuerst  aus  Pfr.  48.: 

tang  KV»» - 1^)  =  ^|~^|  t«ng  iv- 


2ft6 

woraus  wegea  |(^'«f-^)=W  —  ^^  die  beiden  Winkel  ^'  und  ^ 
gefunden  werden;  denn  erhält  man  rr,  ^urch  eine  der  Gleichungen: 

/  JL*  \         cos  li(»  .  .    *»  X         sin  iu» 

und  nun  aus  Nr.  11.  den  Winkel  6^  aus  der  Gleichung  fcc^  cos  C 
=:^*  +  ^i*  —  «*  —  »,*.  Ist  aber  einmal  C  gefunden,  so  lässt 
sich  das  Andere  durch  die  Formeln  der  Aui^he  4)  finden. 

8)  Sind  von  den  6  StScken,  nämlich  den  drei  Recbt- 
ecken  je  zweier  Gegenseiten  und  dfBU  drei  charak- 
teristischen Winkeln^  5  gegeben,  so  ist  das  Tiereck 
dadurch  vollständig  bestimmt. 

Welches  von  den  genannten  6  Stücken  auch  fehlen  ma^,  doch 
wird  es  immer  aus  der  Gleichung  Nr.  9. 

0  =  ^01  cos  A-^öb^  cos  Ä-f-cc,  cos  C 

ohne  Zweideutigkeit  gefunden  werden  können.  Alsdann^  ^then  zu- 
vörderst die  Gleichungen  (47)  die  Werthe: 

und  die  Gleichungen  Nr.  14.:  - 

%P'z=:aa^  sin  A,    2JP  =  ^^.  sin  B,    IFzsiee^  sin  €, 
woraus  mau  endlich  mit  Hülfe  von  (18)  und  (22)  die  Formeln 

^   — bbi  cos  i(— ^-♦-^  +  ^)  cos  ^%f,^A  +  B) 
., (F-Y-F-^F'){F^F^F') 

iMTi'cos  i{}p  +  A~^B)  oofi  ^yß^A-^B) 

, (F+F  +  F)  (F^F^F^ 

^         o»!  COS  ÜA^-C^ij/)  eöa  ^— -4-f-CH-V') 

entwickelt,  ^us  denen  a&c.  und  folglich  auch  a^b^Ci  gefunden  wer- 
den können. 

9)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslinien 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  Winkel,  unter  denen  sich  diese  Linien 
schneiden,  vollständig  bestimmt 

Sind  SiS^i^  und  zwei  von  den  drei  Winkeln  (^i«)  (^tt)  Cst) 

geg^eben,   feo   findet  mau   zuvörderst   den   dritten  Winkel  aus  d^r 
ileichong  (<^it)  +  (<f»s)  =  180®  +  (<fis)9   und  sodann  aus  Nr,  5. 
die  6  Hauptseiten,  womit  die  Aufg^e  als  ^elösst  anzusehen  ist,^ 
10)  Ein  Viereck   ist   durch   die   drei   VerbindungsUnie^ 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und   zwei  der  charakteristischen  Winkel  vollstän- 
dig bestimmt. 
Wären   also  iii%it    und   z.  B.  A  und  B  gegeben,   so  suche 
man  aus  Nr.  6.  und  Nr.  11. 

daini  wird: 
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{a  +  a,y  CO»  A-^ii^^  ci>b*  |^  — tf,«  sin«  ^A 
(a  — «,)»  cos  ^  =  rf,*  cos«  i^  — *,*  sin»  i^ 
(Ä-f-Äj«  cos  Ä  =  if,*  cos»  |Ä  — *,»  sin»  ^^ 
(^— .^j»  cos  B  =  di'  cos»  iÄ  — J.»  sin»   »iBT 

woraus  sich  sofort  die  Werthe  Yon  aa^dd^  ergeben  und  die  Auf- 
gabe demnach  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

11)  Ein  Viereck  ist  durch  die  vier  Seiten  eines  seiner 
einfachen  Vierecke  und  durch  einen  in  dem  letzte- 
ren liegenden  Viereckäwinkel  vollständig  bestimmt. 

.Sollte  man  z.  B.  aus  aai^^i  und  dem  Winkel  (ad)  das  Viereck 
bestimmen,  so  hStte.  man  aus  Nr.  10.  und  Nr.  2. : 

c, »  =  a»  +  Ä»  —  inrÄ  cos  («Ä) 
3«,^,  cos  («,Ä,)  =  a,»  +  *,»— «»  — ä»-|-2ää  cos  (ad) 

fände  hieraus  ^=:(a3)  +  ](a,^,)   und  mit  diesem  Werthe  aus  (44) 

, a»gt»-t~^»^i»— 2gg,^ifti  cos  v> 

a*  -f.  ^»  —  oA  cos  (oAy 

12)  Bin  Vierieck  ist  durch  drei  an  einander  liegende 
Hauptseiten  und  die  beiden  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Hauptwinkel  bestimmt. 

Wären  also  z.  B.  die  drei  Seiten  6a6^  und  4lie  Hauptwinkel 
{aö)  und  (aö^)  gegeben,  so  fHnde  man  aus  Nr.  2.: 

«i»  =  «*  +  Ä»   — 2ad    eos  (ff^) 
c*    =5:»*-|-^,»  —  2flfÄ,   cos  (^^i); 

alsdann  wäre  B  =z {a6)  +  {a6 1)  und  aus  Nr.  9.: 

iif,»=€?»-|-€?j»  — «»-I-2ÄÄ,  cos  B, 

womit  die  Aufgabe  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

pis  mag  an  diesen  Aufoaben  genügen,  da  aus  ihnen  zur  Genüge 
erhellt,  wie  man  in  ähnlichen  Fällen  zu  verehren  haben  wird.  Im- 
mer wird  es  möglich  sein,  eine  solche  Combination  der  gefunde- 
nen Förmelir  anzugeben ,  dass  das  Viereck  aus  fünf  unabhängigen 
Stacken  sich  bestimmen  Ifisst,  dafern  nur  eine  solche  Bestimmung 
überhaupt  stattfinden  kann.  —  Uebrigens  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  die  Grösse  V'  durch  eine  tri- 
gonometrische Funktion  gefunden  wird,  wie  dies  z.  B.  in  der  4ten 
und  8ten  Aufgabe  der  Fall  war,  die  Auflösung  ayr  dann  wirklich 

bestimmt  ist,  wenn  sich  anderswoher  entscheiden  lässt,  ob  i/^^  180^ 

ist.    Kann  eine  solche  Bntscheidnng  nicht  erhalten  werden,  so  thun 
in  der  That  immer  zwei  Vierecke  der  Aufgabe  Genüge. 

$.  19. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  gefundenen  allgemeinen  Formeln 
noch  auf  das  Sehnenviereck  anwenden.  Da  in  diesem  bekanntlich 
1^  =  180",  t/;'  =  t//'  =  0®  ist,  so  crgiebt  sich  sofort^  dass: 


96. 
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(mc)  =  (a.c. )  =  90O  -  4(^  -f.  C) 

(aö)  =  180O  -  (a.Äj  =  i(Äv-  aI 

wird;  folg^lich  geben  die  GleichnDsen  34,  38  und  42,  wenn  man 
statt  der  jetxt  gleich  werdenden  Orössen /*,  nnd/„  e^  und  ^«,' 
^,  und  ä^  bloss  die  Zeichen  feä  ohne  Index  schreibt: 

/•=a«  +  a,»-|-2«aj  cos  €=6^  +  6^*  ^2ö6^  cos    Ci 
^•  =  c* -f-Ci*  +  2€?c,  cos  Ä^«*  +  aj'-f-2a«,  cos  ^|  97. 
rf»  =  ^*  4-  ^,*  —  IW^,  cos  -^=s  c*  +Ci*  —  2<?c,  cos  a) 

Deaoacb  gehören  zu  jedem  einfi|chen  Sehnenvierecke  drei  Diago* 
nalen,  von  denen  zwei  unmittelbar  durch  die  Figur,  die  dritte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend. zwei  belie- 
bige neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereckes  mit  einander 
Tertanscht.    Femer  wird  aus  (32)  erhalten: 


98. 


d.  h.  in  jedem  einfachen  Sehnenviereck  erster  Form  ist 
das  Reckteck  aus  beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zweien  der  Gegenseiten.  Eben  so 
findet  man  ans  Nr.  36.  und  40.,  unter  der  Voraussetzung  dass 
«^«1  und  b'^bx"' 

bb^^cc^ — aa^i     aai=:cc^ — bb^    \ 
be  =:ac   — »i«,,    ad  =zbc  — b^cA  99, 
b^e=:ac^ — a^c,     i$^d=:be^  -^b^c  J 

d.  k  in  jeden^Sehnenviereck  zweiter  oder  dritter  Form 
ist  das  Recbnck  aus  beiden  Diagonalen  gleich  dem 
Uebersehusse  des  Rechteckes  aus  beiden  sich  schneiden- 
den Seiten  über  das  Rechteck  aus  beiden  sich  nicht 
lehneidenden  Seiten.    Endlich  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

2*  =za  +  ai+b"^bA 

2#'=a-f-a, +<?  +  <?  J  100, 

2#''=Ä+^, +<?  +  <?  J 

•chreibt;  D&ch  Nr.  45. 

F»  =  (#  -a)  (*  -a.)  (•  -Ä)  («  -*,) 

P*  =  (t'  —  «)  (»'  —  a.)  (*'— c)  (»'  -c,)  —  aa,cc,\  101. 

/•»=(«"-*)  (i"-Ä,)  (*"-r)  {*"-€,)- M,cc, 
TMin.  17 


«?, 

^am^ 

+  M. 

cf 

^ab 

1 

+  «1^1 

cj 

=  mby 

+  «.Ä 

258 

Durch  acbicklicbe  Vertmi^BBgeB  4er  Gleicban^^B  (98)  tindet  man 
ferner: 

aa^+l^^^'^m6-%-m6^+m^6  +  m^6^^=ec^+cf'i~c^/' ,  .    102. 

d.  b.  die  SoBHie  der  secbs  Recbtecke  »us  je  zweien  Sei- 
ten eined  einfacben  SabaeaTiereckes  erster  Form  ist 
gleicb  der  SnaBC  der  drei  Recbtecke  mos  je  zweien  sei- 
ner drei  Diaf^oaalea. 


cV, »/»  =  (••.+«.)  (•*+•.«.)  (•*.+-,*)» 

/(c=tc.)  =  («d=-r.)(*    db*.)  f 

r.(c=i;/)  =(•=!=*)     K±*.)  '    "*• 


Dia  Glaicbaii§r«B  ( t^)  lassaa  aick  aacb  als  Baaiittelbares  Brgebniss 
dar  Varaala  (53)  aad  (M)  WCra^tea.  Anf  die  nehnligre  Weise 
kaaa  aua  aacb  jatia  Seile  daa  l'ieraeka  kesti^Bt  werden.  Denn 
aacb  (W.)  ist: 

Ukgleiokea: 

•i        tci— a,c    a,        4K*| — m^€ 
a.  s.  w.  Vtraer  iai  aack  Nr«  i«  aaek 
-••-^#,*~^* +  *.•=«(•*  4-i»>.)  cos  (•.^J 

slKci/cos  («,^) 

aad  kUHNMM  falfr^  darck  Verglakkaag  wl  Nr*  11.  sofort,  dass  die 
Dttf«k««kaitlawiakel  der  Diaftaaalea  ^  aad  c^f  nothwendig  resp. 
glaick  («(^i)  aad  (m^S)  aeia  »iaaea.  Es  ergiebt  sich  demnach 
ay«b  wegea  Nr.  Mk  aad  Nr.  IL: 

tÄ*     •  m  *  ä^  -x^  ä  ^  I 


107. 
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uod  hieraus  auf  bekaonte  Weise  die  Formeln: 


iDgleicheD : 


CC.  '  '  cc, 


taug»  \{B^A)—  (,_/^)(,_^j^ 


110. 


Zugleich  aber  ist  auch ,  wenn  man  den  Halbmesser  des  dem^  Vier- 
eck umgeschriebenen  Kreises  R  nennt, 

\F=ce^  sin  C^cf  A^  \(B^Ä):=ieJ  wm  ^B-y-A) 


Ssin  C~  JUin  i(ir~^)—  »lia  W^^Ä)         SP         >  lU. 

—  iK      (f-a)  (#-Ä)  (#-•»)  (#-^) 

Es  Terhalten  sich  demnach  die  drei  Diagonalen  des.ein- 
faohen  Seknenviereokes»  wie  die  Sinuss  der  in  den  snge» 
hörigen  Kreisabschnitten  liegenden  Peripheriewinkel, 
oder  wie-die  Sinus  der  Witfkel,  unter  denen  sich  die 
beiden  anderen  Diajj^onalen  schneiden.  —  Zugleich  ist 
auch  das  rechtwinkliche  Prisma,  das  den  Flächeninhalt 
des  Viereckes  aui<  Grundfläche  und  den  Radius  des  nm- 
Bchriebenen  Kreises  zur  Höhe  hat,  gleich  dem  vierten 
Theile  des  rechtwinklichen  Parallelepipedums  aus  den 
drei  Diagonalen  desselben. 

Durch ,  einfache  Multiplication  findet  man  aus  109, 

sin  iHB'-^Ä)  «in  )JiB'\-ÄS #  — a 

sin  IC  ~      / 

cos  \;(B  —  Ä)  cos  \{P H-  il) #— g. 

«TiC  ~  TT" 


•in  WS  +  A)  cos  ^B-^A)        s^b^\ 
*         ^  cosiC ="7^^ 

co$i(B^A)  sin  HB--Ä)        s-^b 
'  cos  \C  ^      / 

H*  •.  w.  woraus  unmittelbar  aueh: 

sin  ^B        ^+^1  cos  ^B        a  — «] 

WS  i(7~      J^     »  sin  \C  ~  ~r^ 

sin  JA b  ^  b^  cos  \A        b^b^ 

cos  1C~      /      '  sin  4C"^      / 


112. 


113. 


17 


I-: 


2«0 

und: 


tnng  iß  täng  iC=^±^ 

)  114 


taog  iJ  lang  |C=  j^^ 
folgt.     Ferner  ergiebt  sich: 
11  = 


#- 

-« 

4sin 

|(i?  +  A)  sin 

-A) 

cos 

iC 

4cos 

^(^  ^  A)  cos 

•b 

-A) 

cos 

id 

4oos 

i(B- 

-A) 

sin 

iC 

115. 


—  4sin  ÜB  -H  ^)  eos  J(Ä  —  J)  sin  ^C  i 

Es  ist  ganz  nnverkennbar,  dass  die  Forlneln  von  Nr.  108.  bis 
115.  das  Analogon  zu  den,  Formeln  für  das  geradlinige  Dreieck 
bilden.  Trotz  ..ihrer  grossen .  Einfachheit  und  Eleganz  scheinen  sie 
doch  his  jetzt  noch  gar  nicht  bekannt  zu  sein,  weshalb  die  aus- 
führliche Mittheilung  derselben  hier  nicht  am  unrechten  Platze  sein 
möthte.  Die'  Untersiichnng  ilber  die  Eigenschaften  der  Sehnen- 
vierecke aber  noch  weiter  zu  treiben  dürfte  kaum  der  Mühe  loh- 
nen; die  gehörige  Verbindung  der  hier  entwickelten  Formeln  wird 
fast  immer  hinreichen,  jede  verliingte  Untersuchung  zu  Ende  zu 
fahren.  Nur  folgende  Ausdrücke  mögen  hier  noch  Platz  finden, 
da  sie  bei  vorzunehmenden  Transformationen  gute  Dienste  leisten: 

(hszaa^  cosHA^C)eoäi{Jl—C}+dd^  eo»i{B'i^C)eomB^C)\ 
0— :gg^  sin4<Ä-l--4) 8ini{B-Jiy\-^c,cosi{ß-^C) cosi(Ä- C) >  116 
OszsM^  8in^if-l-:rf)«ni(J?-^)--€?i?,  eoBi{J+C)coBi{ji-C)) 


Mit  ihrer  Hülfe  findet .  man  für  den  Flächenraum  D  des  von  dei 
drei  Diagonalen  gebildeten  Dreieckes  die  merkwürdige  Gleichung: 

B*^F*z=:R*  sin  M+C)  sin  {B+C)a\n  (C^A)  sin  {B—C)    in. 

§.  20. 

Endlich  sind  noch  die  Werthe  zu  bejuerkien,  welche  beim  Seh- 
nenviereck  für  die  einzelnen  Bestandtheile  des  zugeordneten  Drei-r 
eck  es  erhalten  wevdeo.    Man  findet  zuvörderst  aus  Nr.  64.: 

^      a  cos?  i(i?-f-C)  __  >   g|  cos»  i(ig~Cr) 

"""^»  •  «1  sin  £r  sin  C    ""^»     a  sin  B  sin  C 

^_  •      b  cos»  W^-\-A)        >   b,  cos»  iiC-^A)   f  -^ 
P  — ^»  •    b^  sin  A  sin  C  ~^»     b  sin  ^  sin  C      (  "®- 

g      c  sin«  ^B  —  A) ,      c,  sin»  \{B  +  A)\ 

'  *  '    Cx  sixK  A  sin  B  »  *     c  sin  A  sin  B 

also  auch: 


120. 
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"  —  •'••  sin  B  «in  C  1 

,      c«M(£±i)^osJ<£-^ 
^  '  8in  ifl  sin  C  ' 

•      sin  U^^J)  8in  UB  —  A) 

^  — ^»  •  tin  J  sin  iff 

Ferner  wird  oacb  Nr.  69.: 

.  aaiAb^     «in»  j^H-Jg)  sin»  ÜB  —  A) 

^  rr^     '  sin  A  sin  B  sn  C 

^i^iCg|      cos«  ^(B  +  C)  cos»  ÜB  —  C) 

on^     '  sin  A  sin  ^  sin  C 

aoiCCi     cos»  ^C-i-^)   cos»  j(C  — ^) 

ÄÄi     *  sin  -<l  sin  B  sin  C 

woraus  denn  mit  Hülfe  von  116.  sogleich: 

^   —    •    '  2F'F' — 12FFF'      '"".l^»»/ 
sin  (a/J)  =  gr^  =  sin  (J^J 

sin  (a;')  =  grjj  =  sin  ((r,,)y  122. 

sin  (/?/)  =  jir;^  =  sin  (cT, , ) 

folgt.    Man  erhält  dadurch  unmittelhar  den  merkwUrdig^n^ats: 

(a/9)=(cr,.)  \ 

(«;.)=  180 -(cr,.)[l23j 

(/?r)=  180 -(<»„)) 

so  dass  im  Sehnenvierecke  die  sugeordneten  Winkel  unmittelbar 
auK  den  Winkeln  gefunden  werden  können,  unter  denen  sich  je 
zwei  Verbindungslinien  zwischen  den  Mittelpunkten  der  fiegensei* 
ten  schneiden. 

'Wie  nun  im  Vorstehenden  die  allgemeinen  Formeln  auf  das 
Sehnenriereck  angewendet  worden  sind^  so  könnte  das  auch  in  Be^ 
zug  auf  das  TangenteuTiereck  geschehen.  Indessen^  wärde  dadurch 
theils  die  gegenwartiffe  Untersuchung  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
theils  erfördert  das  TauffentenviereCK  noch  eigenthümliche.  von  den 
bisher  geführten,  ziemnch  abweichende  Erörterungen.  Ich  spare 
daher  diesen  Gegenstand  fiir  eine  andere  Zeit  auf,  wo  ich  dann 
zugleich  auch  die  Eigenschaften  der  vier  merkwürdigen  Punkte 
der  Haupt,  und  Nebendreiecke  näher  betrachten  werde. 


«•  lei  also  M  der  Mitlelpunkt  der  Curve  (Taf.lV.  Fig.2.);  MQ 
und  MP  die  Axeo  der  x  ood  y\  ABC  eia  in  der  Curve  eiDge- 
scbriebenes  Dreieck;  die  Seite  AB  mit  MP^  und  die  Seite  AC 
mit  M9,  parallel.  Die  Coordinaten  des  Punkts  A  seien  ^,  v\  die 
Coordinaten  des  Punkts  B  seien  £',  t/;  die  Coordinaten  des  Punkts 
C seien;  T»  yif'i  so  ist  offenbar  v=:t;''=^Z^,  und  $=$'=— Z^Jf. 

Ich  nehme  an  dass  keiner  der  Puakte  A^  By  C  unendlich  weit 
entfernt  liege,  oder  dass  weder  AB  noch  AC  mit  einer  Asymp- 
tote der  Hyperbel  parallel  sei;  in  welchem  Falle  BC  mit  dersel- 
ben Asymptote  parallel  wäre,  oder  unendlich  weit  entfernt  läffe. 
Die  Linie  AC^  deren  Gleichung  y^zv:^AD  ist,  schneidet 
also  die  Curve  in  zwei  Punkten;  ebeb  so  AB ^  deren  Gleichung 
«r  =  S=:  —  DM,  Demnach  können  weder  a  noch  c  der  Gleichung 
(1)  verschwinden.  Es  sei  nun  die  erste  willkührliche  mit  MQ  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  ^^  gezogen  and  'AD^nv^  so  weroen 
die  beiden  Werdie  von  op^  die  diesem  Werthe  von  y  entsprechen, 
l^-^MD,  und  \"=lME  die  Wurzeln  der  Gleichung 

wem  man   Y  positiv  nimmt  und   YYss:  (bö  —  ac)vv  —  af  setzt. 

Die  beiden  Werthe  v^=lDA  und  t/=zDB  sind  die  Wurzeln 
y  der  Gleichung  c^-t-2^^+^$£+/^=0,  also  ist 

v-f-fi'is: :  oder 

# 

Dit'GleiGliUDg  der  durch  ^  und  6*  gelegnen  Linie  isl: 

(ii" — ü')^  +  ( J' —  5% + 5  V  —  5  v  s=  0 

der  offenbar  durch  Substitution  der  Coordinaten  von  Bi  .r  =:=$', 
y=v';  und  von  Ci  ar  =  ^,  y=«''  Genüge  ffeleistet  wird.  Sub» 
stiteifft  nau  in  diese  die  ffir  f'  =  £,  £",  v'  und  «^''sii  gefundenen 
Werthe,  so  findet  man  die  allgemeine  Gleichung  für  die  Linie  BCi 

j(W  — »cjü  +  ^ri^-i-c.  r.yH^^/=0.    (2) 

Der  Berührungspunkt  mit  der  Curve,  die  alle  diese  Linien  berühren, 
ist  der  Durcfascnnitt  von  einer  beliebigen  mit  einer  unendlich  wc; 
nig  verschiedenen  derselben.    Es  sei  die  Gleichung  einer  Tangente 

Ax^By^Czn:^ 

80  ist  die  Gleichung  der  unendlich  wenig  verschiedenen  Tangente: 

deren  Durchscbnittspnnkt  mit  dem  Durchschnittspuiiktc  der  beide 

Aa:  +  By+  C'ssO 


b  itt  alifa  '  "   . 
^^•(le— M/+«r);  .0ss«*F;  Css^6v{Se—^)—inl+dr. 

abo  ■  «'SB— ^•—  7  ;. 

.'     te±md  ,       ,    r 

Mde  ClunreB  liiid  deMOMli  Mek  BagMcli  Parak&ls  mit  glei- 
eli«M  Parameter»  derea  Heaptexea  s»ee«meBfe)leii. 

ii  HerMdi  let  ee  Meht  ie  jedem  Kegdfclieittoi.  wena  es 
mfeliek  iaty  da  Dreieek  wa  beielirdweB»  dcwia  iwei  Seiten  mit  ^* 
gebaea  liaiea  parallel  nad,  aad  deeeen  dritte  Mte  darch  ehwui 
cegebeaea  Paakt  geht  Haa  beiehreibe  Bemliek  eia  willkilrHckee 
Diaieek  A^BC^  deieea  %%\Um.JtiB  aad  A^C  mit  dea  gegebeaen 
Otadeii  paridlel  sind,  aad  deeeaa  8pltMB.^.i7€?aaf  dem  Up&age 
der  gegekeaea  Genre  iiegern  Mit  iT&paianei  (Taf.  1¥.  Fig.  S.)  liehe 
maa,  weaa  et  mögllek  iit,  tie  ^nmgeate  iE^C  aa  die  gegebene 
Onrfe.  ¥em  Mittemakte  M  der  Gbm  isieke  man  eiae  liaie  ek 
dea  BerUkraagipunkt  T\  die  die  Unie  BC  in  T  eekaeidet;  ao  int 
T  de»  BerikraMtpaalct  der  iweitea  Oarre,  die  mit  der  ffMrekeaea 
Ikaliek,   iknliekliegend   und  ceneentrieek  IH*  '  Be  ulMTiMT 

si:nBB :  1  ftr  eile  eingeschriekene  Dräeeke  eonitant    Bi  lei  ^ 

der  Pankt^  der  enf  der  geraektea  Tangente  Aü  %,n  die  iweite 
Canre  Uwen  loU;  xiekt  man  mit  dieser  parallel  AV^  die  die  m- 
gebeae  Gnr¥e  In  U'  tangirt,  and  die  Linie  MA  in  At  ickneiaet; 
M  ist  ekea&lls  Müi MV'^MAxMA^^MT.MT.  Folgliek 
aiffMB  AT  nad  AT  anek  ^aaialM  seia.  Haa  sieke  demnaek, 
mekdem  T  nnd  T  bestimmt  slkd,  1&  and  die  Parallele  TA^  die 
4ie  Unie.  JBA  ia  Jp  schneidel^  ni|d  von  A^  wenn  er  nickt  innerr 
halk  der  gegekenen  Cnrfe  liegt;Ma  welekem'TUMdie  Genstnietbi 
tamdglicli  ist,  aiae  ^aagc^teM  die:  gegc^nf  Canre «  so  ist  die 
derek  A  gesogene  mit  ihr  parallele  die  gesackte  Linie. 

In  der  H^rkel  ist  keioe  sut  ^CJparallele  Tansrente  möglich, 
wean  BC  keide  ktMÜ^  sckneidet  Die  H?perbel,  die  die  Linien  BC 
kttübrt,  Uefft  in  diesem  Falle  ia  dea  Neneawiakeln  der  Asjmptoteo. 
Es  sei  die  Gleichnng  der  gegebenen  Hyperbel  enf  ihre  Asymptoten 

le  ist  b  diesem  Falle  die  Gleichang  der  ? on  BC  berührten  Carvc 

wo  «i  pesitiT  ist.    BeschreibI  maa  die  sn  dieser  Hyperbel  sopple- 


an? 

io  der  Tkeorie  der  bestimnteD  loteg^ale  avifilkriioh  Nachriclil  er- 
tkeilen,  flberlianpk  mit  der  Zeit  eine  vollitäDdige  Theorie  der  be- 
stiMBten  Integrale  in  liefiorn  Inehen  werden.  Dem  Zwecke  dieser 
Zeltndirift  gemäss  beginnen  wir  mit  einer  kuraen  Darstellung  der 
wicktigsten  allffemeinen  Hauptsätze  von  den  bestimmten  Integralen, 
auf  weicken  aUe  folgenden  Uoterrachungen  Torzüglick  beruben, 
und  einer  knnen  Batwidcelentf  elnttfer  sonat  sohon  l»ekannteii  be« 
atimaiten  Inteffrale,  die  bei  andern  Untersuchungen  besonders  häu- 
fig iB  Anwendung  gebracht  werden. 

« 

I. 

Die    wichtigsten   allgemeinee  Hauntsälse    von   den   be- 
stimmten Integralen. 

■•♦;-i;     ■• 

Wenn  iiberhaupt 

geietit  wird,  wo,  wie  wir  offenbar  aniiinehiiMn  berechtigt  sind, 
m  willktthrliche  Constante  in  der  Function  ^(ar)  schon  einge- 
scklossen  sein  soll ;  so  nennt  nwMi  die  Biffirtrana 

das  ?on  4?=:«  bis  jr  =  ^  genomnk'ene  Integral/y^^kfo, 
iid  heieidinet  diese  Differenz  am  besten  ond  einfachsten  .durch 


f^a:)da;y 


le  dass  also 

iit    Auch  nennt  man 

f/{af)da: 

das  zwischen  den  Gränzen  a  und  ^,  für  a  als  untere  und 
h  als  obere  Gränze,  genommene  Integral  ff{ßi)dx.  Ein 
jedes  solches  zwischen  bestimmten  Gränzen  genommenes  Integral 
wird  aber  ülifrhaept  ein  bestimmtes  Integral  genannt 

f.  2. 

1.    Weil,  indem  wir  immer  wie  vorher  überhaupt 

ff{a:)da:  =  ^(af) 
•etiee,  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

//(^)ite==y(«)-^9P(^) 


<•  I    ■ 


S.    Weil  ferner  aMb  dem  Torigra  Paragjraipbek; 


n.  8.  w. 


...  i. 


-;:  »•■     ■  •■*''i-     '  .'  -'/«»U'^i^j-y    i-'i.  y^   '»:.  ..    - 


fait;  M  iit  jederseit,  wie  iuii^''iMieidk>  findet;  wenn  mM  anf  beiden 

■nd  folglicb,  weil  iiaeh  deiii' vongen  l^airm^i^^^^ 

//(*)*r=y(^)-jp(-r)    ^ 
i0t^  jedeneil  "  ^ ''   \,  \ 


wie  gross  auch  die  Apxal^l  der.  darcii  o»  i?»  ^>  •  •  •  ^^-/u  bezeich  oe- 
ten  Grösseo  sein  nag.  -        ' 

3.    Wenn  A  eine  constante  Brttesto  bestidiDety  se  ist  bekanot- 
lich  jederzeit 

fAf(aff)iäx  =  A  ff{sp)d»  s=  J^o?), 

und  folglich 


alfo,  weil  nach  dem  vorigen  Paragrftphen 
ist,  immer 

4.    Wenn,  indem  Ay  A^^  A^^  .\  ^  An  lauter  conilante  Gröisen 
bezeichnen, 

ist;  so  ist  bekanntlich  jederzeit 

//T(^)<Äi|r  =  A  ff(a:)da:  +  A^ff,  (a:)äa:  +  A^  JAia:)da:  +  . . . 
^      .        .   .  V  . . .  +  ^ii//ii(a?)«te, 

und  folglicK,  wenn  wir  überhaupt 

u.  s.  w. 
//n(^)*te  ==  SPii(Är) 
letiBen^   -  -^ '  ^  ■     :    ;   ^•4- .  :     ^  .-•''-,  ■:  = 

fF{af)da:  =  -^9p(Är)  +  A^tp^(a:)  +  -^,g)»(Ar)  +  . .  •  +  An^tAßi), 
also  nach  d^m  vorigen  Paragrafibeu    , 

rF(a:)da:  =      A{9{6)  —  5p(a)  j 


••%•••• 


d.  i«^ttaeh  dem  vorigen  Paragraphen  offenbar 

^Afj\a:)da:  +  A^fj'^{a:)da:'^A^ß^^{a^^  . . . 

. . .  +  Anfy^{a)da:. 

'♦.3. 
Wenn  wir  wieder  iiberkaupt  ^ 

setzen,    so   ist  nach    dem   allgemeinen  Begriffe  des  Integrals  be- 
kanntlich 


,f  j- 


am 

wo  9p'(^)  yfie  gewöbniich  den  ersteh  Differentialquotienten  der 
Function  9>(^)  bezeicbtiet.  Set^en^frir  inin,  tndem  n  eine  beliebige 
positive  ganze  2iabl  bezeichnet, 

SO  ist  nach  einem  bekannten  Satze  *)         . 

",)(«+.•)  =  9P(a)  +  </Ka  +  0»), 

91(0  +  3()  =  9>(0  +  2«)  -H  «y](<0  +  2«  +  ®,*)> 

\  ■■.... 

11.   8.   W. 

V('»  +  »Ö=y(«+(»— 1)0+ (/■(»+(»-"  i>*+^^^^ 

wo  0,  @|,  @s,  ...@#t— 2»  ®ii— 1  lauter  positive  die  ifcinbeit  nicbt 
übersteigende  Grössen  sind«  Addirt'  man  jetzt  auf  beiden  Seiten 
der  Gleicbheitszeicben,  i^nd  l^merk^.dasi  . 

ist;  «o  erhält  man  sogleich  die  Gleichung 

also,  i^eil  hpjtanntilju!^.  ,    .       _{.  ,,,   .^.     , 

ist«  '^  ..    .       \-  '  \   ■    '  .  --  .        ' :  t 

=  *1/(«+®O^(«+*+^,l)+.,..+/(a+(ii-l)f+0,^f)i. 

Wenn  i  positiv  ist  und  di^  Function  f{a)  fortwährend  wächst, 
wenn  man  sich  o;  von  ^  =  a  bis  ^^=^  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  &,'9{v^09>'»  •'•  ^i^ibuter  positive  die  Einheit  nicbt 
übersteigende  Grössen isilid«  oflfeniNiv.«^b.Be3esiebuiiif  der.»be(B 
und- untern  Zeichen  auf  einander: 


'1     i  ' 


r  . 


\  I 


*       /\a+%i+e,i)  ^A»  ■+■  2»), 

/(• + (»  - 1)< + 0— W)5/I(i*4.  (*^  1)<) 


■V 
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/(•  +  <-♦-©,»)</(«  +  «<). 

4 

n.  t.  w.  ; 
/(a  +  (m-l)i  +  e^-xi)  ^/(a  +  ni) ; 

J/W  +/(•  -»-  <)  -l-/(«  -4-  20  -♦-  .  -  A-A"  +  (»  - 1)0 

ud 
/(•+©<)  +/(«  +  i  +0,0  +  . . .  -!-/(«+(«:-  1)<+Ö^,0 

</(•  +  0 +/(«  +  20 +/(•  +  30 -I- . . . +/(• -4- «0  J 
folglich,  weil  nach  der  VörauMeiktiBg  <  poeitiv  iit  **), 

O/(«H-0O-<-/(«-»-«-i-®.O-t-  ••  •  +/(•-*-(«- i)<H-®—iOI 

><!/(•) -!-/(»+ 0 +/(«-♦- «0 +••    -H/t« -!-(•- 1)01 
gid 

<|/(«-t-©0+/(»+**-4-Ö.O  +  . .  -  +/(a+(«-l)<+0<_iOt 

= 0/(* -HO +/(«»-♦- 2') +/(«-i- 80 -I-  .'•  rH-/(«+i.O!. 

Setzen  wir  also  hier  und  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

s^  ilA")  +/{» + 0  -H/(« + «0  -4- .  • .  +A» + (*  - 1)0 1 , 
S^i\A»+i) -»-/(«+20 -*-/{«+ 30-f- . . .  +/ia+ •<)!; 

10  itt  naeh  dem  Vorhergeheoden 

i  h.  et  iat  ß  f(x)äa:  eine  Mktelgrösse  susbchen  iJ  und  S^  oder 

in  der  am  Theil  I.  XL.  f.  33.  bekannten  Beseiehnnng  der  Mit- 
telgröisen : 

//(a:)^«:i/()f;r). 

Wenn  wieder  i  positiv  ist,  die  Function /'(^)  aber  fortwährend 
ibDimmt»  wenn  man  sich  ae  von  irssi»  bia  j?  =  ^  itetig  verändern 
läiit;  ao  ist,  weil  ®,  ®|,  0», . . .  @n^\  lanter  positive  die  Binheit 


S  Theil  L  XL.  f.  Ift.  f  13. 


licht  iberat«|(e«4e  GriMaea  m4,  »kae  BeEiehaBy  der  »ben 
lad  natera  Zeichea  aaf  eia«a4er: 


m4 


/(«-!-<+«,.•)  :r/(« + ««), 


/(•+«• -I- «.<)  ^—1- »»•), 


•Im    ' 

folglieli,  weil  aaeli  4er  YfaimUaag  •  paaitiv  ist, 

^  <|/(,+ei)+/(«+,--|.e,i)-|- ...  +/(«-+-(»_  1),-  -f.  Ö^„)| 

I 

nad 

<|/(«+®<)-l-/(»+«+®.»")-»- . . .  +/(•-»-(»-  l)i+&n-ii)\ 
><!/(• +<)-*-/(• -»-»<)+/[•+*•")+ .  ..-♦-/(•+ »Ol ; 

d.  i.  laok  deai  Yarkergekaadea 
nnd  falgUck  wiadar 

Wenn  #  negativ  ist»  und  die  PttBetioa/(«')  fortwährend  wächflt, 
wenn  man  aick  o^  von  4r  =  4i  bis  jr  =  #  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  6>,  ^j,  6)^ , . .  Sn^i  lauter  positire  die  Einheit  sieht 
übersteigende  Grössen  sind>  wieder  gnnm  wie  rorher 


J/t*)  +/(•  -H  <)  -!-/(•  4-  «0  +  .  . .  +/(«  +  (*  - 1).) 
und 

=/(•  M^  i)  +/(« + »<)  4-/1«  -I-  80  +  . . .  +/(«  -♦-  m). 

I 

Weil  aber  jetst  ntich  der  VoramsetzuDg  i  negativ  iat;  so  ist 

=  «l/X«)  -+-/(•  -¥■  i)  +/(«  +  «)+...  -!-/{•  +  («  - 1 )» I 
nnd  .  ' 

5  <{/(«  4- 0 -I- A« -+-«<)+/(•  + 8<) +...+/{•-♦-•«)  I , 
dio  tadi  d««  Vorkergehenden- 

und  folglich  wiedcir 

Wenn  •  negativ  ist,  und  die  Function  /t«^)  fortwährend  ab- 
Biaaty  imnn  man  sich  or  von  «ssi»  Ms  Jt^ssd  stetig  verändern 
liMt;  so  ist,  weil  @,  @,,  @,, .  • .  @i».i  lauter  positive  die  Kinbeit 
■lebt  äbersteigende  Grössen  sind,  ganz  wie  oben 

</(•)  +/(«  -I-  «■)  -H/(*  +  2.>  -+-  . . .  +/(«H-  (*  -  l)i) 

/(«  +  ©<)-«-/(»  +  • -HO. <)+  .  •  •  -!-/(«+(«- l)«+0«-i») 
>/(«  -4^  0  +/(«  +  «0  +/(*  +  3.)  -I-  . . .  +f{a  ■+  »»•). 
Weil  aber  jetxt  nacb  der  Voraassettung  i  negativ  ist,  so  ist 

>  <l  A«)  +/(»  +  <)  -♦-/(«»  -*-«)+..•  -♦-/(«  -H  (»  -  1)»  t 

<'!/(«-*-<)+/(•  + 20  H-/(» -H  3f) -I- ...-!-/(« -t- »<)  I ; 
also  nach  dem  Obigen 

Tkitt  u.  18 
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und  folfiieh  aacb  jetiit 

/ 

AU  allgemeinem  Reialtat  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorher- 
gehenden, das»,  wenn  die  Function  fXa:)  entweder  stets  wächst 
oder  stets  ahnimmt;  iMr^ebul  man  dch  Of  vott  stsiza  bb  ä:m:b  stetig 
verändern  lässt,  das  hestimmte  Integral 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  vJ^und;^^'  is^  woa.auch  die 
positive  ganze  Zahl  n  sein  mag.     Da 

'   .2»-2=,{5P(ii^4M->"(«)r 

oder 

-w       5_(Ä-£)J/W-Af)i 

ist,  SiO.ist  kl<ir,^dass  die  DiffiereBs  ^.V'^-'ic^»  W^on.i»  wächst, 
der  IKfull  fiähirt,  un(|  derselhen  belfehig  nafc<i  gehracht 'we'rdeR 
kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  i^j^mj^it,  .:4t^  «i^rt  fich  n^h 
dem  Vorhergehenden  die  Grösse  ^,  wisnii  ii' wächst,  offenbar  dem 
bestimmten  Integrale       /   -  .  .    .     \  -  ' 

und  kann  demselben  b^liehig  »ahe  "gisbracht  werden,  wenn  man 
uur  H  gross  genu^  nimmt.    Setzt  man 

SO  ist 

oder 

und  diese  Differenz  nähert  sich  folglieh,  wenn  m  wächst^  der  Null, 
und  kann  derselbeft  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
m  gross  genug  Aimmt.  Also  nahej^t  sich^  nacjh  dem  .Ohigiea.  aue^ 
die  Grösse  *  .         .-    r^ 

Sz=z4\f(ay^f{a^4)'^f{m+ti)^.\  .  +/(a  +  n4)l 
wenn  fsirilikst,  4eii  bestimmten /bfte|^hde  t 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden ,  wenn  nmm 
nnr  n  grus»  genug  «uinmt»  wobei  man  immer  zn  hfiAQh^nJ^^^t,  dass 

gesetzt  worden  ist  y  »^ 

Wenn   die  Voraussetzung,  dass   dje  Function  /(:v)  entweder 
fortwährend  wächst  oder  f(Hrtw&hreii4  Abnimmt,  wenn  man  sich  a: 
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^on^  jt  SS  m  big  wzesü  stetis  verändern  liUst,  nicht  erfüllt  ist;  so 
wird  nnn  sich  das  Intervall  üb  "doch  immer  in  eine  gewisse  An- 
xdil  anderer  loterralle  aoy  aß^  ßy^ . . .«  Xik^  fkb  aetheiit  denken 
können,  in  deren  jedem  die  Function  /(x)  entweder  fortwährend 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt.    Und  weil  nun  nach  §.  2.  2. 

ist,  so  wird  man  sich  leicht  Qberzeug^n,  dass  das  oben  Bewiesene 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Function  f{jc)  nicht  fortwährend 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt,  wenn  man  sicher  von  a:=^a 
bis  jcz=:d  stetig  verändern  lässt.  Daher  ergiebt  sich  jetzt  der  fol- 
gende allgemeine  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  in  jeder 
Beiidiang  höchst  wichtige  Sata: 

Wenn  man,    indem  m  eine    beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

letzt,  so  nähert  sich  die  Grösse 

oder 

weon  »  wächst,  jederzeit  dem  bestimmten  Integrale 

OBd  kann   demselben   beliebig    nahe    gebracht   werden, 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.   . 

♦  4., 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  /*(^,  v)  eine  Function  der 
(Wei  veränderlichen  Grössen  .r  und  ff  sei.  Wenn  man  nun  aber 
Uess  of  als  veränderlich  betrachtet,  so  ist  das  bestimmte  Integral 

ofenhar  eine  bloss  von  der  veränderlitthen  Grösse  y  abhängende 
FoBction,  und  es  kann  ahio 

f„A^>  y)<te=s9(y) 

geiietst  werden. 

^  Lässt  man  y  sich  um  ^  verändern,  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
Gleichnng  auf  ifer  Stelle  die  Gleichung 

18* 


,* 


V 


und  fcilglich,  wenn  mau  wieder  nacb  y  differentiirt, 
also,  wenn  man  wieder  tiack  y  differentiirt, 

Wie  man   auf  dlesi  Art  weiter  gehen  Jiann^   ist  klar,  und  es 
ist  daher  in  vjölliger  Allgemeinheit 

.  Man  nennt  die  durch  diese  Gleicbangr  vorgeschriehene  Ope- 
niihiti  die'Diifferentii^tioQ  unter  dem  Integralzeichen,  und 
bedient  sich  derselben  häufig  bei  der  Entwickelung  bestimmter  In- 
teffrale.  Hat  man  nämlich  ein  von  mehreren  allgemeilien  •  GrBssep 
ahbänffendes  bestimmtes  Integral  gefunden  ^^  so  kann  mad  offenbar 
jede  dieser  Grössen  als  Teränderliclr  betrachten,  und  nach  dersel- 
ben das  in  Rede  stehende  Iptegra^  auf  -  der  einen,  die  Function  un- 
ter dem  Integmlzeic^a  -  auf  der  andern  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens willkührlich  oft  jdifferentiiren,  wodurch  man.  jederzeit  eben 
sp^Yiele  neue  bedtimibte^ntfgrale  findet,  als  man  piffereotiationen 
verrichtet  hat. 

*.  5    •  '  ' 

Wjc  wollen  jetzt  auc|i  deu  Fall  ^betrachten,   wenn  d^e  bdd^ 
Gräncen  des  Integrals  selbst  veränderlich,  iiämHch  zwei  beliinbige' 
Functionen  von  y  sind,  die  wir  durch  Y  und  Y'  bezeichnen  wollen, 
ilo-'khiis  1^  die  uhlere,   F'  die  obere  Glänze  des  Integrals  ist.    Set- 
zen wir  nun  wieder  der  Kürze  >weg^n 

y /(^>  y)«te  =  9p(y), 
und  lassen  sich  y  um^^y  verändern,  so  wird  ^ 


/tö?,  y)</^ = 9tly  +  Ay)  —  sp(y)- 


r4.AF  •^^^'  ^"*"  [^y)^ar'=  y{y  +  ^), 


Ferner  ist,  unter  der  Vorausetzung,  dass  Y  und  K'  iri  y-f-A^ 
und   y  +  ^y  übergehen,   wenn  y  in  y+Ay  übergeht,  offenbar 

und  folglich 

also  nach 'dem  Vofliefgeliendeii  ^-^  ^    . 

/F'  y*Y'+i^Y'  g*Y' 
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Nack  f.  Z  %.  iit 


ODd 


also  ^ 

folglich  ist 

/•r'+Al" 

also  Dach  dem  Obigen 

y     /(^.  y-^t^yy^-^J y;     A^^  y-^t^y^^ 

d.  i.,  weil  nach  f.  2.  4^ 

pY'  pT  . 

— y  y  l/l^>  y + Äy)  — /(^?  y)  l«^i 

und  folglieb 

y/w  y-^Ay^^—JyA^r  y)^=^J y  A/(-«^»  y) •  «^*^ 

ist,  ' 

y/(Ä?,  y)«5te 
y  ^f{^>  y) .  '^^  — y  y     /(^>  y + /!kyK«^ 

y,      /(^,  y-HAyK-«?» 


alio  weh,  «Kenbar  •'  •     \ 

Settefi  wir  bud  überhaupt       '      '  ''^.^v/ 


•     '     .  \ .:. 


so.  ist 

QDÜ  folglich  offenbar' 


i  *. 


LäMt  nan  jetzt  ^,  alU  AatlMfeb  Voch  '/^V;  Bilili  4er  Null  D&hem, 
uid  ffeht  zu  den  Gränzen  über,  so  i«tv 

Lim  ^/ y^^  /l^.  y-f-,  Ay)^ 

=um  - — r  ■>!' : — 2nr — "  ■■  .■■  ■'  ■'  •  L'°*  5^5 

und  weil  nun  offenbar ' 

Ay^  äY 


aod 


»t,  10  iat     '•  • ' 


Weil  aber  bekanntlich 


..4t  '  •• 

iiti  sp  ist 


*f:^=/(^.  y),  «,so  ^^=/(y,  ,), 


nsd  folglich  nach  denk  Vorhergehenden 


Ganz  eben  so  ist  aber  natärlich        -     ',    , 
Aus  der  oben  bewiesentoii  GJeichuDg 

folfft  Qun^  w^Dta  maD,   immer  unter  der  Voraudsetzung,   dass  ^y 
sich  der  Null  nähert,  zu  den  Gränzen  übergeht: 

und  es  ist  also  Dacli  dem  Vorhergehe^nden  offenbar 

^fr^"' -AT.  >)  :%+nr.  ^ . f. 

Für  F=  a,  d.  h.  in  dem  l^aQe^  wo  die  untere  kränze   Y  eine 
^const^nte  Grösse  ist,  geht  dic^se  Gleichung,  weil 

ist,  in  die  Gleichung 

über.,  Für  y=:^,  d.  h.  in  dem  Falle,  wo  diC' obere  Gränse   Y' 
eine  constante  Grösse  ist,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 

ist,  in  die  Gleichung 

über.     Wenn  Y=xa  und    Y's=i  ist,  d.  h.  wenn   beide  Gränzen 
constant  sind,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 

^  =  Ound^===0 


l 


2B1 

ist,  ID  die  Gleichnbg 

über,   welche   gani  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  gefnadeDen 
€leichuog  übereinstimmt.  .       ^ 

♦.  6. 

Wir.  wallen  jetzt  überhaupt 

•alio 

letien.     Nach   der   zuletzt   im   vorigen   Paragraphen    gefundenen 
Gleichung  ist  \     -  . 

oder  ■'.'..,  -  ♦.) 

«od  folglich  nach  dem  Vorhergehenden^  ., 

Setxen  wir  nun  überhaupt 

UDd  folglich 

t  * 

Jp*yjj(^'^  y)<te  -4-  Const  =  ^Ä,  y)  —  ^a,  y), 

alio  ^'       ■  \.    '. 

Nach 'dem  Obigen  ist 

JfK^y  y)«*y=sp(^i  y)» 


..  ^ 


\ 


und  folglich 

also 

woraus  nach  f.  ^  4. 

folgt.    Weil  DOB  ^ 

gesetit  worden  ist,  so  ist 

J^^x,  ß)da:  =  ^aPy  ß),  J^a:^  a)da:  =  fff(af,  a), 
also  .     '      •    .      ' 

also  nack  doM  VorhorgekaadeB 

Vergleieht  «M  dte  k«id«B  '|(eftiimM9\AaBdrfieke  Ton  \ 

.  •  ■  -.  '* 

mit  einander,  so  findet  maui  dass  sie  gleich  sind,  woraus  sich  die 
wlchtige^  Gleichung 

ergiebt,  welche  man  küraer  auch  auf  folgende  Art  zu  schreibeu 
pflegt:  .       t 

Hieraus  kann  »an  ohne  SehwierlgkUt- ahleiten ,  dass  es  bei  nehr- 
fscben  Integrationen  swischen  gegebenen  Gränxen  nach  eben  so 
vielen  ?eränderlleken  flröasen  gan«  tttichgiHtig  ist,  in  welcher 
Ordnung  «an  die  Integrationen  verricktety  wenn  nur  in  Besag  auf 
jede  veränderliche  Grösse  isimer  dieselben  Grfinxen  beibehalteo 
werden.  So  überseugt  »an  sich  s.  B.  durc^  sehr  einfache  Schlüsse 
mittelst  des  VorhergebendeB  sogleich,  dass  iainier 


ist.  •  t    ■.»...;  . 

II.  ,.  N     .» 


Ceber  die  bestimmten  Integrale. 


■  -■< 


/*£r?^  „od  /-sii!«? 


'       » 


f  7.         ■•  ;      ^ 
Zuerst  wollen  wir  in  der  Kurse  die  beiden  Integrale 

entwickeln. 

Für  OS  —  a  =  «  wird 

und  folglich,  wenn  man  fli*:^r  setzt; 

y*  (a?  —  a)<fa    I   /*  ifo 

Setit  oian  nuii  endlich  t^  +  Z^*  ='t^y  so  wird  ^ ., 

und  folglich,  weil  -   « 

i«>  =  t; +  /?*=••»  + jJ»  =  (  AT  —  a)  • -I- /« » 
ist, 

Ferner  ist,  wenn  maa  wieder  op-^oss«  setit,:  • 

also,  wenn  ussß%  gesetzt  wird> 


I     • 


ydx  J^  r  äx 

4.  i.  aacb  einer  bekenDtea  ForiMl 

■ed  folglich,  weil 


(ar-a)«-|-/l«  =  j  Aretong 


yr. 


Ohne  Schwierigkeit  ergiebt  lieb  dud  aas  den  Obigeo 

1 
>     (jr-«Vte    _.,(.Mv.     a-itD>)«-t-(^)*> 

lit  alM  •  eine  der  Null  anendli^b  oabe  liomaende  Grösse,  so  ist 

woraus  siob^  wenn  aan,  was  offenbar  verfetattet  ist,  /*  =  »'  setzt, 

ergiebt. 

BeseielmeD  wir  den  der  trIgönonietriBchen  Tangente  — ^ —  zu 

Sehttrenden  Bogen»   welcher   den   kleinsten  absoluten  Werth  bat. 
nrch 

(Arctang  ^^), 

so  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, 

^j^r^gT^py,  =  j  (Arctang —-)  +  j, 
und  folglich  offenbar 

yrr^jn^OMT»  ~  7  '(^'^^•"K  ^c»)-. (Arctang  ^oo)}, 
also,  weil  *  ' 

(Arctang  '^(»)ss^if,  (Arttang  —  qo)  =  — ^tt. 
ist, 

/*■»»»  dx  71 

%/__»  (or  — «)»-f-/9»  —   ß' 


\  ' 
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Weil,  wie»' man  leicht  findet,  ' 
und  folglich  •  :. 

isf,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

ein  Resultat^  welches  für  die  folgenden  Betrachtungen  von  grosser 
Wichtigkeit  ist. 

Pü^  i7  =  0  ergiebt  sich  aus  der  voHiiefgehendi^n  Gleichung 

und  folglich,  wenn  man  ^=0  setzt,  auch  immer 

/ :=  0.  f 

Also  ist  jederzeit 


■  :  »»■ 


4    . 


p-^^  Adx  _Q 

welches  auch  eine  in  mehrfacher  Beziehuäg  idchtige  Gleichung  ist. 
Setzt  man  in  der  ohigen  Hauptgleicnung  — B  ßir  B^  so  er- 
hält nian 

/        j ,  > H ,  . 1  <te  =:  —  2ariy^-  - 


-        ♦.  8.  . 

Es  sei  Jetzt 

wo  :jn[^)  und  f\a)  ganze  rationale  algebraisäie  Functionen  be- 
zeichnen, deren  erste  von  einem  niedrigern  Griide  als  die  zweite 
ist,  eine  beliebige  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function ; 
der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  Function  /^o?)  sei  die 
Einheit,  und  die  Gleichung  F{a:)  =  0  habe  lauter  ungleiche  Wur*' 
zeln.    Die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien 

•  «>  »15  »ai  »»> ...... 

und  ihre  imaginären  Wurzeln  smn 


,      N 
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Unter  der  Vorattssetsuiig,  tlass  F'Ijp)  wie  gewöhDlich  deD  ersten 
DifferentialquotienteD  von  /l(Jk?)  bezeichnet,  seien  die  Werthe, 
welche  die  gebrodiime  Filtaction  '      ' 

nah 

Fix) 

für  .  i    . 


^==iy,  a?=:i9ii  äp^ss^a^^  sp^^m^y 


1 1 


und  fiTr  '  > 

erhält,  respective 

'2t,  2Ci,  A,>  2(t^  ..... 
und 


so   ist  nach'  der  Theorie  dfer  Zerle^ping   der  ^hten  gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Functionen  in  rartialbrüche  bekanntlich 

F(x)        4r  —  a        x  —  »,         ^  — «,        a?  — a,  ^ 


^^>l/_l       .       ^-M^— l 


.  ^  • .  • 


or  — «1— ^jl/lTi         a?  r-  «1  -H  /^i^— ^ 

+  u.  s.  w. 
und  folglich  nach  f.  2.  4. 


+  tf*  s.  w. 
alstf  nach  §,  7. 


y!r^'*^=- 2'<^+*. +^.-«-^' -*-•••  •)• 


Wir  wollen  nun  4a8  Bifferential 
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am^ldat 


'  I     •  I 


betraektoD,  wo  m  und  m  poiitjir«  f^me  X^blen  beceichoen,  und 

m  —  1  <  ü,  bIbo  nt  «^  «  +  1 

sein  soll.  t  i    ' '     , 

Die  Wurzeln  der  Gleichong 

1  -|-,ar«=*  oder  ^sis— 1 

sind  alle  jd  der  Formel 

■  I  * 

eDthalten.    Setzen  wir  nun  in  Theil  1.  XL.  f.  57. 

10  ist  a=s  —  1,  /9  =  0,  und  folglich  nach  Theil  I.  XL.  f.  52., 
wenn  .        , 

geietit  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle  f0==,l  und 

9>  =  ArctangO  +kn, 

wo  Arctan^  den,  absolut  g^enommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometnache , Tangente  0  ist,  und  ^•;  weil  a  n^gati?  ist,  eine 
beliebige  nägerade  gftuze  Zahl  bezeicbnec^  Weil,  nun  Arctang  0=0 
ist,  und  offenbar  ^=1  gesetzt  werden  känn^  so  ist  Ch  verstattet, 
9^  TT  zu  setzen. 

Daher  hat  nac|i  Theil  L  XL.  f.  57.,  wenn  m  eine  gerade  Zahl 

Ut,(— 1)"  die  folgenden  »  sämmtlich  von  einander  verschiedenen 
Werthe,  also  die  Gleichung  l+a:«*  =  0  die  folgenden  m  summt* 
lieh  unter  einander  ungleichen  Wurzeln : 

cos  -—-f-sin  TTK  —  1,     —cos  -— — 'shi  --K— *  i; 
cos --  +  «11  -::^K  — I,  •        cos  — -*•  tin  ■— K  —  1;    . 

9V  vi  !•  ff 

cos  — -f-sin  — K  —  1,         cos  ■—  —  Sin  ■—  k  —  1 ; 

I  / 

U.   8.   W.  U.   S.   W. 

«JOS  — _^^  gm  — --^(/^^  1^  Qos  ^    ^  ^ —  sin  — -zr-^V  —  L 

Weil  Duu  aber 
M,  fa:^  _^|„  ^Lri)?l/:rr=cos  (;r-  f )  -  .in  (tt-  ^jV/^I 

=  — cos  —•  — am  —  K  —  1 

'         7»  11 
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X 

ist;  Bo  kann  man  die  obigen  m  ungieichen  Wurxeln  auch  unter  der 
folgenden  Form  daratellen: 

cos  -—rfcsin  —W^ — 1, 

cos  -— ±sin  -rl^—  1, 

COS  —-rfcsin  -—k  —  1, 
u»  s.  w. 

cos  ^ — —- ^±sin  — r-^»^— !• 

Wenn  dagegen  n  eine  ungerade  ZaU  ist,  so  Lat  nach  Theii  1. 

XL.  fi.  57.  die  Crosse  i'^^)^  ^^^  folgenden  m  sämmtlich  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe,  also  die  Gleichung  l  +  a;"  =  0  die 
folgenden  m  sämmtiieh  unter  einander  ungleichen  Wurzeln; 

4 

cos  -—-l-sin  -—K  — 1, 

COS  «—-l-wn  — -K — 1,  cos  —■  —  sin  --K — 1; 

cos  *rH*-tui  -r»^-^l»  cö«  i:  —  «ö  T*^— *; 

u*  s.  w.  u.  s.  w. 

mm  .  «W|/— T  ^'^ — 2)ii         .     (ü  — 2)flr|/ — =- 

— -I-Mn  -Z"»^ — 1»  cos  ^ r*-^ «Ml  ^ 'Z'T'V^ —  1» 

mU  tibei 


cos  —  -f  sin  — -K  —  1,  cos 


COS  — --l-sin  •— K  — r.l  =  cos  9r  +  sin  jtk — 1  =  — 1 
'  n  n 

ist;   so   kann   man   diese  »  sämmtlich   unter  einander  ungleichen 
Wurzeln  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

-1, 

cos  -^dfcsin  --K — 1, 
cos  —dbsin  —k  —  1, 

^m  ^m 


cos 


?=!=8in  ?l/:^. 


COS 


u.  s.  fr. 
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Wenden  yf ir  jettt  den  im  vorigen  Puragraphen  bewiesenen  ull- 
geaeiDen  Satz  an,  so  ist 

und  folglich 

m  setien. 

Ist  nun  zuerst  m  eine  gerade  Zahl,  ^o  ist^  wenn  alle'  im  vori- 
ffen  Paragraphen  g^hrauchte  Symhole  ihre  dortige  Bedeutung  auch 
jetit  beihehalten,  nach  dem  Obigen 

n                      8ä                     5w                                     (n— l);f 
o=cos  — ,  a,  =co»  — ,  a,  =scos  -^^  -    -  a4(,-j)==C08 ; 

|J=im  — ,  /?,  =8in  — ,  ^,=:Bin  ^,  .  .  .  ft(i,-2)  =  8in   v     ^       ; 
ni4  folglich  • 

JdzBV^^  =  ^(coE  ^±8in  ~^'=nr)«— , 


M 


j,  zb  Ä,i/=n^ = -(CO.  -  ±  »in  ?^i/zrr)-  -«, 


n 
u.  8.  w. 


d.  i.  nach  Theil  1.  XL.  f .  54.         • 

AzkiBv^  1=— (cos  ^- — ±8in  ^ — - — K—  Ij, 

^,  zfcÄjK  —  1=---  cos -^ — -—^±810-^^ — -     — K— 1  , 

if,±ir,K  —  l  =  --tcos -; ±sin Vy— i|, 


n 

u.  8.  w. 


^i(ii^j)±i?Hi.-2)K -i=7;^|co8 ;; ==«" — ^T; *^-M- 

Fdgltch  ist 


MM  *         •        (»»  — *>y 

£r=:--  Sin , 


U.   8.   W< 
TktU  II.  19 
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ist;  80  kaoD  man  die  obigen  m  UDgfleichen  Wurieln  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 

cos  ■—  =fc  sin  — l^ —  1, 
cos  —zfcsin  •— K  — 1, 
cos  --dbsin  --k  —  1, 

U,   8.   W. 

cos ab  sm  — — — k  —  i. 

Wenn  dagegen  m  eine  ungerade  ZaU  ist,  so  hat  nach  Theil  I. 

XL.  f.  57«  die  Crosse  ( — 1)**  die  folgenden  n  sämmtlich  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe ,  also  die  Gleichung  1  +  or«  =  0  die 
folgenden  m  sämmtlieh  unter  einander  ungleichen  Wurzeln; 

COS  — ■  -+-  sin  -tr»^—  h 

cos  TT-f-iin  —K — 1,  cos  •—  —  sin  --K — 1; 


I» 


■  \ 


"2  4-tui  —K -r-1,  cos  -—  — sm  --l 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 


—  -i-sin  — K — 1,  cos  ^^ — —^ —  sin  ^ — z"^*^ — 1» 
Weil  über 


cos  ^ 


cos,  — -l-sin  -j-V^-T.l=:cos  jr-f-sin  jrV/ —  1  =  — 1 

ist;   so   kann   man   diese  i»  sämmtlich   untepr  einander   ungleichen 
Wurzeln  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

-1, 

t 

CQS  -^  db  sin  — K —  1, 
COS  —  dbsin —K—1, 


cos 


?d=8iD  ^l/=T. 


COS 


u.  s.  fr. 
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Wenden  yrir  jetst  des  im  vorigen  Puragrapheo  bewieseoen  all- 
l^aeinen  Satz  an,  so  ist 

und  folglich 

ZU  setzen. 

Ist  nun  zuerst  m  eine  gerade  ZabI,  so  ist^  wenn  alle'  im  vori- 
nn  Paragraphen  gebrauchte  Sj^rmbole  ihre  dortige  Bedeutung  auch 
jetxt  beibehalten,  nach  dem  Obigen 

n  8«  5ir  (»— l);r 

a=co8  — ,  a,  =€0S  — ,  a,  =cos  "^j  •  .  •  «4(11-1)  ==  cos  — i^"^? 

^=sin  ~,  /?j=sin  — ,  /?,  =  Bin  — ,     .  .  ft(i,-2)  =  «n  — jj — ; 
und  folglich 

^±ÄV/=n"  =  -(co8  ^ dbsin  ÜLV/CTTw-i., 


• 

.    ^.  =b  Ä.»/:rT = -i(co.  5  ±  •"«•  ?i/=^)-  -". 


U.   S.    W. 


)^^=i 


d.  i.  nach  Theil  1.  XL.  f .  54.  • 

^dbÄK— 1=— COS — zfcsin  ^^ — - — K— 1  , 

A.zriB,v  —  1=:— -icos ^±8in-^ — K — If, 

^  -j^  o  ly — r       *  c       M^^^V'  ■    •    5(«i  —  »JTTi  y — =-, 

^,  ±ir,K — l=:--{co8 :±:8in K— 1|, 

U.    8.    W. 

^        _j_»          i/~r       1|         (ii-l)(m-fi)7r  ,    .    («i-i)(«i-«i)7r|y— r 
4(»--l)±ÄM«-2)*^-l=7i^lcö8  if ==^*" ^J K-1  j. 

FolgKth  iat 

B,=z^  8in , 

n.  8.  w. 
TWU II.  19 
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Wenden  ^ir  jetzt  den  im  vorigen  Paragraphen  bewieienen  all- 
gemeinen  Satz  an,  so  ist 

und  folglich 

rix)         n"!"^ 

zu  s^zen. 

Ist  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zahl,  ßo  is^^  wenn  alle'  im  vori- 
gen Paragraphen  gebrauchte  Symbole  ihre  dortige  Bedeutung  auch 
jetzt  beibehalten,  nach  dem  Obigen 

a  =  cos  — ,  a,  =€08  -^,  a,  =co8  ~5  •  .  .  «4(11-8)  =  cos iJ""^; 

C ^     .        W       ^  .       3W      p  .57»  .  ..       (l»—l)7f 

/}=f «n  ~,  /?,  =sin  — ,  /?,— sin  — ,  . .  .  ft(„-.2)  =  8in  -     ^      ; 
und  folglich  • 

,.'  ■  ■■"  •  -      ■ 

^,  =b  Ä,  l/ITf  =  ^(COB  5  =*=  "■"»  ?^^^^)— ". 

U.   8.    W. 

^.^^^^±:B,^n^^/^=^cos  ÖLZll^drsin  (?^=i>!l/:rry--.; 


d.  i.  nach  Theil  I.  XL,  f.  54.  • 

Ad=BV--l=-\coB  ;r~  — ^'"         n      ^^-^i' 

. .  '  .  ' 

-rf,  dh^.K — 1  =  — jcos ^rfcsin -^ ^K  — 11, 

^adbiffjK — 1  =  -— COS -; rfcwn K— 1  , 


u.  s.  w. 


.-^J(»-2)==^H«-2)K -l=~|cos jj ±sin V'\\. 

»olglich  ist 

*. 1     .„  {w  —  n)n 

if  1= —  sin  — . 

n  n     . 

Ä,  = —  sin —y 

„  1     .     5(«i— -Ji)?» 

^»  =  -  «n      .  ^       , 

••'^  ■  U.-8.  W, 

TkeUjI.  19 


\ 


•   > 


—   SID  

n  n 


Äj(«-2)£=--  SID — ; 


uod  daher  iiach  dem  hn  vorige») Pangniphen  bewiei»eneii  allg-emei- 
nen  Satze  für  ein  gerades  n 

-«  1 


x^ 


In.  .     (m  —  n)n         .     Z{m  —  n)n^_           5(«i  —  n)n   _ 
= jsin h  SID -4- SID 1-  * .  . 

...-(-6m: — ^- 1, 

iimner  unter  der  VoraussetzuDff ,   dass  «i— 1<»  oder  m-^/i+l  ist. 
Wenn  n  uDgerad«  ist,  so  ist  liach  dem  Obigen 

a  =:  cios  --•,'  a,  =i=  cos  -^j  a j  =?:  COS  ^,  •.  .  .  a^(»— 3)  ==  cos  — ^-- ; 

.  wir  Tv  '»  ^V 

^  •      .       71     p  .871^  .,     9n  g.  ,     {n  -^  2);» 

/J=81D    — ,   ^,  =SID   —,'/?,  =  SID    — ,   .  .  .   ft(n-^)  =  SID ; 

'  .     t  « .         . 

und   durbb   eioe  gaoz  ähDÜche  BetracbtuDg  wie  vorher  erhält  man 
also  ofteobär  in  diesem  Falle    '  -• 


-  '^  ■ 


271,  ,     (m  —  fi)n              ^m  —  n)n         .     5(»i  —  n)n 
= IsiD 1-  SID  z. —  — h  SID h  •  .  . 

.      .      («— 2)  (»I  — w)7r, 
Siod  DUD  überhaupt  • 

Winkel  iD   arithmetischer  Progression,   so  ist   Dach  bekaDnten  go. 
niometfischcfti  Formeln/,  j'  '         '     .     .  .    -\ 

8in  ^  =  sin  ^, 

sin  (;ir-|-y)   =;^i#.ii?  €a»  y  —sin  (.^  — y),i 

sin  (.2: -h  2y}  =  2sin  (^iP.-f-y)  cos  y  — ^^sin  a:, 

sio  (^-|-3y)==2siD  (a7  +  2y)  cos  y  —  sio  (^  +  y), 

\  n^,  B,  w. 

siD  (a:  +  »y)  ==  2siD  (^  +  («  —  l)y)  cos  y  — 7  sin  (.r  +  (/*  —  2)y) ; 

und  folglich,  wenn  man  \. 

S  =  sin  a:  +  sin  (^  +  y)  -H  siu  (^,-lr  2y)  -f- ...  -f-  sin  (^  -+-  #»y) 

setzt,  wie  man  leicht  durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  findet: 

A  =  sin  a:'{-2\S — sin  (^-f-^)|  co«  y — sin  (o:  —  y) 
—  jiS^— sin  (ar-t-(i*-- l)y)  — sin  (^  +  «y){. 


.X 


»1 

2i§f(l  — cos  y)  =  siii  ^  —  2sio  (^  +  üy)  cos  y  — sin  (or  —  y) 

H-sio  (^r+it^  cos  y— cos  (a^^mff)  sio  y+8iD(^r-f-iiy) 

=  siD  ^(1  —  cos  y)  +  cos  a:  sin  y 

■+•  sin  {jt  ■+•  «y)  (1  —  cos .  y)  —  cos  (o?  -+•  «y)  sin  y, 

alro,  weil  \ 

1  —  cos  y  =  28hi  ]{^y*,  sin  y  =  28in  -Jy  cos  jy 

irt,  woBB  «an  aiff  beiden  Seiten  mit  2sin  -^f  Ahridirt, 

%S  mn  |ys=sin  4r  an  iyH*- cos  ar  c«s  ^y 

+  sin  '(*+'iiy)  sin  |y— cos*(a?  +  iiy)  cos  4y' 

■  ■  • 

=  cos  (o:  —  iy)  —  cos  (et: +  (»;+•  ^)y). 

Folglich  ist 

jg cos  (^  — jy)— t;os'(^-|-(n>Hi)y) 

2sin  iy 

oder 

cf  _^  «in  j(« -4"  l)y  sin  (y  -^  j^) 
^^ 'slniy ^ 

Aus   dem   ersten   dieser  beiden  Ausdrücke  eriialte»  wir.  unter 
der  Voraussetzung,,  dass  it  eine  gerade  Zabi  ist,  leicbt 

sin  ^- —  -4-  sin  -^ —  +  srn  ^        +  • .  • 


,  .:.(«  —  1)  (m  — it)y> 


.  .  .'«^^lin  ^ 

l  » .    ■        ■       . 

1  —  cos  (m  —  n)n 

-  .    (m-^n)7t    * 

2sin  ^ — 

n 

« 

and  folglich,  weil 

,  V  •  .  '  (m  —  n)n  mn 

•cos  im  —  n)n  =^  cos  «wr,  sm  — — —  =  —  sin  — — 

llt, 

i,Q  5 — ^sin  -^ — - — ^-+-sin h  •  •  • 

H  ft  n 


1  —  COS  mn 

_  .    mn 

2sin  — 
■  n  - 


l>t  alio  m  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


sin  — ^—  -f- sin  •■     '  H- sm  — -t-  • .  • 

n  ^         li      .    '  n 

. .  •+»  sin  ^ 

19  • 


i...-*'.^*.-.'j 
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I 

19171 


;•  •  ■  .       *  * 

und  folglich  nacli  dem  Obigen 


»  «  sm  — 

wo,  da  ü  gerade^  «»  ungerade  ist,  und  nack  den  Vorhergebenden 
«V  <C  M  +  i  sein  mnss,  oQienbar  m-^n  ist. 

Aus  der  in  §.  3.  bewiesenen  Haupteigenttcbaft~  der  bestimmten 
Integrale  erbellet  auf  «Jer  Stelle,  dass.  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen, wenn  nämlich  n  gerade  und  m  ungerade,  also  tn — l 
gerade  ist,  jedei^eit        -  - 

und  folglich  ^ 

also  nach  §•  2.  1^. 

•tX— OD     l-f-iT*«"'^      tZ    0       1-1- J??* 

oder 

■  * 

folglich  nach  dem  Obigen 


0     1  -i-o:»«        ' 


nm 

n  sm  — 

■^'  .\       .  •  n 


ist. 

Ht  «9  eine  gerade,  al^o  m  —  1  eine  ungerade  Zahl,  so  erbel- 
let aus  der  in  %,  3.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  auf  der  Stelle^  dass  in  «^IKg^^  Allgemeinheit  für  ein  ge- 
rades if  "  .       - 

t/'o       l-f-ior«  "~     J  ^OD 1  -f-  ar«  ^ 
und  folglich 

^  «/ — »  1 -f- o:*       «/ 0       1-1-^^  ' 

also  nach'  f.  2.  2. 

/       -T -^  =  0 

tX    — OD      1  -|-  «P* 

ist  ^    A' )  .^'  < 

Pur  ein  ungei^ades  u  erhält  man  aus  dem  Obigen 


S9S 

(m— -«1)71   .  l(m  —  n}n  ■  5(#i  — irVi 


(ä  -T  2)    («1  —  «)» 


0  1  «^  cot    ^        i      ■■■     »ijri     I       f%\ 


n 


.ari„(-tzjai 


;.  /:, 


Öder,,  weil  n  eine  UDgerade  Zahl  ist, 

(m  —  nht  .  ^m^n)n  .  5(m  — m);] 

BIO   ^ — +  Sin-  ""•  '■■■" —  +  S1D       ■ 


:i. 


.     (n-^2)(m^Wpf 

L.  «in  ■'     '' 


.  .  .  -r-  8ID  ^ 

JM/I 

1  —  COS  maf  CO«  —  .    , 


•       .       0171 

.    >  r-2sui  — 

n 


Ist  Hüll  jw  eine  gerade' Zahl,  so  ist 

.     (m  —  n)n       ..  .  8(w  — ii);y  5(»»-r»)y»   ■ 

■>"  i — -— -  -t^tiB      *  ^^  ^ — h^i*i  -^ — ir-^-+- .  .  . 
n      •     ^  n    .  ,  n 

,     .     («  —  2)  (iw  — Ji)» 

.if-T-8ID    —__ 

i         ■  99- 


».  •  2fem .  ;  ■  -  ..  ■  -      >.;/.■  : 

für 'ei A  ungerades  M  ist  dagegen  .     '     «.  r  .t:'\ 

.  .  .  +  «in 


n 

-*• 

„.    ma     — -icot^. 

2sm  — 


Polglich   ist  nach  dem*  Obigen  fiir  ein   ungeradem  n  und   ein 
gerades  m,  wenn  m-^n  ist^.  ,  .  < 

Aagegen  ist  nach  dem  Obigen  fijb^  ein  nngerädc^s  n  ujid  ein  unge- 
^raoes  m^  wenn  «i<!«i+l  ist, 


.1. 

IWTI 


-r =;:  —    CO 


cot   _    . 
2if^ 
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Wir  wolleo  nun  ferner  auch  das  Differential 

1— or»? 

betrachten,  wo  wieder  m  vükA  U  positive  ^anze ^Zahlen  bezeichnen, 
und 

191  —  1  <  li,-  vfso  «I  <  »  +  1 

sein  soll. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

^— l«=jO  oder  ir"  =  1  ■ 
«ind  aJJie  in  der  Formel 

■     •      '      •  2. 

enthalten.     Setzen  wir  nun  in  Theil  I.  XL.  §•  57. 

so  ist  a=:  +  l,  /?  =  0,  und  folglich  nach  Theil  1.  XL.  §.  52., 
wenn 

a  +  jSl/tTi  ssi^coi  9>  4-  diu  spl/^HT) 

{gesetzt  wird,  in  dein  vorliegenden  Falle  ^  =  1  und 

9  =  ArctangO  +  ^TT, 

wo    AretangO  den,    absolut  genoMiiiien,    kleinsten  Boffen,    dessen 

trigonometrische  Tangente  O^ist,  und' >&,  weil  ä  positiv  ist,   eine 

beliebige  gerade  gojtiz^.fltiftl  beeeich^et.    Weil  nun  Arctang  0  =  0 

ist^  und  offenbar  ^  =  0  gesetzt  Wertteil  kann,  so  ist  es  verstattet, 

9)  =  0  zu  setzen. 

^    Daher  hat  nach  Theil  I.  XL.  §.  57«,  wenn  n  eine  gerade  Zahl 
1 

ist,  (+1)'*  d^  folff«Bi4n.ji' sfmiiitUck  von  einander  v^schiedenen 
Werthe^  also  die  Gleichung  a:** -7^1^=0  die  folgenden 'la  s&mmt- 
Kicfa  unter  einander  unirleicben  Wurzeln: 


u^gi 
±1, 


'    '  cos  _ 


?2±8i»^V=rr, 


k    '  • 


cos  — ±sin  — K — .  1, 

671    .  OTfr  y"    '  < 

cos  — SSHl    — K  — 1, 

«   .  .,^:      ...  ■  ■'  ■ 

■'•'■"'     vU«    8."  W.'.     "; 


Wenn  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  hat  nach  Theil  1. 
XL.  §v  57.  die  Grösse  (+ 1)^  die  folgeiden  #i  sämintlich  von  ein- 


im 

and«r  ver8d||ii£4ep^  Wertb<»^  also  .4ie  Gleichuog   1 — ar''=:0  die 

««  -±'«W!;^K— 1,    .>..    .,  :•.    I-,    . 

W  II 

I  • 

COS  — dbSID    — K  — 1, 

n  ff 

I 

U.   8.'  W. 
cos  ^ --^±S1Ä  ^^ ^-K  — 1. 

Um  DUO  wieder  den  in  f.  8.  bewieseB^n  'ÄllgemeiDen'  Satz  anzu- 
wendeo,  müsseD  wir 


und  folglich 


.   V 


iiSL^}^^-n     '     '       '■■■■■■■ 

setzen.  '.'■'■■-      '      •'■ '  '"  \       .\ 

Iit  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zfthl,  so  ist  in^ezug  auf  %.  8. 

271  471         __^,  ^    «ft^  («  —  2)71 

a=:co8  -— ,  «,  =cos  — ,•  a,s;f  eo«  -^t  •  •  •  aK»»-4)  =  cos  — ^j — ; 


•  -N 


a  .       2j»      ^  .       471     ^  w«    ^^  .A.  .       («— 2)71 

«94  CdJfflich 

A  ±  Äl/^=T=  iccos  5  ±  siD  5i/irT)«-s 

i  -  •  •  • 

n.  8.  w; 

d.  i.  oacb  Thcil  I.  XL.  §.54. 

M  ■    M%\/ r        li        2(m— ä)7i_,     .     2(1»  — w)7r, / — r-, 

y»  IP  »» 
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A=bÄ,l/irT=;ljc«8  <Km -  >»)« ^ ^^  g(g*rJ>;txiri}, 


9f 

U.    S.    W. 

#1)71 


Folglich  ist  / 

^«  =  ^  "  -  "" — ^ > 

U.    8.    W. 

-,                  1     .     (#»  T-  ij)  f  «I  —  «)7r 
^««-4)  =  -  «n ^ , 

Und  daher  nach  f.  8.  für  ein  gerades  4»,*  weil 

ist,  ^  -'    •       .     ^  ' 

-00    1  — ar^ 

=  —{810   -^ -^+810  -^ -    "^-t^SIU  -i^ i-+  .  .  .- 


...  -f-  Sin 


immer  unter  der  Vorauiisetzang,  dass  :m  —  1  <;  i»  oder  0t  <!  it  +  1 

Wenn  n-  nngeiäade  iat^-'so  ist  nachrdem  Ob^ea 
o  =  co8  —,  a,  =cos  —,  a,  ss=co8  tr,  .  . .  aj(„_3)=cos  ;; ; 

P  .        ^      p  .       471      ^  .   .        OTT  .  .         {n  —  1)71  , 

P  =  "n  -^j  Pi  =8in  — ,  pf,  =  sin  — ,  .  •  .  ft(«-.8)  =  sm  — -^ ; 

and  durchweine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorher  erhält  man 
also  offenhar  in  diesem  Falle 


«    1  —  ar« 


n  j 


27f  (   .     2{m  —  n}n  ,     .    4(j»  —  ilr)»  ^     •    ä(«*  —  "V* 

sin  — — —  -+-  sin  — — —  -f-  sin 

n  •  n  n 


(n  —  i)  (ffi  —  «)7f 

Bio  ' ' — 

n 
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Fir  ein  gehides  n  ist  Bach  den  ?eri§en  Paragraphen. 
111 — -f-tin +Bin ^.,.-^8in ^  .  '^ 

ff  H  fl  •  fl 


COS 


I  *—  cot  ■ 


28in  ^ ^ 

oder,  weil  it  eine  gerade  Zahl  ist,  wie  aian  leicht  findet, 

"P      ^   ^  H-iin  +w      ^    ■i-l-..  +gip  ^ -^ 

M  fl  ff         ^  fS  ' 

t  l  '       .   ^  «       . 

^j^(l  —  COS  mx)  cot  -— -. 

w9 


Ui  also  «1  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


'  sscot 

ft ' 

und  folglich  nach  dem  Obigen. 

/      T — z:;r  =  t  ^®*  t^ 

t/  —0»  1  —  j;*         n  n 

•••     •  ■  ■■  ,    '•   ■     »,\  ■     .        ,  ■ 

■     4      .  ..      I  f 

fivo  M'^n  ist,  da  i»  gerade,  m  ungerade  ist,  und  nach  dem  Vor- 
hergehenden M  •<  if  +  i  lein  muss. 

Aus  der  in  f.  3.  bewiesenen  Hanpteigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  uvter  den  gemachten  Vor-^ 
ansaetiung^n,  wenn  nämlich  jm  gerade  und  m  ungerade,  also  «•  — 1' 

gerade  ist,  jederzeit  ' 

I   •■■■ 

und  Cbiglich  • 

ako  nach  |.  2.  2. 

oder-. 

folglich  nach  dem  Obigen 

^^  =  —  cot 
0    1  — orf«         » 

ist. 


mTl 


208 

Ist  Meine  fferade^- jils«»  «t-t^l  eiiie  ungerade  JZiilil)  so  erhellet 
ttus  der  in  $.  o.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestimmten  In- 
tdg^aief  anf  der  Stelle,  .dass  im  irfUigier  Allgemeinheit  6ir  eio  ge- 
rades u 

I  'V  -  ■ 

'und  folglich  .    t^ 

•/— a»l— »«*         fa      X-^a^         ' 
also  Jiacb  §.  2.  2. 

^   —OD      1  """  %P*  ,  • 

ist 

Für  ein  ungerades  i»  erhält  man  aus  dem  Obigen 

.    2(tn— n)7»  ,  .t^^m^-nyn  ^^^^{m-^n)n   .          ,     ._  (it— I) (m~»>i 
■la    ^  ■    ■        J  sin «,'«|  am  >      ■ — ^•-^^.•««lif-sin  --^-: — j- 


cos 


(m  —  njn 


'T^. cos  (m  —  n)n 

2sin  "i -^ 


oder»  weil  m  eine  luigerade  ^hl  |sft» 


-^    V. 


009  mfir- C08  .— - 

11,1  4t  '■         ' 

91 


..\.' 


|«t  nun  m  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

jiIp  2U_^  4- i|o  ^2_j — ^tin jj !-...+ sin'-: '-^ '- 


l  — cos 

2sin  — 
n 


\.  '    '  \.    > 


rur  eio  ungerades  m  Ist  da^geu 

sin  -^ — r -hwö  -^ — r"—  -f-sin 1- . ,  .-f-  sin -— 


ft 

=  ..  m^  =^"*är- 


l^-coi** 


Sain 


•\ 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  unjgemdes  n  und  eia  gerades 
Mt  wenn  m-^^n  ist, 
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'19  iRIf 


Dagegen  ist  nach  dem  Obi^n  ftr  ein  «agei^des  n  und  ein  unge- 
rades «9,  wenn  je»  <^  «i  + 1  ist, 


.♦•"•■• 

Setzea  wir  in  der  in  §.  9»  für  den  Fall,  Wenn  m  nagerade 
VKo/ä  j»*'^gmde  ist,  g^ndenen  Formel  für  m-  und  i»  respectiv» 
^M«4*l*VBd' 2iil,  so  erhalten  wir 


0    1  -f-Ä***  "^ 


.  < 


0   1-1- Ä»»  .     ^^   .    am-f-l    , 

Ä9  «in --S^fä-— n* 


fiir  2m+1<2»  oder 


3l9       ^     ". 


Aat  ähnliche  Art  erg^ebt  sich  aus  §•  lO«- 

» 

0    X—nfi». 


flir  ^MM-l^t/i  oder 


V- 


80  findet  man  leicht 


2ÄI-I-1   ^, 

.%    VLtxA 

1 

219      —^'      ., 

1    >» 

1 

tng^mOes:       xf*r44K 

#■ 

i 


--    A)'. 


Idbaiin  Isfc« 


I 


nnd  folglich,  weil  fiir  ^  =  0  und  ^==00  Auch   respective  %^=0 
und  x  =  00  ist,  ■       :-\-.- 

OD  a;9fndx 

.    .V'.  ...  i 


Also  ist  nach  dem  Obigen 


t  /  0    I  +  <         sin  «71' 

0    1, — »  "!"  tang  OTf ' 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist, 


.  .1 


0    1-1-0?  """sin  «71 ' 
0    1  —  a?         tang  an' 


3oa 

Nicht  unbeachtet  zu  Jussen  hat  man,  (hifis  nach  dem  Obigeo    ' 

IBt. 

Wenn   dud  aber  jetzt  4$  eine  belUbig[(e  p'ositive  Grösse  ist ,   so 

201  I   1 
kann  mau  leicht  zeigen^  dass  man  den  Bruch  — r ,  wo  m  und  u 

veränderliche  positive  ffanze  Zahlen  bezeichnen ,  dieser  Grösse  be- 
liebig' nahe  bringdn,  d.  h.  dass  in  all  die  positiven  ganzen  Zahlen 
m  nnd  it  jederzeit  «o  bestimmeii  K.ann<^  dass  der  numerische  oder 
absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  deti  ^beiden  Grössen  a  und' 

— ^- —  kleiner  als  j^ede  gegebene.. qocli  iK>  kleine  positive  Grösse 

V  ist.    Um  dies  zu  ^ei^^^  wollen  Wir  äie  beiden  Bedingungen 

2«i-|.i^         2m-|ll  ^ 

2i»      "^    *       2i»  ••^- 

zu  erfüllen  suchen.    Diese  beidea  «Bedingungen  sind  aber  offenbar 

jederzeit  erfüllt,  wenn  — ^rrf  ?,^°!^  Mittelgrösse  zwischen,  a  und 
a  +  v,  d.  h.  f)  wenn  ,      ,  ^ 

ist.  Diese  letztere  Bedingung  ist  aber  nach  .  der  Lekre  yffu  den 
Mittelgrössen,  jederzeit  errallt,  w^nn  die  Bedingung 

erfüllt  ist,  und  es  kommt  also  jetzt  oß^nbar -bloss  darauf  an,  zu 
zeigen,  dass  die  positive  ganze  ^ahl  fp  jederzeit  so  bestimmt  wer- 
deii  kann ,  dass  rzwischen .  den  Uei^eif"  positiven  Grössen  2an  und 
2(a  +  v)t§  eine  gewisse  ungerade  positive  ganze  Zahl  liegt.  Dies 
ist  aber  jederzeit  der  Fall,  wenn  die  Differenz 

grösser  als  2  ist.    Setzen  wii'  nämlicii   ~^~  ' 


WO   ßi  und   A^  positive rrgaiui^  Zahlen»   ^  und  -^  positive   echte 
Brüche  sind,  so  ist 

^  -i  /r    .     ß 

Ist  nun  ^  '\.*     •"-   • 

■■'■■     "•  a'         d 


so  ist  offenbar  jederzeit 


.'.1    - 


.  >  .' 


•)  Tbl.  I.  XL.  §.  33. 


8Ö1 

ou4  folglieb,  weil  k  —  k  eine  positive  gooie  Zahl  ist, 

oder 

Wftre  ono  oueh  bloss 

kzrzk-^T,, 
80  würden  doch  zwischen  % 

^-Ht  nnd  ^'H--p, 

d.  i.  iwiscben 

%^n  nnd  2(a-HK)ji 

jeden&lls  die  beiden  ^anien  Zahlen  k'^X  und  i&  +  2  liegen,  von 
denen  eine  nothwendig  ungerade  sein  muss»  und  um  so  mehr  muss 
also,  wenn 

ist,  swiiichen 

%»»  und  2(a#F)is 

jederxieit  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  also,  dass  unsere 
oben  ausgesprochene  Behauptunff  bewiesen  sein  wird,  wenn  man 
seigen  kann,  dass  sich  die  positive  ganze  Zahl  h  jederzeit  so  be- 
■tilnmen  lässt,  das9 

2/iv>2 


ist.     Da   nun  aber  diese  Bedingung  erfüllt  ist,   wenn  man,   was 
offenbar  jede    "*  -.-.-i?  ^   5--     j«.        -•^!  -  «n 

ftinsml;»  dass 


offenbar  jederzeit  möglich  ist,  die  positive  ganze  Zahl  n  so  be- 
ds 


^   1 

V 


ist,  so  ist  unsere  obige  Behauptung  nun  als  vollständig  bewiesen 
ansusehen,  d.  h.  es  ist  in  völliger  Strenge  gezeigt  worden,  dass 
die  positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  immer  so  bestimmt  werden 
können,    dass   der  numerische  oder  absolute  Werth  der  Differenz 

2m-i- 1 
zwischen  den  beiden  Grössen  a  und  — r- —  klefiner  als  jede  ge- 
gebene noch  so  kleine  positive  Grösse  ist. 

"  Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ist  klar,  dass 
fiir  jedes  positive  a,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist, 


-    0    1  -f-  ^  """  sin  ÄTi' 
0    1— a?   "^ 


tang  an 


M2 

I 

ist,  welches  zwei  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  uod  wich- 
tige Resultate  sind^ 

UL 
Von  den  Euler'schen  integralen. 

Euler'sche    Integrale    der   ersten    und    zweiten    Art 
heissen  respective  die  heiden  hestimmten  Integrale      ^  • 

•/  0     ^«^  '  Ad/'  ß:'  '    „ 

in  denen  die  Grössen  a  und  b  immer  als  positiv  angenommen  wer- 

den.    Das  erste  dieser  heiden  Intiegrale  wollen  wir  durch  ( — ),  das 
zweite  durch  r(a)  bezeichnen,  und  wollen 'also 


» ;*  • '       •  '^ 


i      ■)      • 


setzen  •). 

Jedes  dieser  heilen  Integrale  isf  einer  hemericenswerthen  Trans- 
formation fähig,  die  wir  jetzt  zunächst  kennen  lernen  wollen. 

Setzt  man  nämlich         % 

atab  ^ 


\  ■ 


.80  ist',  wie  man  leicht  findet,  -  -- . 

und  folglich,  weil  für  a:  =  0  und  ar==l  offenhar  respective  y=0 
und  y=<x)  ist, 

'     Setzt  man  ferner 


I »•     I  '  1 


80  nst 


«    ^         ... 


seinev  aus^ 


*)  Diese  BeiefichViung  gehraueht  Herr  Lejeulre  Dirichlet  in  sei 

fezeichneten  Abhaoalung:  Sur  les  -  iiU^grales  Euleriennes  in  Crelle's 
ournal.  T.  XV.  S,  258.  -Legendre  geonf^cht  für  die  Integrale  der 
ersten  Art  eine  andere  Bezeichnung,  und  geht  auch  von  einem  etwas 
verschiedenen  Beffriffe  dieser  Integrale  ausi.  Wir  sind  aber  hier  Herrn 
Lejeune  Dirichlet  gefolgt. 


nnd  folgiieh 


SOS 


Weil  BUH. für  ar=:0   und  4r=l.  offenbar   reipectiye  «  =  oo 
uod  «  =  0  ist,  so  ist 

folglich  Aaeh  naeb  ^  i.  1. 

Weil  mwk  im  Vorhergebenden  für  y  und  %  offenbar  ancb  a:  schrei- 
ben kann,  so  bat  man  die  folgenden  Gleichungen: 


Weil,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  die  EbTer'schen  Integrale 
der  aratm  Art  immer  durch  Euler^scbe  Integrale  der  aweiten  Art 
«usgedrückt  werden  können ,  so  wollen  wir.  unsere  Betrachtung 
hier  für  jefc^t  auf  die  letzteren  eibschrStaken. 

Mach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 

r(\)  =  f^e-^da:. 
Weil  nun  bekanntlich 

ist,  so  ist 


■  ■      .  .■  : 

I      ■  1   . 

/     • 

4-  Const. 

Fttr  ^==0  ist  er'*z=:\y   und   für   ar  =  oo  ist  offenbar  e— ^  =  0. 
Alaoiat'     * 


/tf— *<te  =  — 


/V*i/^=o-(-i)±=i,^ 


folglich 


r(i)  =  i. 


Nach    einer   aus  der  Integralrechnung  bekannten  Reductions- 
fomel  ist 


und  iblglicb,  wenn  man  fnr  j  er^da:  seinen  aas  Acm  vorigen  Pa- 
ragraphen bekannten  Atisdrack  seist, 

FUr   «r^O    ist,    weil   m   imaier    als    positiT    aagesoainien    wird, 
.r*!»  <«  =s  (K  *  Für  .r  =s  Qo  werden  Zftkli^r  aad  Newier  des  mit  der 

4«rüsse  .v^9  •*  identischen  Bruclis  — r  uneadlich.    Weil  nnn 


uad 


-3gI^Ä«(«— I)..  («  — Xr+l)^ 


Uli  na  iai  flir  JTSBai^  waa  aack  die  positive  vanze  Zahl' /r  sein 
m%^^  "^>l    aB«i  w^ws  SMia  aWf ,  was  offenbar  verstattet  ist,  ß: 

liiiM^^V  ^  m  UMMilft  «a  iat  für  jrsoo  offenbar  J^  =0.  Bier- 
aMk  »vMtaaai  aiaa  WMk  MuUMilta  Prineipien  der  Differentialrech- 
HUibiiv  ^hüa  ««K^k  dir  4r^»  4«f  Bruch  —  oder  das  Product 
^"^  '*>  .^M  Mk    %km  Ml  immA  thai  Ohigen  offianbar 

a.  y  \^  d^   bi»>k»aMili»ai  l>i»<(ii>itiilfci>jt  <i^  EalerVhen   Integrale  der 

WvU^V«^    ^ui>   v>^   i|Mr4^«Mr4i|i!i|   ^ll»4  atklAig«  Relation  zwischen 
livi  ^  ^\^  ^^ik\i^  t(4UMt^  '4»ikl  mx  ^m  ttkill  Man  durch  succes- 

^lua  (v4^UvK^  >k^(  ^f||wtl  A«4N^  ^a(i||<Mi  fmaijttapfcaa  1)1)^=1  ist, 

lu.^i   .iNi    ^^'N^KAWi^^AA^x   ai»»jt^  M  ^ffMM^  |»a»ib<ir  liroase  ist,   sei 
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ODd  folglich  y    weil    fiit    ;r  =  0   and    j7  =  oo    offenbar    respective 
y=0  und  y  =  oo  ist, 

/•»  1   /•• 

(Hier 

also 


• 


inner  unter  der  Voraustetzun^,  dass  ik  positiv  ist. 

Setzt  man  für  a  die  positive  ganze  Zabl  it+1,  so  erhält  man 

md  folglieh  nach  dem  vorigen  Paragraphen  * 

nter  der  Voranssetznng^  dass  n  eine  pointive  ganze  Zahl  und  f/k 
poritiv  ist. 

f.  16. 

Wenn   1  +  ^  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  nach  dem  vori- 
gen Paragraphen 

wo  6  als  positiv  angenommen  wird.    Folglich  ist  offenbar 

elio  .'         ^ 

woraus  sich  ferner  nach  f.  6. 

J  0  (iH- ^)*       r(Ä)  /  0        /  0 
ergiebt.    Nun  ist  aber  nach  f.  2.  3. 

0  -^0 

nnd  folglich,  wenn  wir  •#  als  positiv  annehmen,  nach  dem  vorigen 
P(Btragraphen 

ThtU  II.  20 


•  ^ 


»         \ 


also,  weBD  wir  ^  =  /'  setaeD^ 

Folglich  ist  oach  dem  VorhergehesdeD 

welcbes  auch  ein  höchst  wiclkfigia  und  merkwürdiges  Resultat  ist. 
Nach  f.  2.  2.  ist 

ud  aaeh  dem  in  €•  3.  büwiestoaa  8a(M  tat  offenbar 

'  * 

'     omi  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

■ 

Nach  f.  14.  ist 

I 

=(— ix«— |)IT— l) 

n.  s.  w. 
und  folgliclr,  ireil  nach  dem  OUgen 

Iv        1      »      S         9a— 1 


♦.17. 

UmgrektlHrt  kBBit  man  nm  dber  avdk  ^  £tler'acfaen  Integrale 
<er  sweit«»  Art  mmmt  4iird»  Aik»!a«ft«  latagrafa  ^  ersten  Art 
•ndrfieken.  Baiaiclmet  nifmlidi  ,4t  eine  poaitiTe  ganze  Zabi,  so 
ist  Mtch  4er  ia  vorigen  Pangr«pn«n  gefiadenen  Kiuptformel 

20' 


l 


SI9 


■    ;  1     11     ■ 


X  (ä?  T-  COS  ^  —  sin  ^^/-^  1) 


X  (^ —  COS  — — ^  —  sm  — zr^^-^*) 

,     X(^  — eos      '^-  '    +  sin  — - — V—\); 

also,  wenn  man  immer  je  zwei  t^oniiiffirte  imacrinäre  Factoren  mit 
eiBaader  verbindet,  ^-p-  o 

^«  —  1  =  (^»  —  1)  (^»  —2^  cos  ^ -I- 1) 

X(^»— 9Lf  cos^  +  1) 


•     ••%•• 


X  ia:^  -  2a?  cos/-5— ^  + 1). 


DtvMtfi 'man  nuii  durch  a:'*  —  1,  ao  eriiält  man  nach  ein^m  «ekr 
bakmudei}  arithmetißc^o  $atze 


afi—z  »^  4;«— 4  .^  a?"~* 


•  •  • 


2n 


Ä?*  +  1 


i=:(ar»— 2a?  cp/i  -+1) 


X(ä?»— 2;r  cos  ^-|-l)i 
X(^*— 2ä?  cos  ?*+!) 


11.  f»  w. 
X(^*-r-2Ä?  cos 


(«-2)» 


;» 


«), 


also  für  ^  =  1 

«—2 
n 


29 


40, 


y  =  2  2  (1  ^cod  ^)  ^1  _^  -.)  _  .  (1  _  cos 


(ä  —  2)n 


), 


odery  wenn  wir  jetat  m  für  4i»  poakiiWigaiiaa  ZaU  '^  ^^'M» 


f( 


«=«-»(1  -eos  ^)  (l  -««  f  )  . . .  (1  -*«.  ^'-^) 


7t       -    -^fl 


$n 


^C-^laia^ein^si.^ 


...  Sin 


.    («—1)71 


2n 


t% 


» -  f 


i 
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folglicb 

|/i.=:2-»  «D  _  «0  5j  «n  ^  . .  .  ,.0  -^gj-EJ. 
Nqb  iit  aber  allgeneio 

Bid  folgliek 

-^  sm  —  MB  — ' ...  «hl  ^ — 


n         n,         n  n 

=  2-1  ..D  ^  «ngj  «n^  ...  «n  -5^ 

also  nach  dem  Vorhergehepdeo 

"■  n !'"  «  "" «  •  •  •  «>»  — 1^ =«*-» .  »(S=är  =  2==i- 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
folglicb  . 

.  nb  'x|)  /T(|> . . .  /K^)=  t^^-i*- 

Nach  f.  14.  ist  duq 

u.  s.  w. 


alio 


n     '  n         ^    n    '' 


n^')  A^')  n^)  ■  ■  ■  Tp^-) 


^i.2.3^M>^j2  /T(±)  ^1)  r(|) . . . rC^U 

folglich  nach  dem  Vorbergeheudeu 

^'^^  ^"ir)  ^t"^)  •  •  •'<-;i-~)  =  — ;??:=i — i    n 


* 
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n 


^m  :  n' 


Folfflich  ist,  wenn  auch  m  eine  beliebige  positive  ganze  Zi 
zeicnnet, 


1  .  «        ^IT*  ^'^ 

91. 

U.    8.   W. 

_  it— )  n > 

^     1  :  «     ^~  w«*v 

Maltiplicirt  man  nun  auf  beiden  iSeiten  der  Gleicbheitszeicbi 
erbält  man 

^rnj'  ^TTH'  ^rm^  •  •  •  ^  i :«  ^  —  ^   ^ 


also 


It-^)!«" 


^nV  T7P  TTW  '  •  •  ^     l:n     ^ 

Für  m=m  erhält  man  aus  dieser  Fdrmel,  weil  bekanntlich  l\ 
lat, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

uLUti  /5JJIS  /?-L2\  ^n—l  :  n^,-;^ 

^rrs^  4 :  ji'  ^rrn^  •  •  •  ^  i : »  ^ 
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utfd  es  kMiD  folglicb,  weir,  —  jeder  positive  ratiooale  Brudi  sein 

kaon,  Jedes   Kaler'sche    Integ^ral    der    zweiten    Art   durch    lauter 
Enler^soi^  Integrale  der  ersten  Art  ausgedrückt  werden. 

«,18. 

W^BU  t§  wieder  einci  positive^  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist 
nmc\  f.  16., 

8in  — 
n 


sin  — 
n 


i\^)  nh^ 


n    '     ^n'  {n  —  l);i' 

sin  - 


n 
folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  multiplicirt, 


n    '^  .     71     .    2»    .    Sti,      ^.^  (» --  l)yi 

sin  —  sin  —  sin  —  .u .  sin    ■ 
n         n         n  n 


In  §.  10.  haben  wir  gesehen,  dass  die  GlejchunjB^  o;««-— 1  =  0, 
^^nn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  die  folgenden  n  sämmtlich  unter 
^ Lander  ungleichen  Wurzeln  hat: 

±1, 


27J_.       .       271.    > 

cos  --■  dbsin  -—V — I, 

fl  'n 

471    -       .      kUx  j r 

cos  — dbsin  —K  —  1, 

ÖTI  j^     .        OTT.    y r- 

cos  — dbsiD  —K  —  1, 
/i  n         . 

U.    8.    W. 


cos  ^ ^dbsin  ^ — —-^K-^l. 

n  n 

^^Iglieh  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen 
o?"— l  =  (jr  — 1)  (or  +  l)  (o?  — cos  ——.sin  —  l'^— 1) 


271     ..       271, 


X(^  — COS  —-•4-srn  ~k  —  1) 


i 


•19 


hn 


knt 


■     ;  1     '.I     • 


X  (^  —  COS  ^^-^  —  sm  — 5S^K  — 1 ) 

X(^  — 4D08        Vi        '"*^^'°  — » — *^— l)i 

also,  wenn  man  immer  je  zwei  t^onjiig^rte  imaginäre  Factoren  mit 
einander  verbindet, 

.r«  — 1  =  (^*  — 1)  (o?»— 2^  cos  ~  +  l) 

X(ar»— 2Lp  COS -  +  1) 
X(^»— 2^  eos  ~+l) 


•s  • 


X  (^^  -  2^  cos/-^— ^  + 1). 


DtvMtfi '««a  nun  durch  ^'  —  1,  «o  erliMIt  man  nach  einem  sekr 
bekäiitftei}  arithm^tiißc^n  :^Atze 


a^—i  -4-  a^—^  -|-  o?"^^ 


•  •  • 
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;r*  Hh  i 


ssf of»  —  2^  co^  --  + 1) 


471 


47» 

X  (ä?*  —  Ix  cos  —  -f- 1) 


€9f 


X(^'— 2ä?  cos  'T'+l) 


tt*   f^   ^- 


X(^*— 8ä?  cos 


(«  —  2)» 


^ 


>), 


also  für  :r  =  l 

n— 2 

2 


4», 


f  =  2  2  (1  _eoi<  f )  (1  -eos  f ) .  • .  (l -  cos 


(ä  —  2)71 


), 


odery  wenn  wir  jetst  m  für  die  posiAir^egaiise  ZaU  -y  ^t«ej9» 

A«.      1/1  **  \    /•  2flfx  tx  (» 1)71. 

«=z=2»-i(l  — COS  -j^)  (1  — CO«  'J")*  •  •  ü^*«*  — ^ — ) 


Clor«    *•»«   •       ^      *  "271      ,'371  .      {« — !)''»• 
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folglicb 

)/m  =  2^i  «D  _  «0  ^  «D  ^  . .  .  ,.n  -^. 
Nun  iit  aber  allgenein 

«D  -jj  =2..D  ^  CO.  sj=:»«n  ^  «o  J-_JZ, 
lad  foJglidi 

-r  w»  —  »B  — ' ...  »In  ^ — 


n  n,         n  n 

=  2-1  ..D  g;  «ngj  «D  jj  ...  m  -^^ 

also  nach  dem  Vorhergehendan 

sin  —  »10  —  wn  —  . . .  sin  ^ — -— ^  =2*— i .  — — 


Daher  i»t  nach  dem  Obigen 

folglich  . 

Nach  §.  14.  ist  nun 

u.  s.  w. 
»lio 

'^^')  A=^')  r(^')  .  •  A^-) 

=-^^^^^--^  ^i)  a|)  a|)  . . .  n^); 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


312. 


f.  19. 
Nach  §.1^'  ^^^9  wenn  s  eine^  positive  Constantte  bezeichnet, 

1.     /**^-»*Är«-lÄte  =  ^^. 

Nun  ist,  wovon  man"  «ich  leicht  durch  DiflFerentiation  überzeugen 
kann,  ' 

J  e-**dx^=> — -f-Conat., 

*  < 

und  folglich,  weil  die  Grösse  s  positiv,  ist, 

also  ' 

und  folglich,  wenn  a  und  /?  positive  Grössen  bezeichnet, 

a       «/  0  0( 

Nach  §.  6.  ist  aber 

und  folglich  auch 

Weil  , 

c--'*</*  =  -*  — — I-  Cq  nst . , 

f 

ist,  so  ist 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


g*»er-:ttx  —  e— /^^    ,  ,B 

6.     t da:  =t  /— . 

.  ^  t/  0  X  tt 

Setzt  man  ce  =  1  und  /^  =  «,  so  erhält  man 

Weil  nun  nach  %.  12. 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  weg6n 
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gesellt  wird, 

i/„V**-Wr=:r'(-r), 

d.  i.,  wie  BiD  Dach  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  so- 
gleich findet, 

I 

und  folglich,  wenn  man  fttr  /#  den  Ausdruck  4.  setzt, 

y^"  *-'*-!* /;V--e^)f=r'(#),         . 
oder  nach  §.  2.  3. 

nnd  folglich  nach  f.  0. 

oder  nach  f.  2.  3.  und  f .  S.  4. 

•der 

WeiJ  nun  nach  f.  12.  und  §.  15. 

9 

'^3  80  wird  die  vorhergehende  Gleichung  offenbar 

-     f<^d£i     ^     1^     )  _  r(g)_  dir(a) 

'•t/o    ^r  (i^ar)«)  ~  r(«)  ~     flto  .' 

^^  die  Integrale  in  Bezug  auf  ä:  zwischen  den  Gränzen  0  und    ao 
K^nominen  werden,  so  kann  man  .r,  und  folglich  auch  1  +  jr,  me 

Inspruc' 

positiv 
Setzt  man  nun 

1                  ,               1— y         1       , 
•;; — : —  =  V)   olso  Ofzsz ^  s= I. 


^^    die  vorher  in  Anspruch  genommenjB  Anwendung  von  f.  15.  er- 
^Ot^ert,  immer  als  positiv  betrachten. 


zu 

I 

so  ist 


rtesÄ^^,   —  s= 


d0 


und  ffir  ^  =  0  und  ^  =  qp  ist  respective  y=l  und  y=0.    Als« 
ist  nach  7. 

oder  nacb  f .  2.  1.  ■         ' 

Setzt  man  jetzt ,   indem  n  ein<^  von  a  unabhängige   positive 
ganze  Zahl  bezeichn^  für  a  nach  und^naeh 

1         .2         .8               . n—X 
a,  «+-,  «  +  -,«  +  -,...  «H j-, 

und   addirt  alle  d^darch  aus  8.  sich  ergebenden  Gleichungen  zu 
einander,  so  erhält  man,  wenn  4^r  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  nach  §.  2.  4.  die  Gleiohoag.  . 
fl\J-^  -  y(l  +  y- +  y«  + . ,  +  y  MJ^(j^  =  -sr, 

oder,  weil 

i-y* 


ist, 


i-i 


9.    /^(^«.UC^)Ö-:&. 
t/e^i— y  JL^y 

l^yi 

Setzt  man  yj^  für  y,  «o  wird  diese  Gleichung^  wie  man  leicht 
findet, 

t/oM— y«  1— y'y 

Wird  in  der  Gleichnng  8.  ftr  m  die  Grösse  §m  gesetzt,   so  wird 
diese  Gleichang 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  DifferentialrechMing  ist  aber 

dlTjna) dil\na)     d,na dlr(mä) 

da     '^   d*fka  '     da    "^  >    d,na ' 


9U 

UD^  folgiicli 

d,nm  »  *      da    * 

•bo  Bach  den  Obigen 


o4er 


ZifilU  mm  diese  Gleicbimg  von  der  QleichviigL  10«  ab ,  so  erhält 


i-i         1   * 


Weil  niiB-  Biitli  den  Obige»  oQeohar 

ßf:sz   ■  ■  ■— ^^ 

*.    ^     iat,  so  ist 

mid  folglich  Dach  dem  Obigen 


^feen  wir 


1-1        i-S 


-y:(?^  -  h^=*. 


^^>  was  maD.  wohl  zu  beachten  hat,  die  Grösse  ;/  von  a  guu 
^hi&iigig  ist^  SQ  wird  die  voriiergeheade  Oleichung 


z  un- 


r(«)iX«-*--^)..n«-*-^) 

9t  ft 


11^4  folglich,  wenn  man  inlegrirt ,  und  die  willkührliche  Coniitaute 
^^rch  Iq  bezeichnet, 

aip  +  lg2=.l\ —j^^ 

^4<r 
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l.  yp-  =  /| Y^sf- 1, 

also 

1  li—  1 


oder 


12.  nm)  r(«+i) . .  r(«4-=— i)=9y^r(im). 


Um  die   von   a   unabbäii|pigeo   Gröaseo  p  und   q  tn   bestiminen, 
setze  man,  um  zunächst  den  Werth  tob  p  zu  finden  in  dieser  Glei- 


chung a"\ für  a^  so  wird  dieselbe 

n«  +  i)  7T(«  + 1) . . .  n« -f-,1) = qiT^-  T(na  +1). 

Dividirt  man  nun  diec(e*  Gleichung  durch  die  vorhergehende,  so  er- 
hält man 

r(iy-f-l)        ^lXffg-f-1) 

also,  weil  nach  f.  l4. 

ZK»  + 1)  =  a/Ka)^  JKis»  +  Ij  =  ii«r(«Ä) 
ist, 

Um  y  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  Gleichung  12.  die  G*ni>sse 
Ä^—,  80  erhält  man,  weil  ZT(«a)  =  r(l)  =  1  und  /i«=iir-i^— - 
ist. 


und  folglich 


^=»ZT[l)f1(|)rtA)...^^,: 


IVuch  %.  18.  ist  aber 


ni)/x|)r(i).:./i^)=l^'!*, 


und  folglich 


\ 


,=.|afc'|'=(*.)^V.. 


Führt  man  nun  die  gefundenen  Werthc  von  p  und  ^  in  die 
Gleichung  12.  ein,  so  erhält  man 


I 

I 
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Mit  dem  Beweise  dieser  buchst  ilierkwiirdigen  Gleiehniig  haben 
sich  verschiedcDe  berühmte  Mathematiker,  namentlich  Gauss  (Com- 
aent.  Gotting.  rec.  Vol.  II.),  Legendre  (Bxercices  de  calcul  inte- 
gral. T.  II.  ju.  23.  Traite  des  fonctions  elliptiques.  T.  II.  p.  444.^, 
Caochy  (Bxercices  de  Math^matiques.  15^'  Livraison.  p.  Ol), 
Cr  eile  (Jonrnal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  B.  VII.) 
beschäftigt.  Der  obige  äusserst  schöne  und  sinnreiche  Beweis,  der 
UD8  Tor  allen  übrigen  sehr  wesentlicbe  Vorzüge  zu  haben  scheint, 
ist  ?on  Lejeune  Diricblet  in  Crelle's  Journal.  B.  XV.  S.  258. 
gegeben  worden. 

«.  20. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  /?> ;",  (f, . . .  und  ;»,  ^,  r,  «, . . . . 
paaitiTe  Grössen  sind»  wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze. wegen 

setzen,  u.  s.  w. 

Dies  vorausgesetzt,  kommt  man  nun  bei  Anwendungen  der  In- 
tegralrechnung auf  Geometrie  und  Mechanik  häufig  auf  Integrale 
Ton  der  Form 

u.  s.  w. 

wo  die  Grössen  a^  ö^  c^  d, . , . ,  auch  sämmtlich  positiv  sein  sollen. 
Für  diese  Integrale,  die  man,  wie  sogleich^  erheltet,  auch  unter  der 
Form 


u.  s.  w. 


.     (f)^.(fK(f)'..... 
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darstellen  kano,  bat  Lejeune  Dirichlet  sehr  merkwürdige  Aus- 
drücke gefunden^),  welche  Mit  fettt  entwickelii  woUeo. 

Zuvörderst  wollen  wir  eine  Transformation  mit  diesen  Inte- 
grideii  v#ffnehm«n.    S«t£ed  wir^näailick  fnr      ^ 

er«,    I 

y 

respective 

%     ^9   y»    ^j  •  •  •   •» 

so  fljuiBseD  wir,  wie  sogleich  erKellen  idrd»  f&r 

N  iidty     (fy^     tky    »  #  •   » 

respective 

-^ofP    da:,  -^y     dp,  ^a'     d». 


Mtsen,  vnd  eben  ao  leiekt  wird  nau  aich  öWnengen^  dasa  statt 
der  Gränzen 

0  und  ay  0  und  9{at)y  •  ttnd  $>r(^»  fh 

respective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  ittd  1  —  s^^  0  mid  1  •^^-— ^,  • . .  .> 

■ 

oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

setzen^  die  Gränzen 

0  und  U  ^  Qiid  ^1»  0  und  «,> 

gesetzt  werde«  miissan.    Daker  teben  wir  es  jetzt  wkk  der  £at< 
wickelung  der  folgenden  Integrale  zu  thun:' 

a 


—  /    a:P     da:. 


P 

u.  s.  w. 
oder  mit  der  Enlwickelung  der  Integrale 


*)  Comptes  rendos  hebdomadäiies  des  seances  der  Vk^tkmfi  dto  Sciences« 
T.  YIIL  p.  12^.  Journal  d^  Mathimatiqaes  pures  et  appliqaiea  par 
J.  LiouYilie.  T.  IV.  p. KSS. 


« 


t 


■  A 


*1* 


/'«^•^y7v'>/:•.^■«i.. 


U.  f».  w*- 


D»s  tnte  dieser  Integrale  läset  sich  leicKt  finden.    Es  ist  hSm- 
lieh  nach  einer  sehr  bekannten  Hanptformel  der  Integralrechnung 

a:^    da:  5=  ^^^  +  Oonst, 

V 

wobei  man  nicht  unbeachtet  zu  lassen  hat,  dass  nach, der  Voraus* 
'  setsoDg  -j-  positiv  ist,  und  folglich  ) 


* .. 


a 

Nvn  ist  aber  nach  f.  15« 

md  folglich 

£—        ? . 

^>o  nach  dem.  Vorhergebendeii 

1X4) 


0  ,^,  Ä  V 


^ern 


er  ist 

b     _  il 


yj^«^     <fy=-|^7+Con8t., 
^•^4  folglich,  weil  y,=^\—a:  ist,     .      ' 

^^r,  in  der  aus  §.  12.  bekannten  Bezeidinnng  der  EuIer'sChen 
*^tt^le  der  ersten  Art, 


m 


« 

Weil  nun  nach  f.  10. 


und  nach  f.  15. 


—       W         Itl  H H ) 


'  • 


ist,  BQ  iat  nach  dem  VorhergebendcD  o^enbar 

Um  ferner  das  Integral 

zu  finden,  wollen  wir 

setzen,  so  ist 

und  statt  der  Gränzen 

0  und  ^1,  0  und  %x 
sind  offenbar  respective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  1 
SU  aetien.    Also  kann  m«B  das  gesuchte  Integral  unter  der  Fori 

oder,  weil 

y4  =  l  — o:,  »,=1  — jp  — y=(l  — ;r)  (1  —  «) 
ist,  offenbar  unter  der  Form 

oder  auch^  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  unter  der  Foi 
darstellen.    Es  ist  nun  nach  %.  16. 


«  •         ^ 
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woraus  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen 
multipticirt,  uqd  beachtet^  dass  r(l)^l  ist,  für  den  Werth  nnsers 
gesuchten  Integrals  die  Grösse 

nf)  it^)  nj:) 

ergiebt. 

Um  zu  zeigen,'  dass  das  so  eben  anffewandte  Verfahren  eine 
al}|i^emeine  Anwendung  gestattet,  wollen  wir  noch  das  Integral 

bestimmen.    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

also 

(Iff^zLy^dUi  dxzizx^dvy  dt=:tydw^ 

und  demnach  für  die  Gränzen 

0  und  y^^  0  und  x^y  0  und  t^ 

offenbar  respective  die  Gränzeu 

0  und  1,  0  und  1,  0  und  1. 

Dies  vorausgesetzt,  kann  unser  obiges  Integral  unter  der  Form 

J^^^    itey^y.ffi^     duj^x^vr     dvf^t^w'     dw, 
oder,  weil 

Äj=:l— AT  — y=(l-^Ä?)  (!  —  •#), 

/,=z=l  — o:— y  — »  =  (1  — ar)  (1  — •#)  (l  — f/) 

^8t)  wenn  man  sich  die  beiden  folgenden  Reihen  ohne  Unterbrechung 
in  eine  Zeile  geschrieben  denkt^  unter  der  Form 

a  b      ■  c       d  b  od 

y^^p''\\  —  a?)7  "*"  ^  ■*" '' da:  y\'^''\l  —  uy  "*"  '»du 

-  oder  auch,  wie  sogleich  erhellen  wird^  •untef'  der  Forih 
Thtil  II.  %\ 


- 1     • .  I 
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y^a?''     (1  —  4?)»      ••      'das^.J  ul     (1—«)'     'rf»  . 

dargestellt  werden.     Es  ist  nun  nach  f.  16. 

'''  -     r(n-^4--+-  +  -) 

0  V       »•       « 

^i_,  «L         iX7-)iti-i-T) 

r  •  nn---i--) 

'  -  r        * 

1x4)  ni) 


fl^—'dm,^^ 


Itl+J-) 

woraus  nan,  wenfi  man  aof  beiden  Seiten  inultiplicirt,  und  beach- 
tet^ dass  /1[1)=?1  ist»  för  das  gesuchte  Integral  sogleicB  den  Aus- 
druck 

p        q        r        g 
eFbält 

^ttch  ist  DUU  YÖlKff  klar,  wie  mau  jpiuf  die  obige  Art  innier 
weiter  ff  eben  kann,  und  das  Statt  findende  allgemeine  Geseti  Kegt 
mit  völliger  Deutlicbkeit  vor  Augen. 

> 

Ans  allem  Vorhergehenden  erariebt  sieb  unaittelb»r,  da««,  wenn 


wir  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 


U,  8»  W. 


WO  9>(^/  9t(^>  y)»  9s(^9  y^  *)> 'i^  Aua  dem  Obigen  be- 
kannte Bedentui^  b#MB»  oämlk^ 


\ 
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9><*)=/j}i-(-f-y}«; 


5P,(^,  y)  =  yll-(i);'-(-J-)*j', 


1 


,1,4^,  y,  ,)=«rji-(fy-(-^)»-(^)'-|s 


U.   8.   W. 


Hit,  diiffcb  Y  beietdineii ,  j«deneit  unter  den  oben  genaelMMn  V«r- 
amntetouBged,  die  wir  bier  nicbt  wiederbolen  wollen» 


V= 


gaßbye  .  .  .  . 
pqr  . .  . 


P         9         r 
^   ^  p~  q^  r^ 


ist. 


''In  einer  der  Theorie  der  yielfacben  Integrale  vorzugsweise 
gewidmeten  späteren  Abbandlndg  werden  wir  auf  dieses  wicbtiffen 
und  interessanten  Ge^censtand,  welcher  durch  Liouville  und  ^a- 
talan  schon  mehrfach  erweitert  worden  ist,,  zurückkodunen.  Filr 
jetzt  müssen  wir  uns  mit  der  obigen  Darstellung,  die  wir  nur  als 
eine  Torläufige  bezeichnen,  begnligeu. 


tr 


2wei  neue  Sätze  yom  ebenen  und  sphärisdien 
'Viereck   und  Umkebruhg    des    Ptolemftischen 

Lehrsatzes. 

Von  dem* 

Herrn  Professor  und  Bircctor  Strehlke 

,   Bi|  Dknzig. 


BiWcb   einem  bekannten   Satze  der  ebenen   Trigonometrie  ist 
(Tat  UI.  Fig.  «.) 

AC^  =  ««=:«*  ^i^^%t^  tpftBiBse^'^d^'^tifd  cos  iP, 

•  2f 
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I 

folglich 

«»  -I-  ^»  —  c»  —  </*  =  %aO  cos  ß  —  2ci/  cos  D. 

Addirt  ^man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  2att  und  ^d,  so 
erhäli:  man 

(a'\-bY  ^(c  ^  dy  =\ab  cos  ^Ä» +4^f/ sin  J^Z>» (l) 

und  eben  so  ' 

{c  +  dy  —  (»  —  ^)»  =  4ir/y  »in  |Ä»  +  4c//  cos  \D^ <2)- 

Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2),  Zerlegung  der  Qnaidrate  in 
Faktoren  und  Einführung  der .  Bezeichnupg  ^  +  ^  +  €?  +  ti=z's 
wird  erhalten 

=«»^»  cosii?\sin^Ä^+»^ci/(siniÄ*.siniZ>*-f-cos^^=  .cos^Z^«) 

Wenn   man   auf  der   rechten  Seite   des  Gleichheitszeichens . 
^adcd  sin  B.sm  2)  hinzu  ad^dirt  und  Subtrahirt,  so  erhält  man 

(f  -  «)  (y-Ä)  (t^<^)  (!--«') 

=;(^ .  sin  B+  -^  .8in/))»+«dc4cos4^  cos^Z^— sinii?.siniZ>)' 
=(-5- .  sm  ÄH-  y  sm  Dy+aücd,  cos  (    ^    ) .  cos  (    ^    ). 

Da  nun  -^  .  sin  B'\'-^  sin  /^=:  der  Flächensumme   der    b.eiden 

Dreiecke  ABC  und  ACB  ist  oder  die  Fläche  des  Vierecks 
ABCB  ausdrückt,  die  mit  P  bezeichnet  werden  mag,  so  ist 

.      ■    -         .      .  .     ' 

Verfolgt  mau  denselben  Gang  bei  dem  sphärischen   Vierecke, 
so  ist 

cos  e  =  cos  a  /cos  ^  +  sin  17  •  sin  b  .  cos  B 

0 

•  •  % 

t=  cos  c  •  cos  </-4-.sio  c  .  sin  d .  cos  Z^, 
folglich       '  : 

iGOs a .  cos ^— cosc . cos  i/=  sin i? . sin dcoi D —  sin a .  sin ^ . cos  B, 

Wird  auf  beiden  Seiten  der,  Gleichheitszeichen  sin  a  sin  ^  und 
sin  c .  sin  d  addirt,  so  erhält  man 

cos  («— Ä) — cos  (c-T|-</)=2din  c,  sin  d.  cos  ^/l'+^i»  0  .sin  ^.sin  ^B"^ 

und  durch  ZeVfällung  der  Differenz  der  beiden  Cosinus  in  Fakto- 
ren .und  Eiafufarung  von  0  +  ^-|«c<*|t^:s« 
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t 

BiD  (  o"  —  «)  .  sin  (y  —  ^) 

=  810  c  .  siu  d .  cos  |/^'  +810  a  .  sio  h  siu  |if^ (I) 

und  eben  so 

sin  (—  —  c)  .  sin   (y  —  </) 

=  810  a  .  sin  ^  cos  |^'  +  sin  c  ,  sin  </  sin  |ZI'' (2) 

Dorch  MoUiplikation  von  (1)  und  (2),  durch  Addition  und  Subtrak- 
tioo  von  ^810  a  .  8in  ^  .  sin  €; .  s\n  </.  sin  B  ,  sin  />,  bekömmt  man 

sin  (y  —  ur)  .  sin  {r^  —  b)  .  sin  (y  —  <?) .  sin  (y  — ^/) 

=s(-^in  0  sin  b  sin  iff  +  ^sin  c  .  sin  d .  sin  j0)* 
+  sin  a  sin  ^  sin  <;  .sin  d .  cos  j(i7  +  /^)  cos  ^(1^ + /^). 

Itt  DOD  ^  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf  deren  Oberfläcbe  das 
sphärische  Viereck  AB  CD  liegt,  so  ist  der  Cubikinhalt  des  Te- 
traeders MABC^\b\u  0 .  sin  ö .  sin  B^  der  Cubikinhalt  des  Te- 
traeders MACDz=:\s\n  c  .  sin  ^.sin  D,  Bezeichnet  man  jene 
Tetraeder  mit  7  und  T\  so  erhält  man 

(3r+3Tr  =  8in  ({^a)  sin  (-J-^)  8in(y-r)  sin  (-|- -  r/) 

—  sin  a  sin  ä  sin  c  .  sin  e/.cos  4(/?-|-/>)'.  * 

■  3.       , 

''Umkehrung  des  ptolemäischen  Lehrs^atzes. 

Da  ^*  =  BE^  +  C£:^  —^BE .  CE  cos  X,  (wenn  l  den  Kreis- 
bogen bezeichnet,  der  den  Winkel  BEC  misst) 

und  »*  =  BE^  +  ^^  +  2^iE' .  AE .  cos  A, 
80  ist  />»—«»=  CE*  -^  AE"  --^BE .  e  .  cos  A, 

-wein  «  die  Diagonale  C^  bezeichnet, 

und  c^'-d*^:  CE^  --^AE*  -4-  2/>^ .  ^  .  cos  Ä. 
Zieht  man  die  obere  Gleichung  von  der  untern  ab,  so  bleibt 

c»  w rf»  —  Ä»  +  «»  =2  .  tf  iBE+  DE)  cos  A  =  2^/.  cos  X, 
wenn  ^l'  durch  /"  bezeichnet  wird.    Hieraus  folgt 

. gi -».  c» ->- i&»  —  rf» 

.       cos  A  _  2e/  • 

Wird  nun    für    ein   ebenes  Viereck  die   Bedingung  gemacht .    dass 
ef'='aC'\-'hd^  so  ist  ib  diesem  bd^ondern  Falle 

., /»» -H  g»  ~  ^*  -  rf' 

COSA_         2(«^^/^ 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  cos  V  lässt  sich  leicht  ableiten 


Dft  iac  010  r  +  ^^i/.fiBX'sr^^/.nB  X'  =  F\  wodorck  die  Flacbe 
d4m  Vierecks  bexeiekoet  werde»  soll,  t«  weickea  ef=zme+6d,  so 
erbilt 


^.^('_«)('_^,(i_^)('«^); 


2 
d«  sker  sock 


* 

HO  rouM  leiD 

cos  l{ß  +  jD)  =  p,  folgUck  Ä-f-ZI  =  Cli&-|-l).  :^. 

Da  v^+if+  r+Z's^^r,  B+D  also  <27r,  so  kaoo  >&  keU 
fieo  andern  Wertk  aU  Null  kaben,  woraus  folgl 

Da«i  sin  Viereck  von  dieser  Eigentcbaft  ein  KreitTiereek  sei,  lässt 
nick  dann  leicht  beweiien. 


Anmerkung  dei  Herausgebers. 

Herr  Profeiior  Streblke  schreibt  mir  bei  Uebersendung  des  vorsteben- 
dnii  iniereiiionten  Aufsatiei:  „Es  inüsste  nicht  ohne  Interesse  sein,  den 
,,Siiti  für  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  tu  suchen,  der  dem  ersten 
«,für  das  ebene  Viereck  eigentlich  entsjlricht.'^  Gewiss  würde  diese  Unter- 
suchung mehrfaches  Interesse  darbieten,  und  möchte  ich  mir  daher  wohl 
erlauben,  die  Leser  des  Archivs  su  derselben  aufzufordern.  Dass  ich  den 
aefundenen  Resultaten»  Wenn  sie  mir  mitgetheilt  werden^  sehr  gern  eine 
"fflle  in'Mem  Archive  einräumen  werde,  verstellt  sieh  von  selbst.  G. 


XXVII. 

Uebuiigsaufgabeii  fttr  Schttler. 


1.  rfbunc:sattfgakett  fiir  Sckiler.    Wlg^tkfilt  tob  Herrn 
FroffMor  Dr*  Käme  iu  Weimar. 

I.    Wfna   di«"   Kaffermaacaa   der   Rckpaakie    .4,   B.  €  eip^t 
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Droitcki  ABC  vom  Hittelpnnkte  iles  eiDgeschriebeneD  Kreises  fol- 
geweiM  Bit  ftj  ß^  y  beseicliDet  werdeD,  so  besteht  die  Gleichung 

««        ^        2Z  SS  1 

worin  Uy  öy  e  nach  der  üblicheD  Weise  die  Seiten  des  Dreiecks 
bedeuten.  Im  ersten  Theile  dieses  Archivs,  S.  331,  ist  eine  andere 
Relation  iwisehen  a,  /?,  y  und  a,  b^  e  angegeben. 

2.  Ana  den  Winkeln  eines  in  einen  Kreis  beschriebenen  Fünf- 
ecks, nebst  dem  Halbmesser  dieses  Kreises,  die  Seiten  des  Fünf- 
ecks zu  berechnen. 

3.  Durch  die  Spitze  C  eines  geffebenen  Dreiecks  ABC  ist 
itt  dem  gleichfalls  gegebenen  Funkt  1}  in  der  Basis  AB  die  Ge- 
rade CD  gesogen:  man  soll  durch  den  einen  Bndpunkt  A  der  Ba- 
sis eine  gerade  Linie  AF^  welche  die  CD  in  E  und  den  Schenkel 
BC  in  f*  trifft,  so  ziehen^  dass  das. Dreieck  ACE  dem  Viereck 
BDEF  gleich  werde.  Bs  giebt  dafür  mehrere  ganz  leichte  Con- 
itmctionen;  Kästner  hat  in  seinen  geometrischen  Abhandlungen 
1.  Samml.  S.  145  die  Aufgabe  wejtläuftiger  mit  Hülfe  der  Trigono- 
■etrie  behandelt. 

4.  In  ein  gegebenes  Quadrat  ein  regelmässiges  Fünfeck  der- 
sestalt  SU  beschreiben,  dass  eine  Seite  des  Fünfecks  auf  eine  Seite 
Im  Quadrats  falle,  und  die  zwei  zunächst  liegenden  Eckpunkte  des 
enteren  in  die  aufstehenden  S<>iten  des  letzteren. 

5.  Bin  zu  seinerzeit  berühmter  Ingenieur  Samuel  Marolois 
fciebt  in  seiner  Geometrie,  die  1616  in. gross  QuerfnI.  erschien,  für 
die  Toriflre  Aufffabe  folgende  Construction  an :  Auf  der  Seite  AB 
des  Quadrats  ^/^C/>  verzeichne  man  auswärts  ein  regelmässiges 
FnnJFeck  ABEFG^  und  ziehe  von  der  gegenüberliegenden  Spitze 
P  nach  den   Kc  ken   T,   D  des  Quadrats  die  Geraden  FC,  FD, 

f  welche  die  Seite  AB  in  H^  I  schneiden;  die  Strecke  HI  soll 
BSi  die  Seite  des  einzuschreibenden  Fünfecks  sein.  Diese  Con- 
itraction  ist  aber  falsch;  es  ist  zu  zeigen  warum? 

6.  In  ein  gegebenes  Viereck  einen  Rhombus  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  mit  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel  laufen. 

7.  In  einen  Kreis  sei  ein  beiiebiffes  Vieleck  ABC .,. ,  l^MX 
beschrieben,  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises  sei  ein  willkühr- 
licher  Punkt  P  augenomnieu.  Fället  man  nun  von  P  auf  jede 
Seite  des  Vielecks  oder  deren  Verlängerung  eine  Senkrechte,  näm- 
lich Pa  auf  AB,  Ph  auf  ßC  u,  s.  f.  Pm  auf  M^,  Pn  auf  SA, 
BO  gilt  allemal  die  Gleichung 

Aa^     Bb        m        Mm     An  _  . 
aB  '  hC  '  '  ' tnS  '  nA  ""^ 

Diese  Gleichung  besteht  auch  dann  noch,  wenn  das  cingcschrie- 
beoe  Vieleck  ein  Vieleck  im  weiteren  Sinne  itit,  bei  welchem  man 
o&silich  die  Punkte  A^  B,  C . .  .  Z,,  My  A  in  beliebiger  Fol^e 
'dorch  gerade  Linien  zu  einem  zusammenhängenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  in  der  Peripherie  des  über  AB  beschriebenen  Halbkroiscs 
deojenigen  Punkt  C  zu  finden,  für  welchen  das  Rechteck  aus  der 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Maximum  wird.  Die  Con- 
ttmction  folgt  aus  sehr  einfacheu  geometrischen  Betrachtuu^co. 

9.  Verlängert    man    die   gegenüberliegenden    Seiten    eines   in 
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18.  In  keiDem  pytIiagoriscLen  Dreieck  (verglrd.  erst.  Tli.  dies. 
Arck.  S.  96)  kÖDDOD  beide  Kutheteu  uiifferade  zSuLlen  ■ein;  uod  iu 
jedes  toicbeD  Dreieck  mnss  eine  der  iuitbcten  durcb  3,  ingleichcD 
eine  yod  den  Seiten  überbaupt  durcb  5  theilbar  sein. 

19.  Diejenigen  Werthe  von  a:  xu  finden,  für  welcbe  sowobi 
xx-\-jc  als  j^a:  —  a:  vollkommene  Quadrate  werden. 

^.  Vermittelst  der  pytbagorischcn  Dreiecke  solebe  Kreisvierecke 
II  bilden,  bei  welchen  die  vier  Siieiten»  die  drei  möglieben  Diago- 
Dslen  and  der  Inhalt,  nebst  dem  Halbmesser  des  Kreises,  rationale 
Wertbe  bekommen;  ohne  dass  eine  Seite  oder  Diagonale  Durcb- 
■esser  des  Kreises  wird,  oder  zwei  Diagonolen  sich  rechtwinkelig 
dirchscbneiden  (in  welchem  Falle  der  Inhalt  des  Vierecks  gleicli 
dem  halben  Product  der  beiden  Diagonalen  sein  würde). 

.  21.  JMan'  soll  zwei  ganze  Zainen  acy  y  finden ,  von  der  Be- 
icbafi^nheit,  dnss  das  harmonische  Mittel  zwischen  ihnen  einer  gc- 
gjbbenen  ganziui  Zahl  a  gleich  sei.  Z.  B.  für  «1^105  giebt  es 
Tienebn  yerschiedene  Auflösungen. 

t2.  Zwei  Zohlen  ;r,  ^  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ära  Summe  gleich  der  Summe  ihrer  Kubikzuhlen  sei.  (Diopban- 
tii  IV.  11.) 

Allg.  Auflös.  .r^ --t;  y= ""  .  ,. 

23.  Zwei  Zahlen  x^  y  za  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass   * 
ikr  Unterschied  'gleich    dem   Unterschied    ihrer   Kubikzahlcu    sei. 
(Diophantüs  IV.  12.) 

All        A    n-  2«-f-l  fl»— 1 

A Mir.  Auflos.  a;  =  ---    . .-r;  y=  -     . -— r. 

24.  Jlan  soll  zeigen,  dass  und  wie  in  dotti  nachstehenden 
Quotienten  oder  Bruche 

m(m-\-  I)  (m-f-2) (jyt-4-ff  —  2)  (m-Hit—  I) 

1  .      2      .       3       («—  1)  ^  n 

Worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bezeichnen^  alle  Facturen  des  Ncn- 
*ere  gegen  die  Fuctoren  des  Zählers  sich  heben  und  das  endliche 
kioltat  eine  ganze  Zahl  werde. 

25.  Zwischen  den  Tangenten  der  Winkel  von  fünf  zu  fünf 
^iden  im  ersten  Octanten  findet  folgende  artige  Relation  statt: 

Ui5".tanl0<'=tanl5<'.tnn20<'.tnn25'*.tan30'*.tau35<'.tan40».tan45''. 

Ke  Prüfung  dieser  Gleichung  geschieht  leicht  vermittelst  der 
l'tgarithmen ;   der   Beweis   ist   aber   aus   der   bckaunlen    Formel 

'l»ii   (a  zt:'  ff)  =  -r-'* ,  "     --.-^    zu    führen^    mit   Rücksicht    auf 
^  ^ '         J  =Ftaii  tt .  tun  /9  * 

Ui  eo«  =  v/3.  • 

Anmerkung.  Die  Sätze  von  10.  bis  It).  sind  bewiesen  im 
ersten  Bande  meiner  ticomctric  (Jena,  Frommanu.  1842);  auch  über 
^.  findet  mau  eben  daselbst  (S.  219)  Auskunft. 
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II.  UebuDgsaufgabea  für  Schüler.  Von  dem  Herni  Pro- 
fessor C.  A.  Bretschtieider  zu  Gotha. 

Es  ist  sattsam  bekaaut,  auf  welche  Weise  man  aus  den  eia- 
facheu  goniometrischen  Formeln: 

sio  {a  +  6)=z2Bin  I0  cos  17  + sin  {a  —  6) 

cos  (a  +  ^)  =  2cos  b  cos  a  —  cos  («  —  b) 

die  Sumid^n  der  nachfolgenden  Jleihen 

sin  «H-isin  (04-^)  + sin  (a -|- 2^)  + .  * -h  sin  («-f-wÄ) 

sin  j<»  -f-  i)b  .  sio  {a  -4-  jnb) 

cos  m  *H  cos  (a  -I-  b^  -+-  eos  (a  -+•  %b)  + . .  +  cos  (a  +  nb)    « 

; sin  j(#f"f-  l)i&.cog  (a-^^nb) 

sin  ^ 

erhalten  kann.    Sind  diese  Summen  bekannt,  so  giebt  die  Anwen- 
dung der  ersten  trigonometrischen  Sätze  folgende  Theoreme: 

„Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein,  reguläres  Vieleck  von  n 
„Seiten,  und  zieht  von  einem  bdrebigen  Funkte  innerhalb  oder 
,  ,, ausserhalb  des  Kreises  Strahlen  nach  den  Eckpunkten  des  Viel* 
,  „eckes,  nennt  einen  der  beiden  kleinsten  dieser  Strahlen  a,,  den 
„nächstfolgenden  a^  und  so  fort  bis  zu-  /^m,  so  »ist,  wenn  r  den 
„Halbmesser  des  Kreisfes,  d  die  IJntfernung  des  willkiihrlichen 
„Punktes  vom  Mittelpunkte  bezeichnet^ 

1)  für  ein  gerades  ni 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zeiger 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  geradem  Zeiger. 

2)  für  ein  ungerades  ni  ■  .    ' 

cos  ( — n  —  a) 

•,*+«.'  +  ».*  rf-..+a»'=^4^^(r'+«^)-rrf \ , 

COS  — n 
•  ^  n 

'  ^  eos  ( — n  —  a) 

cos  — n 
n 

wo  a  den  Eggen  bezeichnet,  welcher  von  der  Geraden  d  und  dem 
Strahle   «r,    auf  der   Peripherie   abgeschnitten    wird.      Aus    beiden 
Sätzen  folgt  'unmittelbar; 
3)«iass  für  jeden  beliebigen  Werth  von  n 

sein  muss.  Zieht  man  daher  einen  Halbmesser,  welcher  auf  der 
Geraden  d  senkrecht  steht,  und  verbindet  dessen  Bndpunkt  mit  dem 
willkührlichen  Mittelpunkte  der  Strahlen  a\a^  u.  s.  w.  durch  eine 
Gerade  a^^   so  ist  das  Quadrat  von  a^   das   arithmetische 
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Mittel  aus  der  Quadratiuoiiiie  aller  Strahlen,  welche 
TOt  dem  festen  Punkte  aus  nach  den  Spitzen  eines  ein- 
gescbriebe«en  regulären  Vieleckes  von  beliebiger  Sei- 
tenzahl gezogen  werden.  Zugleich  erhellt  auch,  dass  der 
Mittelpankt  der  Strahlen  nicht  einmal  völlig  fest  zu  iein  braucht, 
toadem  in  jedem. beliebigen  Punkte  der  Peripherie  eines 
Kreises  liefen  kann,  der  dem  Hauptkreise  concentrisch 
■it  dem  Halbmesser  d  beschrieben  worden  ist 

Bezeichnet  man  «ferner  den  von  den  Strahlen  «i  und  tf,  eing^- 
ichlossenen    Winkel    durch    (1,  2)    und    nennt    ihn    den    ersten 
Strahlwinkel ,  ferner  den  von  a^  und  a^  eingeschlossenen  Winkel 
(t,  3)  den  zweiten  Strahlwinkel  u.  s.  w.  so  ist 
4)  rar  ein  gerades  mi 

«,«,  cos  (1,2)4-«,!»^  cos  (3, 4)-f-.,.+«rn--i«ii  cos  (» — 1>»)= 
s:«^,  cos  (2, 3)+a4a(  cos  (4, 5)+ . . .  +0jia,  cos  («,  1) 

271 

=  |<s(r*  cos  "i:  +  *^) 

5)  für  ein  ungerades  n: 
•,a,  cos  (1^  2)  +  0,a4  cos  (3,  4)+  . . .  +  an«,  cos  (m,  1) 

=  — 5 —  (r*  cos h  o*)  —  rd  cos  a, 

«i»,  cos  (2,  3)  +  iV4«s  cos  (4,  5)  +  ...  +  aM-i0ii  cos  («—!,«) 

**•  —   1    /     •  27f      .  ■«  \       .  _M 

=  — 5—  (r*  cos  —  +  </•)  +  rd  cos  a; 

^)  für  jedes  beliebige  n  also: 
«I«,  cos  (1,  2)  +  a,0,  cos  (2,  3)-f-. .  .-f-4arM#v,  cos  (»,  1) 

27» 

=  if(r*  cos  ---♦-<^), 

vna  man  auch  leicht  den  analogen  Ausdruck: 
7)«,«^  sin  (L  2)  +  iar,ar,  sin  (2»  3)  +  . .  .  +  iyiti7i   sin  (i»,  1) 

3      .      27» 

^szj$r^  sin  — 

UMet.  Ks  zeigen  demnach  die  Produkte  aus  den  Cosinussen  der 
gerade-  und  ungeradstelligen  Sirahlwinkel  in  die  beiden  ein- 
scMiessenden  Strahlen  genau  dieselben  Relationen,  welche  die  Qua- 
drate der.  einzelnen  Strahlen  selbst  besassen. 

Liegt  der  Ausgangspunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Kreises,  s»  wird  d=r  und  die  gefundenen  Ausdrücke  gehen  in 
falgende  über: 

für  ein  gerades  js  wird: 

«,'  +  «,*  +  ...-♦- an-i*  =  «»,-1-  «r4'  -f-  •••  +  «^t*  =  '»'"' ; 
für  ein  ungerades  n  wird: 
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CO«  ( — n  —  «) 
cos 


für  jedes  beliebige  n  wird: 

d.  b.  die  Fläcbe  des  einem  Kreise  ein^escbriebenen  Qua- 
drates ist  das  aritbmetisebe  Mittel  zwis-cben  den  %aa- 
draten  aller  Strablen/  welcbe  von  eiDem  beliebigen 
Punkte  der  Peripberie  nacb  den  Spitzen  irgend  einen 
beliebigen  eingesebriebenen  regulären  Vielecks  geso- 
gen werden  können.  '  Pernrer  ist 
für  ein  gerades  n: 


nr*  cos  — ; 


für  ein  ungerades  n\ 


.              •  '       .                                       /      ■   1  \  «         ^         ,  cos  a 
«iflfa+«s<»4-+---  -f-»ii-2»«— 1— «Ä»i=(Ä»+l)r»  COS  — — r», ^, 

cos  — 
^  n 

^2«,  4- 'flf4«6 -+■•••  + «f«-i^i«  =  («  —  l)f     COS  ■-■  +  r»  ^; 

cos  — 
n 


für  jedes  beliebige  ni 


n 


Für  den  Fall,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Strablen  in  der  Peripbe- 
rie des  Kreises  liegt,  findet  inan  aucb  mit  grosser  Leicbtigkeit : 
für  ein  gerades  ni 

■  ■  ■  i  A  ^ 

sin  — 

■  ■  ■    '  n       ^OS  i«  •  '     . 

«2  T"  A4  -T"  Äf e  -f-  .  .  .  •^-  €fn  =  *^  .  — ; 


n 

sin  — 
ff 


für  eiki  ungerades  n\ 


n 


/. 


sin  ^ 
2isj 


für  jedes  beliebige  /^: 


»,  +flp» +  »8 +»..-+- 0^— I •+•  «Ä  =  2r  , 


2fs       2 
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Sin    ;r- 

2m 
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Der  mittelste  dieier  Ansdrücke  ist  als  -  ein  specieller  Fall  des 
Avgnsfschen  Tbeorems  Jbereits  seit  iSogerer  Zeit  bekannt.  Lässt 
aan  den  Ansgangspunkt  der  Strahlen  noch  in  eine  Spitie  des  Viel- 

eckes  rücken,  d.h.  macht  man  a  =  0  oder  == — ,  so  bekommt  man 

die  schon  seit  lange  bekannten  S&tze  über  die  von  einem  Ponkte 
ansiaufenden  Diagonalen  regalärer  Vielecke. 

Dass  sich  übrigens  aus.  dem  oben  erwähnten  speciellen  Falle 
des  Avgast'schen  Theorems  das  letstere  selbst  unmittelbar  ableiten 
l&sst,  wird  klar,  so  bald  man  nur  mit  dem  gegebenen  Kreise  con- 
centriisch  einen  anderen  Kreis  besclireibt.  In  dem  so  'eben  erschie-. 
netf en  '  vortrefflichen  Lehrbuche  der  Geometrie  .  von  Herrn  Prof. 
Knnse  in  Weimar  ist  das  hier  vorgetragene  Verfahren  gerade 
nmgekefart  word^sn,  indem  der  Hr.  Verf.  zuerst  einen  sehr  einfachen 
Beweis  desi  Aügu'st'scben  Theoremes  aufstellt  und  aus  dem  letzte- 
ren mit  Hülfe  eines  concentrischen  Kreises  den  speciellen  Fall  ab- 
leitet, wenn  der  Mittelpunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
flauptk^ejses  liegt. 


-*    / 


XXVIII. 

1 

Mi  s  Celle  n* 


Den  sogenannten  unbestimmten  Fall  in  der  ebenen  Trigono- 
metrie, wenn  nämlicl;  die  Stücke  a,  h^  A  gegeben  sind,  tragt  man 
gewöhnlich  auf  folgende  Art  vor.  ^ 

Man  suche  zuerst  den  Winkel  B  mittelst  der  Formel 

n      ^  sin  ^ 
sin  B-z^ — - — > 

hierauf  den  Winkel  C  mittelst  der  Formel 

und  dann  die  Seite  c  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

a  sin  C        h  sin  C 

sin  ^     V      sm  ^ 

Im  Allgemeinen  hat  B  zwei  Werthe,  die  einander  zu  180°  er« 
ganzen,  und  durch  B*  und  B^  bezeichnet  werden,  soKen,  so  dass 

ist.    Auch  wollen  wir  annehmen,  dass 
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Ist  DUO  a'^bf  %o  ist  auch  A'^ B^  md  folfflich  B  jedenf«lUi 
eiD  spitzer  Winkel,  so  dass  also  aar  BzzzU'  gesetzt  werden 
kann,  and  daber  die  AnCp^ibe  nur  eine  Anflösang  znlässt;  laft 
dber  a-^.b^  so  ist  auch  A-^Bj  es  kann  sowohl  Bzz^B'^  als 
ancb  B  =  B^  gesetzt  werden ,  und  die  Aufgabe  lässt  also  in  die- 
sem Falle  im  Allgemeiaen  zwei  Aoflösaagen  zu.  Wenn  a=6  iat; 
so. ist  aucb  Az=,By  und  daber  B  aamittelbar  gespeben. 

Dass  diese  Art  des  Vortrags  die  beste  und  einfaebste.iat,  un- 
terliegt keinem  Zweifek  Für  den  Elementamnterriebt  in  der  Tri* 
gonontetrie,  bei  welcben  es  auf  eine  mögliebst  Tielseiiige  üebnng 
der  8cbuler  ankommt,  verdient  aber  bemerkt  zu  werden,  dasa  maii 

ganz  z«  denselben  Resultaten  gelangen  kann,  wenn  man  unmitlel- 
ar  atfs  dea  gegebenen  Stneken  ar,  by  A  nicht  den  Winkel  B^ 
sondern  Tielmebr  die  Seite  c  sucht,  w6bei  man  sich  auf  iblgeade 
Art  zu  verbalten  bat. 

'  Bekanntlich  ist  in  völliger  Allgemeinheit 


und  folglich 


C08  J=  ^^  , 

also  wenn  man  diese  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  Bezug  «auf 
c  al^  unbekannte  Grösse  auflöst, 

(<?  — ^  cos  >^)»  =  a*  — ^»  +  Ä»  cos  ^»=«»— Ä»  sin  ^», 

woraus  • 

^  c  —  b  cos  -4  =  ±l/«*  —  Ä»  sin  A'^y 

also  ■  

c:=ib  cos  A  db  l/»*  —  ^»  sin  A'^. 

Hieraus^  sieht  man,  dass  c  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  bat. 
Ist  nun  a^by  so  ist  offenbar 


d.  i. 
und 


l/»*— ^*H-Ä*  cos  ^ > b  cps  Ay 

'% 

Va^  —b^  sin  -rdf»2>Ä  cos  Ay 

b  cos  A^V«^--b^  sin  A^ 


ist  d^ber  jederzeit  negativ,  woraus  sich,  weil  r  seiner  Natur  nach 
positiv  istf  ergiebt,  dass  man  in  diesiSm  Falle  nur 

r  =  d  cos  A^Va^  —  ^*  sin.-df* 

setzen  kann,  und  daher  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zuläast. 
Für  IV -^^j  wo  zugleich  .<i  jedenfalls  ein  spitzer  Winkel  und  da- 
her b  cos  A  jederzeit  positiv  ist,  ist  ddgegen  offenbar 


d.  i. 

und  daher 


\/ä*  —  Ä^  +  ^*  cos  A^  -fCb  cos  Ay 
Va^  —  b*  8itt.^<  b  cos  Ay 
b  cos  AdtiVa^  —  b^  sin  ^% 


man  mag  das  obere  oder  das  |iatere  Zeichen  nehmen,  eine  posi- 
tive Grösse.    Also  ist  in  diesem  «Falle 


/ 


I 
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c  =  ^  COS  -^±\/«*  — ^»  sin  -4», 

bbJ  die  Aifg^be  läMt  iwei  AuflösuDgen  bu.    Dat»  in  diesem  Falle 

l^#*  —  ^*  aio  -<il*  immer  reell  ist,  erhellet  leicht,  weil  bekannt- 
lich iBMer 

ader  «  lin  A  =  ^  sin  ^,  also  b  ain  ^  nie  grösaer  als  a  ist. 
Für  4i=si(  ist  offenbar 

e  =  d  cos  Adbb  eos  ^^ 

und  daher  entweder  r=2&cos^  oder  «=0.  Da  aber,  wenn  von 
eines  wirklichen  Dreiecke  die  Rede  ist,  die  Auflösung  c?:^0  aui- 
raehlosien  werden  muss^  so  bleibt  in  diesem  Falle  bloss  die  eine 
AaflSaoBg  r  =  2^  cos  A, 

Hat  man  r,  so  kennt  man  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks,  und 
kiiin  dann  die  Winkel  B  und  C  nach  bekannten  Formeln  ohne 
•lle  Zweideutigkeit  berechnen. 

Man  könnte  bei  der  Behandlung  des  unbestimmten  Falls  der 
ekenen  Trigonometrie  auch  von  der  unmittelbaren  Berechnung  des 
Wiskels  'C  aus  den  gegebenen  Stücken  a,  .^,  A  ausgrehen,  und 
wirde  auch  auf  diesem  Wege  gana  lu  denselben  Resultaten  wie 
Torker  gelangen.    Es  ist  nämlich  bekanntlich 

•  bi^a  cos  C+e  cos  A, 

NoB  ist  aber  auch 

a  sin  C 

^ —   sin  A  ' 
«Mi  folglich 

b:s=:m  COB  C+ar  cot  A  ain  C» 

"^Iche  Gleichung  bloss  noch  den  unbekannten  Winkel  C  enthält. 
Nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  ist 

■""  ^=H-tangi^'  ^^»  ^=l  +  UDg4C»-   . 

^öhrt   man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,   so  ergiebt 
''^h  nach  gehöriger  Reduction  * 

i(l  +  tmg  j^C^)  =  «(}  — tang  \C^)  +  %»  cot  A  taug  ^C, 

(0  +  ^)  tang  |C*— 2«  cot  -r^  taug  |r=«  — ä, 
OQer 

A          1  ^11       2«  cot  ^  ^  , ^       a—b 

tang  iC* jj-p^  tang  iC=^-q:^. 

^^^t  nan  diese  quadratische  Gleichung  in  Bexiehung  ouf  tang  ^C 
*ift  nnbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man      • 

£a^       .^     Ä  cot  ^._       a*  — ^'+«>  cot  ^* 

(teDg  iC-  -^:pj-).  r= jj-p^jj; 

»»*  folglich  _____ 

.  ^      «cos  ^±l/a»  — Ä»  sin  ^» 
*«°5  i^^ {m+6)  «in  ^ • 


.   / 


.  "^       ■      '\^*.-^., 


\si  uüu  'f  .^^  '^»  ^  ***  oflfc»fcar 


uoii  folglich 


eine  ne^tite  C»rf»Me.    IMLer  luna  ■»•,  weil  faa^  JT 
sktiv  ist,  <üi  iC  Die  griwtr  afe  M^  iit.  Um» 

^~«4^= (Zh^)»^ 

setzen,  nad  e»  ^n^kt  ia  diese«  FaOe  bw  eise  AaliiBBg.  Wckb 
aber  a  •<  ^  1*^9  w#  «r  e«0  ^  UBner  fositiY  iit,  s«  ist  «Mikar 

«1.  i. 

imd  die  CröiM 

a  em  AdtzVa^-^-ö*  um  A* 

Ui  daher,  «Miaa  nag  das  obere  oder  das  natere  Zeicbea  «ebaieB, 
stets  positiv.    Also  Kasn  «an  • 

,  ^       a  cos  A^Va^^b^  sin  A^ 

^^%  t^= {^büii^Ä 

setzen,  und  es  giebt  in  diese«  Falle  jederzeit  zwei  A«l9«iogeD, 
die  »ach  beide  reell  sind»  weil  bekanotlicb  ^  sio  ^  =  0  no  i?, 
folglicb  ^  sio  A  nie  grösser  als  a  ist.  Ffir  «=^  ist  nach  de« 
Obigen 

«  ^      0  cot  A:Aza  cos  A 

und  also  entweder' 

'       ^  3«  cot  A  20  cot  ^ 

tangp  ^€7=  ^.^-p^jy-jj— j  c=     ^^^ 

oder  tang  jC=rO.  Im  zweiten  Falle  ^ wäre  \Ch=0^  also  anph 
^^'=0,  welcl^ei,  so  lange  von  einem  wirklichen  Dreiecke  die  RedQ 
int,  nicht  Statt  finden  kann.  Daher  hat  man  für  a  =  ^  bloss  die 
eine  Auflösung  ^  .     ^ 

tang  ^C=.    ^^^  . 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  schon  oh^n  gefundepeDk  ¥oU« 
kommen  üherein.         ,  •-    ::  i 

Wenn  allerdings  aucTi  der  erste  und  gewohnlipfae  Vortrag  des 
unbeiitimmten  Falls  der  ebenen  .Trigonometrie  hei  Weitem  der  ein- 
fuchite  ist,  so  halten  wir  doch  bei'm  Unterrichte  Betrachtungen  wie 
die  obigen  .für  seBr  instructiv  für. die  Schüler,  und  glauben,  daäfl^ 
dieselben  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterriehts  überhaupt 
förderlich  sind;  welches  der  einzige  Grund  ist,  der  uns  zia  der.  Mit- 
thoilung  derselben  an  diesem  O^-te  bewogen  hat.  '        G.    * 


.• ». 


I 


wi 


Auf«|i  Bcbon  für  den  Elementaninterriclit  im  der  Alf^brcl  ?er« 
üieDt  d«r  folgebde  Vortrag  der  .Lehre  von  der  Elimination  der  un- 
bekai^^ten  Grössen  ans  Gleichungen  des  ersten  Grades  empfohlen 
XII  weirdcn. 

Ca  seien  die  zwei  Gleichungen 

Aa:  +  By  =  C 

f>»^hen.  Uift  ans  diesen  beiden  Gleicbunc^n  ^  zu  bestimmen^ 
^<^ttBt.  es  darauf  an,  dieselben  mit  zwei  Factoren  M  und  N  zu 
'"'^Itiplicireni  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man  nach  ge- 
^ciekener  Multiplication  die  beiden  Gleichungen  zu  einander  ad- 


.     ^1  der  Coffficient  von  y  yerschwlodet.    Diese  Bedingung  erfor- 
«««,  dass 

BM+bN=^ 
sc^i,  und  man  wird  also   • 

M=by  Nzzz-^B 

Bitten  können.    Tbut  man  dies  und  verführt  nach  der  vorher  ge- 
S^beaen  Andeutung^  so  erhält  man 

^  —  AA'-^aB* 
^ii4  bierauii  durch  gehörige  Vertanschung  der  Buchstaben 

Bat  man  ferner  die  drei  Gleichungen    . 

Jx-^By^Cu^ssiB 

aw^ßy+Y^^ssi 

^«  kommt  es ,  um  ^  zu  bestimmen  •  darauf  an ,  diese  Gleichungen 
^^  drei  Factoren  Jlf,  X^  /*zu  multiplicireii ,  welche  so  beschaffen 
^*Bdy  dass,  wenn  man  naeh  geschehener  Multiplication  die  drei 
*  ^Mcfcungen  zu  einander  addirt,  die  CoefBcienten  von  y  und  %  ver- 
^winden.    Diese  Bedingung  erfordert,  dass 

BM+bN-^ßP^ii 
CJIi  +  cIf+rP:=z6 

MI.    Bringt  man  diese  Gleicbungeo  auf  die  Form 
TImU  II.  22 
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N  _  g(CT-  Dy) H- ^(Dß -^Bd)  +  ^(By -  Cß)  ' 
Ü  ~     B(cd  -r  dy)  -4-  C(dß  —  Af)  -f-  JO(by^  cß)   ' 

«  ~      B(c&'-'dy)-^C{4ß-'h6)rhD(iy^cß)     ' 
und  kann  also 

/»=  ^{fiD — d€)  +  C(</i?  —  bD)  +  S)(Ä  C—  cB), 

Q=:B(cö^dy}+  C{dß^6i)  +  B(br  —  cß) 

I.  -  .  ^ 

setzen*    Dann  ist  aber,  wie  sogleicli  erhellet^ 


a: 


AM^mff^aP^^q: 


Dafdi  g^örige  Veitanschung  der  Buchstaben  erhält  man  hieriius 
y,  «,  «i,  nnd  es  erhellt  nun  auch  mit  völliger  Deutlichkeit,  wie  man 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann. 


Ceber  die  Eerechnung  der  Länge  nnd  Breite  eines 
Gestirnes  aus  seiner  geraden  Aufsteigung  und  Ab- 
weichung, und  umgekehrt.  Von  dem  Herrn  Pro^%»sor 
€•  A.  Bretschneider  zu  Gotha.       / 

Die  in  der  Ueberschrift  erwähnte  Aufgabe  findet  sich  in  allen 
Lehrbüchern  der  Astronomie  behandelt,  so  dass  fnan  sie  für  TÖllig 
ersehöpfÜ:  halten  sollte.  Gleichwohl  scheint  die  nachfolgenije  Be- 
merkung den  Verfassern  jener  Schriften  sämmtlich  ^entgangen  zu 
sein;  wenigstens  habe  ich  sie  in  den  mir  zugänglichen  astronomi- 
schen Werken  nicht  gefunden.  , 

Sind  nämlich  die  gerade  Aufsteigung  a  und  die  Abweichung  8 
eines  Gestirnes  gegeben,  so  findet  man  überall  angegeben,  wie  man 
aus  ihnen  die  Länge  X  und  Breite  ß  des  Sternes  mittelst  ^  eines 
'Hfilfswinkels  berechnen  kann,  und  eben  so  wird  angegeben,  wie 
man  aus  A  und  ß  ebenfalls  durch  einen  Hülfswinkel  a  und  9  zu 
berechnen  habe.  Niemand  aber  scheint  bemerkt  zu  haben,  dass 
sich  beide  Aufgaben  mittelst  eines  und  desselben  Hülfswinkels 
lösen  lassen.  Nennt  jnan  uämlich.  die  Schiefe  der  Ecliptik  €  und 
den  Hülfswinkel  %  sohlst 

sin  ß cos  (y-t-g) 

"'~   (f  GOS  y       ' 


sm 

tang  A sin  (y-f-g) 

tang  a  >in  tp 


22» 
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ier  Winkel  9  wird  dnrch  eine  der  lieideB  GleicbaBgen: 

tang  9>  =  cot  3  sin  a 

tang  ()p  -f-  f )  =  cöt  ß  m  1 

düflit    Es  ist  9  positiv  oder  negatir,  je  nachdesi  a  ideiner  oder  '^j 

«sser  als  180*  ist,  nnd  eben  so  ist  (9>  +  <)  positiv  oder  Mjpiti?«  ^^ 

nachHeai  X  kleiner  oder  grösser  als  ISO*  ist;  sonst  liegen  laner  ^ 

nnd  d,  femer  §p  +  €  und  ß  nnd  endlich  X  vnd  a  in  deasdlben 
nadraoten. 

Bei  der  Reduktion  von  a  und  3  von  einer  bestiaiBteB  Epoche 
*nf  eine  nicht  sehr  fem  liegende,  x.  B.  hei  der  Reduktion  ¥Om  An- 
ko^  eines  Jahres  auf  irgend  einen  anderen  Tag  desselhoi  koBMea  *« 

beide  Anfgabeta  nnaittelbar  nach  einander  zur  Ldsnng.  Dm  sidk 
hier  9  meistens  nur  uin  einige  Secnnden  ändert,  so  wird  die  Roch- 
rang  sehr  leicht  auszuführen  sein,  wenn  man  sich  die  Aendemn- 
ren,  welche  log  cos  (9>+c) — ^^  cns  ^  nnd  log  sin  {g>+^) — logsin  9 
für  1^  Aenderung  den  Werthes  von  9  und  £  erleiden,  am  Rande 
bemerkt  Hat  man  dann  ans  a  nnd  d  zuerst  X  und  ß  berechnet, 
und  bezeichnet  nun  die  dnrch  Präcession,  Nntation  etc.  verbeanmr 
ten  Werthe  derselben  mit  X'^  ß^^  so  wird  man  die  Complemente  von 

P        COS  <p  ^        sin  9 

nittelst  der  angemerkten  Aenderung  nur  durch  eine  kleine  C^orrek- 
tion  zu  verbessern  brauchen,  um  mittelst  ihrer  die  neuen  Werthe 
^on  a  nnd  d  zu  erhalten. 


i 
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U«ber  die  Behandlungsarten  geometrischer  Ele- 
mentar-Aufgaben.   . 

■   I 

s  «       Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Mensing 

'ZU  Erfurt^ 


(Die  CitaU  beziehen  sich  auf  EucUd's  Elemente.    Ein  C  daTor»  bedeutet: 

Converse  des  citirten  Satzes;) 

In  verschiedenen  Zeitschriften  werden  über  den  mathematischen 
Unterricht  hänfiff  Bedenken  erhoben.  Einige  eifenl  über  die  dar- 
auf  verwendete  Zeit,  Andei'e  tadeln  die  bei  demselben  augei^endete 
Methode.  Die  meisten  vermissen  das  Cebersichtliche  in  derselben  ' 
und  möchten  nur  das  Allgemeine,  damit  durch  gesteigerte  geistige 
Energie  das  Besondere  sieli  gleichsam  von  selbst  ergebe.  Vielen  ist 
dagegen  die  Unterrichtsweise  upch  nicht  elementar  genug.  .       s 

Solche  Bedenken  kommen  zwar  von  sehr  verschiedenen  Seiten, 
entspringen  untei*  ßehr  verschiedenen  Graden  mathematischer  Bil-  * 
düng,  haben  zum  Theil  ihren  Ursprang  in  dem  Geiste  der  Neue- 
riingssächtigen ,  sind  wohl  aber .  weniger  von  gereifter  Erfahrung 
eingegeben;  dennoch  möchte  man  sie  als  ein  erfreuliches  Zeichen 
des  Interesse  an  der  Sache  betrachten,  welches  freilich,  meist 
darck  Missverständnisse  verleitet,  sein  eigentliches  Ziel  verfehlt. 

.  Ich  sollte  nun  meinen^  wer  sich  streng  an  Buklid's  unverbes- 
serliche'Methode  undv^an  dasjenige  hält  was  eine  lautere  Quelle  in 
ihm  hat,  könne  nicht  wohl  einen  Fehlgri£P  thun.  Diese  Methode 
wird  aber,  wie  mir  scheint,  seit  längerer  Zeit  iiicht  eifrig  genug 
verfolgt.  Selbst  in.  manchen  Werken,  deren  Verfasser  derselben  im 
Allgemeinen  huldigen,  wird  der  Gegenstand  einer  geometrischen 
Betrachtung  oft  so  verunstaltet,  dass  man  sein  Wesen  nur  mühsam 
herausfiddet.  Namentlieh  c^rscheint  die  geometrische  Analyse  bis- 
weilen in  solch  ein^r  &eltsdmeo  G^talt,  dass  man  glauben  möchte, 
der  Darstellende  habe  gar  keinen  Begriflf  davon.  Denkt  man  sich 
nun,  dass  Bücher  mit  solchen  Entwicklungen  in  die  Hände  von 
Schülern  kommen,  deren  Voratellnngen  berichtigt,  deren  Auffassun- 

Tbett  n.  23 
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gen  xDr  Reife  gebraekt  werdea  sollen ,  so  wäre  es  zn  Terwnndeni 
wenn  sie  Lost  am  Gegenstnnde  bekielten,  sofern  diese  bereits  rege 
geworden  ist. 

80  haben  wir  eine  dentscbe  Bcnrbeitnng  ron  Lealie's  geome- 
trischer Anaijsis,  die  lfö2  in  Berlin  erscbien.  Das  Original  ist 
■ir  nicht  xnr  Hand,  ich  kann  deshalb  auch  nber  dessen  Wertb 
nicht  nrtheilen;  sicherlich  hat  aber  der  üebersetser  znr  Verbesse- 
mag  des  Bnches  in  seinen  Hanpttbeilen  nicht  beigetragen:  denn 
die  Analysen,  die  darin  Torkosmen.  sind  gar  nicht  als  solche  zu 
erkennen.  Manche  Aufgabe,  die  sich  dort  findet,  wurde  aber  für 
den  Schüler  sehr  bildend  sein,  wenn  Jener  wesentliche  Tbeil  nicht 
so  gänzlich  Temachlässigt  wli«*' . 

ÜA  diese  Behauptung  zn  belwen  wähle  ich  eine  Aufgabe  die 
sieh  dort  (Seite  IL  Mit  XUL)  &dct,  npd  Una  «eselbe  mch 
Enklid's  strenger  Weise. 

Aufgabe.  Auf  «iner  der  Grosso  nach  geffebenon  Ge- 
raden einen  Punkt  so  zn  bestistBien,  dass  das  Quadrat 
fiber  seiner  Entferaung  ron  desi  einen  Ende  so  gross 
werde  als  das  Rechteck,  zwischen  der  Entfernung  yom 
andern  Ende  und  einer  zweiten,  der  Grösse  nach  gege- 
benen Geraden. 

Sei  (Tafllll.Fig.d.bei'm  zweiten  Hefte)^iff  die  erste  Gerade,  AC 
die  zweite;  man  sucht  einen  Punkt  i>,  so  A^^sAD^zi^DB^AC^trA^ 

I.  Fall.    Der  gesuchte  Punkt  sei  zwischen  A  und  B. 

Analyse.  Sei  ui^  auch  der  Lage  nach  gegeben.  Verlängere 
dieselbe  nadi  C...  (Pbst  IL) .  • .  Mache  AC  der  zweiten  Gera- 
den gleich  . . .  (I.  3.) . .  Der  Punkt  D  erfülle  die  geforderte  Bedin- 
gung, so  dass AD"*^  =  DB  .  AC werde. 

Dann  ist  (C  IL  3.)  DA .  AC+AD*  =  CD .  DA,  folglich 

(Ax.  IL) CD .  DA^i^AD .  AC^ DB .  AC. 

H^Ibire  AC  \n  E . .  (L  10)  . . .  so  ist 

..(U.  6) CD.DA-^AE^smED^  also 

(Ax.  L  IL) ED^  :=  AB'  -+-  {AD^DB)AC. . .  (C.  IT.  1% 

Mucke  AFaeBkre€htBüiBC.J(Llli..undCAiAI}=:rA:  AB.. 
(TL  13.),  so  ist  AJTzizAB .  AC. . .  (VL  17)  . . .  mithin 

(Ax.  L)  . . .  ED^  =  AE^  -H  AF*.     Ziehe  FE...  (Post  L)    4 
80  ist  ...FE^=zAE*'^AF^...(\.M.)  ^ 

folglich  ED^=FE* . . .  (Ax.1.)  also  DEz=:EF. . ,  (L46. 2us,)_  4 

Construction.  ..Sncbe  die  mittlere  Proportionale  zu  CA  um 
AB  (VL  13);  halbire  ^^  (f.  1^)  und  beschreibe  aas  E  als  Cen— 
tmm   mit  tier  Entfernnnff  EF  einen  flalbkreis,  so  ist  der  Durchs 
schnitt  desselben  mit  AB  der  gesuchte  Punkt  Di 

Determination.    Ein  Dnrebschnitt  Mit  awischeif  A  und 

Sei  BC:=:tMC  und  AB  =  %AN\  da  AC^^AB  und 
BCz=z  BA  -h  AC^  so  ist  aJ/£^=  2JUV-H  %AE 

(blglicb  üf^Jir  AN+AE  (Ax.  Vn.) 
oder  MC—JN^BC 
*       mithin  Cülf  >  CE 
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lieber  die  Theorie  der  Elimination. 

VOD 

I 

dem  Herausgeber. 


Zweite  AbhasdluDg  ). 

f.  1. 

In  deo  Menoiren  der  Berliner  Akademie  der  Wissensebaften 
TOB  Jahre  1748  hat  Buler  eine  Eliminationsmethode  gelehrt,  wel- 
che sieh  Tor  allen  übrigen  Ibekannten  miminationsmethoden  durch 
Eüne  nnd '  Einfachheit  gnnx  besonders  aosgeseichnet.  Diese  Eli- 
■ioationametbode,  bei  welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 
Fonetionen  ein  sehr  wichtiger  und  fruchtbarer  Gebrauch  gemacht 
wird,  Wollen  wir  vorzüglich  nach  der  sthönen  mid  gründlichen 
BiriteHnng,  welche  Deuerlickst  Cadehy.  in  seinen  Exercices 
<l'Analy8e  et  de  Ph^siaue  math^matioue.  T.  I.  p.  397  von 
«ierielben  gegeben  hat,  in, aer  vorliegenden  Abhandlung  entwickeln. 

f  2. 
Die  beiden  gegebenen  Gleich uogen  seien 

Äf«  •+- aÄ?«^! -f- ^^r«*^ -I- . ...  rh ;»a? -H  f!=  0, . 

^^er,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

/{^)  =  ^'^  ■+"  ««*?••"*  +  ijC^~^+  .  . .  +  pop  -f-  ^ 


.enn  dasa  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  Goefficienten  der  höch- 
^^ten  Glieder  die  Einheit  sind,   die  beiden '  gegebenen   Gleichungen 
^  ederseit   gebracht   werden    können ,    fällt   auf  der  «Stelle  in    die 
-^ugen. 

Die  m  Wurzeln  der  ersten  Gleichung /'(^)  =  0  seien 

«>  ft  y>  ^j  •  •  •  •> 
und  eben  so  seien  die  «  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  /X^)=0 


*)  Die  erste  Abhandlung  s.  m.  Theü  11.  Heft  I.  S.  76. 
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lieber  die  Theorie  der  EUminatioii. 

VOD 

dem  Herausgeber. 


Zweite  AbhasdluDg^). 

♦•1. 

Id  den  MJenoiren    der  Berliner  Akademie  der  WissenschaftiBii 
TOB  Jabre  1748  hat  Buler  eine  Eliminatipnsmethode  geiebrt,  wel- 
che sieb  vor  allen  übrigen  bekanntem  Eliminationsmetboden  durch 
Kürze  nnd  Einfachheit  ganz  besonddrs  ausgezeichnet.    Diese  Eli- 
ainationametbode,  bei  welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  ein  sehr  wicKtiger  und  fruchtbarer  Gebrauch  gemacht 
wird  y  wollen   wir  vorzüglich   nach   der  schönen  mtd  gründlichen 
ßarsteUung,   welche   neuerlicbtit   Cattcby.  in   seinen  .'Exercices 
d'Analyse  et  de  Ph^sique  raatb^matiaue.  T.  I.  p.  397  von 
derselben  gegeben  hat,  in, der  vorliegenden  Abhandlung  entwickeln. 

$.  2. 

Die  beiden  gegebenen  Gleichungen  seien 

Ä?*  •+- flra?*-i -♦- ^a?*"»-^ -I- . . .  •+•  ;»Ä? -4- f.  =s=  0, . 
^ -I- -^ar*-l -h i?a?»-a  +  . .  ,  -+-/>a?-|-  ä  =  0,- 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

/(o?)  =  or"» •+•  Äjp»-i  +  Ä^r«*-« -I-  . . .  -h^^ar-hy 
/^Csr)  ==  ^'« -f. ^o:»-! -4- Ä!a:»-? -I- . .  .-i-P^+  Q 
■^t^en, 

^^^n  dass  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  CoefGcienten  der  höch- 
.'^^n  Glieder  die  Einheit  sind,  die  beiden '  gegebenen  Gleichungen 
{^^erzeit  gebracht  werden  können,  fällt  auf  der -Stelle  in  die 
^  ^  gen. 

Die  m  Wurzeln  der  erstien  Gleichung /(or)  =  0  seien 

-.  «>  ft  y>  <^>  •  •  •  •> 

d  eben  so  seien  die  n  Wurzeln'  der  zweiten  Gleichung  /\^)=:0 


')  Die  erste  Abhandlung  s.  m.  TheU  II.  Heft  I.  S.  76. 


346 

/ 
*>    ^»  f*>   *'»•••  •> 

SO  dass  nämlich  / 

/(^)  =  (^  — «)  (^  — /?)  (^  — y)  (^  — cJ).  .., 
/Xa?)  =  (or  —  «)  (^--X)  (JP  — f*)  (^  — y) 

iit  ' 

zusammen  existiren  können,  d.  li.  sollen  sich  dieselben  dnrcli  ein 
und  denselben  Werth  von  as  erfüllen  lassen;  so  muss  nothwendlg 
wenigstens  eine  der  Gleichungen 

a  =  x,  a=i:X,  a^sfij  a^^v^ . .  • ., 

iz=iXy  d=:X^  <^=^/*»  -Ä=r, . . . ., 

n,  Ski  w. 
•dek*»  \^«d  ttasselhtB  ist,  trem^tens  eitie  dei*  Gleichungen 

IT  — «==Ö,  y  — 1  =  0,  y  — /»  =  0, /~y=t), . . . .; 
#r-«äÄÄ,  Ji*-X=0,  d-^juassO,  rf— riiir6,  .  .  .  ^ 

U,   8.  W. 

erfüllt  sein,  und  die  Bedingnngsgleichnng,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen 

zusammen  ^l^tbreki  können,  ist  -dahCfr,  ^wtnn  lprir  dur  &4irze  wegen 
2-S2     ^a^ie)  (a^A)  (ä---f*)  t^— V). , . . 

XC*-*)  t^-i)  t*-/»)  <iJ~r)  V.  . ; 

X • 

setzen,  offenbar  die  Gleicfaütag 

.■  -  :    ■  /  yr=;o.   ■■"  ,  '     ■ 

Die  Gleicbung,  welche  man  4arc1i  £lli|D^nation  von  a:  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

erhält,  ist  aber  augenscheinlich  iteiter  nichts  als  die  Bedingungs- 
(gkiebOtag,  dass  die  beiden  vorstehenden  Gkichnngen  zusammen 
existiren  oder  durch  denselben  Werth'  von  a:  erfiilß  virerden  kön« 
neu,  woraus  sich  also  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

0 
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Ueber  die  Theorie  der  EUmiDation. 

Von 
dem  Herausgeber. 


Zweite  AbhandluDir  ^1. 

♦•  1. 

In  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften 
Tom  Jabre  1748  bat  Buler  eine  l^liminatipnsmetbode  gelebrt,  wel- 
che sieb  vor  allen  übrigen  bekannten  Eliminationsmetnoden  durch 
Kürze  und  Einfachheit'  ganz  besonders -ausgezeichnet.  Diese  Eli- 
minationsmetbode,  i>ei /welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  ein  «ehr  wiclvtiger  und  fruchtbarer  Gebrauch  gemacht 
wird,  wollen  wfr  vorzüglich  nach  der  sthönen  mid  gründlichen 
Darstellung,  welche  neuerlichst  Cadeby.  in  seinen  .'Exercic^s 
d'Analyse  et  de  Ph^sique  math^matiaue.  T.  I.  p.  397  von 
derselben  gegeben  hat,  in, der  vorliegenden  ADhandiuog  entwickeln. 

Die  beiden  gegebenen  Gleichungen  seien 

a?»,-+- -^o:^! -h  Äa?r-* +.-.•+- -Po?  +  Ö  =  0,- 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegpen 

/{a:)  =  a?f» -H «a?*— ^  +  Äo:?*-^ -§-.. . .  +  pa:  +  y 

aetxen, 

denn  dass  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  Coefficienten  der  hoch- 
aten  Glieder  die  Einheit  sind,  die .  beiden  '  gegebenen  Gleichungen 
Jederzeit  gebracht  werden  könnenr ,  fällt  auf  der  "Stelle  in  die 
Augen. 

Die  m  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  /{a:)  =  0  seien 

und  eben  so  seien  die  n  Wurzeln'  der  zweiten  Gleichung  /\^)=0 


*)  Die  erste  Abhandlung  s.  m.  Theü  U.  Heft  I.  B.  76. 
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SO  ist,  wie  nan  leickt  aiittelst  EotwickeloBg  ^acii  den  binonisclieii 
Lehrsätze  für  positive  ganze  Exponenten  findet, 

n.  s«  w. 

+  (^  !)• .  «(^  +  X»  +/*. H-  .  . .), 
und  folglich,  weil 

ist, 

.....+•(— I)^  Y  *,«^, -f- (— 1). .  »,iSr.. 

Die  GrSMen 

«o  =  M  und  Sq  =  js 
sind  bekannt;  - 

Zur  Bildung  der 'Grössen 

.  'i>  'j>  *f  j  ^*%  *i»  •  •  •  •  • 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 

/(^)=o 

hat  man  nach  den  Formein  des  au^der  Theorie  der  Gleicfanngei 
liekannten  Newtoi^'schen  Satzes  die  folgenden  Gleichungen: 

0^=  #,  H- <Wa  +  ^*i  •+-' 3c, 
0=r#4-f-«^s  +^'»  -f-Cti  +4«?, 

u.  s,  w. 
0  =  **H-i+ «*«•-!- ^♦••--4  +  e#ii»-a+ ...  H-;i», +^#,, 

0  =  #»KHI-f-<W»H-^|-^#»i  +  C#irt— 1-1-;.-.  •  +^t»  -f-^t, 

U.S.  w. 

oder    » 


'*9 
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•i=  — «, 


#3  =  — iw, —8^, 

'm-M  =  —  «*»i  —  ^*m— 1  —  C9m-2  —  •  •  •  —  P*%  —  ^'i  >      • 

•  •        •  t 

fm+S  =  —  ^*aH'2-^  if^m^i^^  dm — •  •  •  — P^4  —  9**^ 

U.  g.  W.  ' 

und  eben  so  hat  man  zur  Bildang  dtii^  Grössen 

^i>  ^a>  ^j>  ^4>  AT,,.... 

ans  den  Coefficienten  der  GleichuDg 

•'■;.       - .  ■  .  •    jn^)=o  ■■••■.■, 

die  folgenden  Gleicknngen :  .  * 

0 = iy, -h  ^/Sr,  +  2Ä,  '  . 

t 

■•'9'  »..W...  -  •:!.: 

0 = AT,  H- ^Ä-,-!  H- ÄiSw_2  +  c»,-, + . . . -H  p^,  H- i»  a, 

0=S,^+uiSi^t  +  BSn-i-  CSn-i-\-  . . .  -f--BSf,  ■+■  QS„ 

^  '  n,  s.  \r. 

oder 

''  S,=  —  JS,—BSj—3C, 

■  :■  •  u.  a.  w.     . 

Ä,  =  —  ^«»_i  —  i?Ä»_2  —  CS»1» -^  . . .  — /W.  —  «  ^, 

Ä^  =  -  ^/ff»+i — ^Ä,— c»»-i  i^ . . .  -  iW,  ^  «»„ 

Ä,^=— ^«,«4— i?Ä^i—  CSn^:;  .'-PS^  -^^8,, 

n,  8,  ür, 
worans  Zugleich  erhellet,  dess  ■        '  ^ 

'oj   'iJ   '»>  '»>  '*>  


laoler  gmnxe  rationale  algebraiadie  FnactiaBap  vo» 

a,  by  Cy  d,..,p^  f; 
«■4  ebea  so 

S^y      ÄJ,     0^9      ^1»     ^%9    •    •    •    • 

laoter  f^nze  ratiosale  algebraisckeFoDctionen  tob 

Bind. 

Hat  fluiD  auf  diese  Weise 

'•>   'n  *1>   *f  >  •  •  •  *» 

und 

^<0»    Ojj    Ä^    ^jj  » • .  Sg     ,      .  ^ 

respective  ans  den  Coefficientea  der  GTeicbungen 

/(^)  =  0  und  JX^)=:0 

gebildet,  so  kann  jnan  mittelst  des  oben  fdr  Si  gefundenen  j4iis- 
dl     " 


Irncks  aneb  diese  Grösse  ans  den  Coefficienten  der  beiden  in  Rede 
labenden  gegebenen  Gleicbnngen.  bilden,  woraus  nngleidi  mit  völ- 
liger Denthcbkeit  erbellet,  dass  aucb  Sg  jedeneit  eine  ffanze  ra- 
tionale algeliraiscbe  Function  der  Coefficienten  der  beiden  Glei- 
cbnngen 

ist.  " . 

Bezeicbnen  wir  jetz^  die  Gleicbung  des  {mmjttn  Grades,  de- 
ren Wjftieltt 

U.   S..W. 

sind,  im  Allgemeinen  durcb 

wo  die  Coefficienten  ' 

unbekannte   Grössen   sind;    so  ktit  man   nacb   dem   Newton'sch 
Satze  bekanntticb  die  folgjßndun  CHeioboiq^eji^ 

fiz=S,^%        .  ,  ..  ■  .... 

u.  s.  w. 

oder 


r  , 


S61 

■ 

mitteilt  welcher  sich  also  die  CoefifidcBteB 
ans  den  Summen 

'*I.>    ***>    **!>    ^♦J  •  •  •  **■»» 

üiMen  iMsen,  nnd  'wcnsB  zngl^kSi  erhellet,  daM 

a, »,  6, tD,...fj,ö 

lauter  gttst  ratioiiele  algehmiedie  fanetionen  der  in  Rede  stehen- 
den SojMBeii   flind.     Da    man    nun    aber  iiach.  dem   Obigen   die 

Suitten 

T        -C        V        V  -T 

^11  ^.a>  ^i«  ^4»  •  •  •  ^«w» 

IM  den  CodEcienten  der  Gleichungen 

/( jc)  =  0, /X^)  =  ® 
bilden  kann,  wobei  zugleich  aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  dass 

5        "V        V       ^  V  . 

^1»  ^si  ^'i»  «^4»  •  •  •  ^mn 

biiter,  ganse  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 
(erheiden  in  Rede  stehenden "trleichungen  sind;  so  kann  man  auch 
die  Coefficienten 

a,  e,  £,  S>,  • . .  f),  JD 
tu  den  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 

bilden,  «Ad 

K,  »,  S,  Z), . . .  9,  D 

^üd  lanter  ganzie  rationale  algebraische  t^unctionen  der  Coefficien- 
^^4  der  toidftn  in  Rede  stellenden  C^teichiragen. 
Nach  dem  Obigen  ist  nun 

^4^r  • 

^^mö  lüiBD  man  nach  den  aus  dem  Toiliergehenden  «ich  unmittelbar 
jhenden  ftegeln  auch  die  Grösse  2",  folglich  auch  die  durch  die 
"^i^mijiatinin.Yftn  or  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 


Gleichung  2=0  aus  den  Coefficienten  «dieser  beiden 
eiehnngen  Uldtti,  nnd  sugleidi  iU  Jdar,  dasa  die  Grösse  ^jederzeit 
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eine  ganze  rationale  algebi^ische  FuDction  der  in  Re4e  stehenden 
CoeMcienten  ist. 

/  4.  4. 

Die  Gleichung  2  =  0  kann  aher  auch  noch  auf  folgende  Art 
aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

gebildet  werden.    Es  ist  offenbar 

2=:r{a)  f\ß)-FXr)F(i)..,. 
und 

alsOj  w^nn  wir  die  erste. dieser  beiden  Gleichungen,  gebrauchen» 
2  =     (a» 'f'^Jct^^H^ Äa»T-«-|-  ,  ^  ,  -j- /\e  +  Q) 

X    ......... 

Da  nun  das  Product  a^f  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens offenbar  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der 
Gleichung  .  . .    ^ 

ist;  80  rqdaclrt  sich  augenscheinlich  die  Bildung  der  Grosse  2  auf 
die  Auflösung  der  schon  vielfach  behandelten  Aufiorabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  die  .Coefficienten  dieser  Gleichung 
auszudrücken,  ohne  dije  WursjBln  Belhist  zu  kennei]u 

Nach  dem  zweiten  der  leiden  oben  angegebenen  Ausdrücke 
von  J^  ist  *  - 

X  C^* H- «i"^*  +  ^^"^"^ -4- .  '>-hp^  +  q) 

X  (»^ -1»^  «»"^l -#- ^•^■^  +  •  •  ••4-;w'  +  7)     ^ 

X 

wo  die  Grösse  auf  der  Tech ten  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine 
symmetrische  Function  der  Wurzeln*  der  Gleichung 

• 

i«t.}  wd  also  nach  dßrjn  Rede  stehenden  Aufgabe  auch  durch  dic= 
Coefficiebten  dieser  Gletebung^ ausgebracht  werden  kann,  ohne  dia 
Wurzeln  selbst  zu  kennen.  ^        •      ,    '      '        ' 

Mittelst  des  Vorhergehenden  lässt  sich  auch  leicht  der  Gra« 
beurtheilen,  bis  zu  welchem  die  ganze  riitionale  algebraische  Fonc 
tion  2  der  Coefficienten 

a,  dj  Cj . . . Pi  ^f  Ay  Bf  Cj . ..  Py  Q 
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4er  beiden  Gleicbungen 

welclie  IQ  Being  auf  x  reipecüve  vom  mten  und  vea  i»len  Gjrade 
sind,  in  Beiu^  auf  jeden  der  in  Rede  stehenden  CoefBcienten  steigt. 
Ntcb  dem  Obigen  ist  nämlich 

J  =     (a"  +  Aa.^^  -I-  !?«•-«  + ; . .  -|-  />«  -f-  ö) 
X  (y"  -f-  Af^-^  +  Bf^^  -1-  . . .  -f.  /^  -f-  Ö) 

X 

und  weil  nun  di^  m  Wurzehi 

«»  ft  y»  <^>  •  •  •  • 

der  Gleichung /'(^)  =  0  natürlich  bloss  von  den  Coefficienten  die« 
Kr  Gleichung,  d.  i.  von 

ittingen,  so  ist  S  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficienten 

Ay  By  Cy  •-••/*!  Q 

ofenbar  vom  «iten  Grade.  Ganz  eben  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung 

xC^+Ä^'^^+w*'^-*-..  .+M+y) 

X  (/[*»• +iif*'^i+ Äii*«»-»+ ..•+;?/*  + y) 
X  (i^  +  ay<*>-^+ ^y'»--' + .  •  • +;ri^+ y) 

X   ....... 

dait  2  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficienten 

«»  Ä,  c, . .  s/i,  y 
TOB  «ten  Grade  ist. 

f.  5. 

Im  vorigen  Paragraphen   haben   wir   das   Eliminationsproblem 
Mfdie  Aufgabe: 

-  Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
GUichung  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  aus- 
KQdrücken,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen; 
fcAiicirty  und  wollen  diiher  hier  die  schone  von  Cauchy  in  seinen 
Exercices^de  Math^matiques.  k*  ann^e,  p.  103  gegebene 
Anlöiung  dieses  Problems,  welche  nicht  so  allgemein,  wie  sie  es 
Verdifnt,  bekannt  zu  sein  scheint,  einscholten. 

Diese   Auflösung   beruhet  vorzüglich   auf  den   beiden   in   den 
<W«i  folgenden  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätzen. 

Lehrnmix.    Wenn  man  die  Grösse 


S5^ 

WO  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  mittr  +  n 
dividirt;  so  ist  der  liUrig  bleibende  Rest  jederzeit  eine 
ron  a:  unabbänffige  Grösse,  welche  man  erhält^  wenn 
itf&ii  iii'i)em0iviaendu8 

für  a:  die  Gc^^sse. —  a  aetztyt-Bäiniich  di|ß  Grösse 

Beweis.    Der  bei  dei: XHyisioii  von 

durch  a;  + IS?. hervorgehende  Quotient  sei  \ 

uBcf  der  übrig  bleibende  Rest^  .welcher,,  dsi  der  Divisor  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades  von  a:  ^st,  offen- 
bai'  eine  eben  selche  Function  des  nullten  Grades  von  ^^^  4.  i.  eine 
von  a:  unabhängige  oder  eine  constante  Grösse  ist,  sei  /l;  so  ist 
nach  der  Natur  der  Division       ... 


.  I.  •■  •■•   *'         .'-.-•     '  ■•■•.•  '     "^  ■  '  • 

=  A'a^-^B"  -r^«-i If-  6^'   jöf^-i-i^  . . .  -Hilf'  )  ä:         » 

W^il  diese  Gleichung  för' jedes  or  gilt^  so  hat  man  nach  einem 
bekannten  fi^atze  die  folgenden-  Gleichungen: 

u.  s.  w. 

und  folglich,  wie  man  kichk  fikulet,  ' 

-    J'  =  J,  ■■  -■■';•-■.  •  ^      ■-    ■ 

'C''^'^/^Ba+-jia^\  .        ■•■■■^■';:.\ 

D'—D--Ca'\-Ba^^Aa\ 

"■*■•'*■  II.'  «•  w.      •  .     •    ^'     ■ 

R  =  N -- Ma-^ La^  —  Ki^-i^Ja^  —  ..:-- Aa^  ,  ("ly-i. 

oder 


*      SS» 

AÜM»  ist  offenbar       ' 

Äs=:-rf(— «)^4- if(-i»)'^Vi*  ^^'^^^'^  •  • ' +-*f— «) +  -^» 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

•   ...  '._  .     • 

LehrMm$%.    Die  «  lü^arxeln  der  Gleichnng 

deren^Coeffioienteo  reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein 
konneot  aciien 

a^  Ay  c^  dj  . .  •  i^  ^ ; 

wobei  wir  zugleich  annehmen  wollen,  das's  diese  Wur- 
lels  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  W  sei 
eise  beliebige  Function  der  Wurzeln 

a^  6f  c^  df  '•  .^  f)  Af* 

So  wie  diese  Wurzeln  offenbar  Functionen  der. Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  1.  sind:  so  kann  man  sich  natür- 
]i<jh  auch  W  durch  diese  Coefficienten  ausgedrückt 
denken.  Der  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  1. 
BQigedrUckte  Werth  von  W  sei  i3.  Nun  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  man  durch  irgend  ein  Mittel  die  Function 
IFauf  die  Form 

gebracht  babOj  so  dass  die  Coefficienten  • 

uf ,,  ^if  c^i,  •  •  •  t/|,   Vi 
länmllicli  durch  die  Coefficienten 

amgedrfickt  sind.    Bleibt  dann  die  Gleichung 

jederzeit  richtig,  wenn. man  für  a  irgend  eine  der  Wur- 
'leln  6y  c,  dy .  ,  .  t,  Xr  setzt;  -so  wird  bei  der  Division  der 
Grösse 

» 

dnrch  die  Grösse 

indem,  man  nämlich  diese  beiden  Grössen  als  Fünctio« 
Den  von  a  betrachtet,  ein  von.  a  unabhängi^ger  Best 
fibrig  bleiben,  welcher  der  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichiinffl.  ausgedrückte  Werth  Si  der  Function  IFist. 
Beweis.    Der  bei  der  Division  von 

durch 

übrig  bleibende  Rest  hat  im  Allgemeinen  die  Form 


-f-.-.  +  ^  +  M» 

9hm,   wtmm  wir  ^ea  bei  dieser  DinsieB  sicii  erg^eben« 
ftaetieate«  dvek  0  bexei^aeB,  fiir  jedes  jp 

ist    Kacb  der  Voravssetzvag'  ist  biu 


^^km^B, 


c. 


ud 


c« -I- ^r«-* -I- üf»-« 


ir.it +F,=Ä 


0, 
0, 
0, 


v.  s.  w. 


Folg^ck  ist  we|;ea  derfor  jedes 


.  ..-f-Zit-|-A'=0. 

gekeBdeft  Gleickiing  3. 


n.  s.  w. 


ai6»-A  +  /?it»-«-f-yA!'»-«-|- . . . -f-iUt  +  f*  =  ß, 


und  die  GleicboBg 


oder 


•  • 


Jur 


iA  =  Q 


Xjc 


des  (m — l)steii  Grades  hat  folg^licli  die  »  unter  eiDaader  ungleicl 
Warzela 

äfy    ^,      ^,      </,    •    •    .    t,     X>, 

welches  ofleabar  nur  daaa  der  Fall  seip  kaaa,  weoa 

ist.    Aus  der  letzten  dieser  .Gleichaageo  folgt  /uz=i2,  und  es 
also  offenbar  für  jedes  or 

d.  h.  der  bei  der  Division  Ton 
durch 
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bleibende  Rest  ist  eine  von  sc  ^nabbingige  Grösse  und  der  oben 
dorcb  Sl  bezeicbneten  Grösse  gleicb.  Daber  ist  natihrlicb  aucb  der 
bei  d<«r  Diviston  von 


dorcb 

bleibende  Rest  eine  von  a  unabbänffige  Grösse  und  der  oben  durcb 
Si  bezeichneten  Grösse  gleich,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

♦.8. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendung  der  in  den  beiden  vorher- 
gebenden Paragraphen  bewiesenen  Sätze  auf  die  Gleichungen  der 
verschiedenen  Girade  zeigen. 

Zuerst  sei  die  Gleichung  des  zweiten  Grades 

deren  Coefficienten  wie  immer  bei  dieser  Untersuchung  beliebige 
reelle  oder  .  imaginäre  Grössen  ^ein  l^nnen, jregeben.  Die  beiden 
unter  einander  unffleicben  Wurzeln  dieser  Gieiehung  seien  a,  ö\ 
so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen 

und  folglich 

Ä  =  —  A  —  a. 

Wenn  nun  /(a^  b)  eine  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  beiden  Wurzeln  a  und  b  ist;  so  wird  man»  wenn  man 

aetzt,  diese  Function  immer  leicht  auf  die  Form 

bringen,  und  also 

setzen  können.  Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  /(a^  b)  eine 
symmetrische  Function  von  a  und  b  ist,  so  ist  nach  dem  allgemei- 
nen begriffe  der  symmetrischen- Functionen  offenbar 

/(«,  b)  =A^.  ^)  =/(^>  -  ^  -  ^) 

z=:A^b>^^+^B^b>«r-'l^C^b^2^,^r+U,b  +  r^. 

Bezeichnet  also  wie  in  §•  7.  das  Symbol  Si  den  durch  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  von 
f{ay  b)i  so  ist  klar,  dass  die  Gleichung 

auch  gilt,  wenn  man  b  fiir  a  setzt.  Cm  also  12  zu  finden,  wird 
man  nach  §.  7.  mit  der -Grösse 

TheU  U.  24 


.  -  j . 


/ 


1 


3S9 

NttD  AhFidipe  man  in /(«r^  '^),  als  Funetion  vqb  b  betrach- 
tet,  mit  ^i(^)  bineiu,  bemerke  den  Rest,  und  dividirfe  im- 
denselben,  als  Fun;<ktion  .Ton.  «  betrachtet,  mit  JF\a)  hin- 
ein; so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest, 
delF  gkes'ucbte,  durdb  die  Xoeffieienten  der  gegel)f|Deii 
Gleiebung  änsgedrücfcte  Werth  vpiiy'(«,  6). 


I      ; 


Es  sei  ferner  die  Gl^cbung  des  dritten  Grades 

Segeben.    Die  drei  Wiirzeln  dieser  Gleicjinng,   die  auch  hier  wie- 
er  als  unter  einander  ungleich^ angenommen  werden,  seien  a,  &^ 
e%  so  -ist    .-•-     ' 

■     t  . 
oder 

Also  ist 

=  (.2?  — a)  {^»-|-(«-h^^-+-«*+^«»'+-iff}, 

und   h^  c  sind  folglich   offbnbar   die  Wurzeln   der  quadratischen 
Gleichung 

Irt  nun  y](«r,  ^,  c)  ^ine  ganae  rationale  symmetrische  t*iinction  von- 
o,  i^.c\.!&^  kaQn  man  dieselbe  suerst  blosß  al^  eine  gjiuize  ratio«i^ 
nAle  sjUmetriscb^  Function  von  Ia  tind  c  betrachten,  und,  xittc]i, 
§b  8«  dütch  die  Coefficienten  der  yorhergehenden  Glelchyng  dea. 
zweiten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  wird  offenbar /*(«,  ^,  cjala 
eine  ganze  rationale  Fanction  von  a  dargestellt.  Diyjdirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  von  f(a^  b^  c)^  als  Function  von  a  betrachtet, 
mit 


hinein;  so  ist  der  bei  dieser' Divt^on  übrig  bleibende  Rest  der 
diirdh'  die:'€6efficienten.  der!  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Gra- 
des ausgedrückte  Werth  von  /'(«,  6y  c),  weicher  gesucht  wurde, 
wie  aus  dem  in  f.  7.  bewiesenen  Satze,  unmittelbar  folgt. 

Nach  $.  8.  hat  inah  also  auf  folgende  Art' zu  verfahren: 

Man  setze 

and  j" 

Nun  iix\'\i\ieiaw  v^  f(a^  6^  c),  al&.FiincHbn  von  c  betrachtete  mit 
Pxic)  hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  als 
PaiNftidn  von  i^  betrachtet,  mit  F^{b)  hinein;  so  ist  der  bei  diesig 
Division  bleibende  Rest  der  als  eine  Function  von  a  dargestellte - 

24* 


t  » 

.    f  i   .    .     .  t  ^jr 


sind.  ^  Ist  nun  /(iv,  ^,  c,  </)  eine  firome  rAtibnale  lymmotrische 
Fmaction  tod  «r,  ^,  c,  i/;  so  kann  man  dieselbe  luerst  bloss  als 
eine  ganze  rationale  symmetrische  Function  von  b^  e,  d  betrach- 
ten^ und  nach  $.  9.  durch  die  Coefficienten  der  vorhergehenden 
Gleichung  des  dritten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  erhält  man 
/(«,  b^  Cy  d)  als  Function  von  a  ausgedrückt.  Dividirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  mit 

kinein,  so  ist  nach  §.  7.  der  hei  dieser  Division  übrig  bleibende 
Rest  der  durch  dre  Coefßcienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
drückte Werth  der  Function  /{a^  b,  c,  o),  welcher  gesucht  wurde. 

Nach  §.  9.  hat  mun  uUo  auf  folgende  Art  zu  verfuhren: 

Man  setze 

und  , 


Nbb  dividire  man  in  f{a.  b,  c,  d),  als  Function  von  d  betrachtet, 
nit  JFt(d)  hinein^  bemerke  den  Kest,  dividire  in  denselben,  als 
Fnaction  von  c  betrachtet,  mit  /^3(c)  hinein,  bemerke  wieder  den 
teit,  und  dividire  in  denselben,  als  Function  von  b  betrachtet,  mit 
^,(^)  hinein.  Der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  ist  der  als 
l'vnction  von  a  ausgedrückte  Werth  der  Function  /*(«,  b,  c,  d). 
>    Dieien  Rest  dividire  man  durch 

a^+Ja^  +  Ba^'+Ca  +  B, 

*o  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  durch  die 
Coefißcienten  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten  Grades  ausge- 
drückte Werth  von  /(^j  b^  c^  d),  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt   man    nup    abei*   wieder,    dass   nach  dem  Obigen  die 
Function  I^i(a:)  erhalten  wird,  wenn  man 

a^  +  Ja'  +  Ba^'  +  Ca  +  B 
von 

a:*  4-  Ja;^  +  Bä:*  -hCa^  +  B 

"^btrahirt,  in  den  Rest  mit  a:  —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
^^>*kt;  so  ist  klar,  dass  man  die  obige  Kegel  auch  auf  den  folgen- 
^^Q  Ausdruck  bringen  kann: 
Man  setze 

/Xo:)  =  ^*  +  ^o?»  +  Äa?»  4- Co?  4- Z> 


Und 


jf.(^)=^*)-^'" 


x  —  a 


i 


.1 

■ 

.V 


..  * 


3«» 

«•'•i^w:,--  nnd  setWe  diese«  VerfähreB  so  laDge  fort,  bis 
man  eioeo  Rest,  als  Function  von  ^  betr«ek<tet.  dirrtii 
•^1(^)9  and  endlich  den  bei  dieser  Division  bl^il^en- 
den  Rest,  als  Function  von  a  betracbtet,  durch  F{a) 
dividirt  hat;  so  ist  der  bei  dieser  letzten  Division 
bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  di^  Cd«iffi^len-»- 
ten  dei*  gegebenen '€rlei«b«Dg  ausgedrücktei  Werth  von 

.'/(ä,  ö,  €?/«ä;  . . .  f ,  k).  .   . 

Naeh  dem  Obigen  würde  dieser  Satz  eigentlich  noch  der  Be- 
dingung zu  unterwerfen  sein,  dasr^die  V^rzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sKmmtlich  'unter  einander  ungleich  sein  müssen,    Indess 

'  erhellet  durch  das  folgende  einfache  Raisonnement  sogleich,  dass 
dies  .nicht  nöthig  ist,  uud  unser  Satz  also  auch  dann  noch  gültig 
bleibt,  wenn  ubter  den  Wurzeln  a,  S^e^  M,  •  • ;  i,  JS:  der  gegebenen 
Gleichung  beliebig  viele  einander  gleiche  vorkommen;  Bezeichnet 
nämlich,  die  Wurzeln  als  sämnitlich  unter  einander  ungleich  ange- 
nommen, wie  schop  früher,  Q  den  d}irch  die  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  ausgedrückten  Werth  der  ganzen  rationalen 
symmetrischen  Function  y(a,  ö^  c^  d, , , .  «,  /r) ;  so  ist 

und  aus  der  oben  gelehrten  Bestimmungsweise  von  jQ  erhellet  un- 
mittelbar, dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ä  immer  eine 
nnze  rationale  algebraische  Fnnetion  der  Coefficienten  jiy  By  C, 
Z^,  . .  •  //*,  JV  ist.    Die  Gleichung 

bleibt  wcfa.dem;Obigai|  richtig',  wenn  nur  alle  W4inie|a  der  gege* 
benen  Gleichung  unter  einapder  ungleich  sind,  wie  klein  auch 
sonst  die  absjoluten  Werthe  ihrer  Unterschiede  sein  mögen.  Nun 
kann  mbn  iifch  ab^r  offenbar  voräteUen,-  dass  sich  ..die  C#^ti. 
cienten  Jf,  B^  Cy  Dy . ,  •  Z/,  A^  der  gegebenen,  Gleichung  auf  eine 
solche  Weise  stetig  ändern,  dass'  eine  odef*  'mehrere  Differenzen 
zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleidrang  sich  fortwährend  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung hört  die  Gleichung 

/(«?,      by      Cy      dy\..iy      k]  =  U 

nie  auf  gültig  zu  sein,  und  wird  also  f^^tsubar  auch  dann  noch 
gültig  bleiben,  wenn  die  gedachten  Differenzen  ihre  Gränze  Null 
wiricfid^  erreichen,  oder,  was  dasselbe  iirtj  wenn  zw<9ii^der  mehrere 
WWEe1n'''der  gegebenen  Gleichung  einander  gleich  werden. 

Von  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Theoreme  wel<- 
len  wir  nun  zu  dessen  näherer  Brläuterun^  einige  Anwendungen 
maphen. 

Zuerst  ser  die  Gletcking  des  #itteA^Gfädes 

deren  Wnrtela^  Wie  oben^diiröb  a^  by  c  bezeichnet  werden  eollen, 
gegeben.    JA^b  soll  die  gan^e  ratloiJDal^  symmetrische  Function 
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und  folglich 

jFX^)  —  JFX«)  =  ^*  -.  <»♦  +  B{pai^  —  #»)  +  C(a:  —  a), 
alno 

Daher  ist 

i^,(^)  —  F^  (U)  =  o?»  —  Ä»  +  «(ar»  —  ^•)  4-  («»  +  i?)  (^  —  Ä), 
folglich    ^  \  ^ 

jr,(^)  =  ^'^"^^Zf^^^"  =  ^»  +  (*  Hh  «)a?  +  Ä»  +  ab  +  «»  +  ^, 

also  ^  ,  , 

F^(ae)  —  F,(c)  =s  a?»  —  c«  -^{b  +  «)(«  —  c), 
und  daher 

Die  fernere  Reehnnpff  kann  man  sich  aber  ia  dtes^oi  Falle  auf  fol- 
geade  Art  sehr  erleicnterD.  .Nach  ^iaem  bekannteo  Satze  ist  nämlich 

oder 


Also  ist 


a  +  i/=s  —  (Ä  -I-  c), 
^H-i?=  — (a  +  c), 

c  +  <(== -T- (» -h  ^)f 
Und  folglich 

ir=-{(a-4-Ä)  (a  +  c)<Ä-f-c)}S 
"WO  man  nun  statt  NT  die  einfachere  symmetrische  Function 


entwickeln  kann,  aus  dier  sich  dann  nadi  dem  Vorhergehenden  W 
leicht  ergiebt.  l{ntwickelt  man  ^«r  ^^^  ^^^  Potenzen  von  es  so 
erhalt  man 

IT,  =  (^  4-  «)c»  4-  (*  +  «)*«  +  ff^'  +  ä^b. 
Dividirt  man  mit 

in   Wyy  als   Function   irpii  d  betrachtet,    hinein,    so   ist  der  Rest 
offenbar 


(A4- «)c*  -h (Ä 4- «)*c 4- ah^  4- «'*. 
Dividirt  man  in  diese  Grösse,  als  Fntaction  von  c  betrachtet,  mit 
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und  folglich  i.^.i. 

Die  Richtigkeit  dicfiea  Resultats  kao^  maa  auf  folg^en|l|f  4**^  leicht 
prüfen,    ^ekaontlich  ist 

und,  weil  «eine  Wurzel  der  gegebeben  quadratischen  Gleichung 

ist,  so  ist  "'         •   ■•  ■■  '  *• '    -  'V 

Da  DM  '•■'■  •'•■■■ 

ist)  SÄ" ist'  ■    '      ■  •  -•;'■■■'■       ■    :* '     ■ 

irz==  (a -^)»  ==  (V+ JfJ»  Ä  J/» +^^^^^^^ 
und  Folglich,  weil 

•  .  ■■■■■'■  ■)•■•-': 

Tvie  vorher  gefunden  wurde. 

.   4.  15. 

; .  Dje  gitgehene  Gleichung  s^i  die  yollsAäadige  ciihi^eho  Gl<^ichung 

iih4  die  diircli  deren  CpefficienteD  auszudrückende  gajf^e  rati^palj^ 
«jrpmelrifiche  Function  ihrer  Wurzeln  a,.^,  p.  sei  . 

^  jtbn.in  diesem  und.  in  ähnlichen  Fällen  die  symmetrische.  Fiiae- 
tion  IF.  blÖAs  durch  a  u^d  die  Coefficienten  der  gefi^eben^n  Gli^l- 
chung  auszudrücken,  so  dass  nämllcli  die  Wurzeln  i^'ic  aus  den^ 
ohige^  Ausdrucke  von  W  eliiqinirt  werden ,,  kann,  man  anph  auf 
folgende  Art  verfahren.  0a  a  eine  Wurzel  der  gegebenen .  (Glei- 
chung ist,  so  ist  ^ 

...  •■  1  - 

Folglich  ist  für  jedes  ^ 

=  AT»  ^■^»  +  ul(Äf »—«»)  + Ä(^  ^«) 

Nun  ist  aber  bekaniitlibh 

^» -f^^or^  +  ^^-H  ^=(^  — »)  (^  — ^)  (^  — c). 
Folglrcti^  ist  iSr  jedes  jtr . 

und  daher  für  a:i=szu  ■  *- 

(«  —  ^)  (dP^— c)  5=  3i>» -I- »-dte -f- Ä. 


369 

\ 
\ 

Folglich  iBt  für  jedes  x 

ai^-\-Ja^-^-\-  Baf^^-\'  . . . -\' La: -^  N 

=.«:*»— a'«+^(a;«-»—a"-i)t+lf(,ir«-«—a«-«)-f- . . .  4-Z^^— ä), 

oder,  weil  die  Function  auf  der  linken  Seite  dies  Gleichheitszeicbens 
dem  Producte 

(a:  —  «)  (^  —  ^)  (^  —  c)...(^  — rf)(^ — k)  , 

g^leich  ist^  für  jedes  a: 

{x  —  a)  \a:  —  U)  {je  —  c)  .  .  .  (or  —  i)  {as  —  k) 

oder,  l^enn  man  auf  beiden  Seiten  mit  a:  —  a  dividirt,  fiir  jedes  x 
{x  —  U)  (x  —  c)  {x  —  rf) . .  •  [x  —  f)  {x  —  k) 

-f- («r*  ■+- ^a  + -ff)^»»»-» 

'U.  s.  w. 

folglich  fiir  x'=.a 

(«  —  b)  {a  —  c)  {a  —  d)  . .  .{{$  —  #)  («  — Je) 
=  ««»-1 -f- (»  — 1)^««~2  +  (»  —  2)Ä««-» -H  . . .  +  A 
Aiu;h  ist  klar,  dass  by  c^  d^ , .  .  t,  Ar  die  Wurzeln  der  Gleichung 

-4- (a  +  ^ja?»-«  ' 

+  (a»  •+-  u^a»  -H  i&a  -H  C)a:«-4 

u.  s.  w«  ' 

nind.  Weil  wir  nun  annehmen,  dass  man  für  jede  Gleichung  des 
(i» — l)sten  Grades  das  Product  der  Quadrate  der  Differenzen  je 
sweier  Wurzeln  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken 
kann;  so  kapn  man  das  Product 

xic-'dy  {c'-^ey  ...{c-r-iy  {c'-ky 
x{d^ey...{d-^iyid'^ky 

U.   8.  W.  -^      '     • 

■ .  x(A-iy  {A-ky  , 

x{i-ky 

durch  die  Coefficienten  der  obigen  Gleichung  des  {n  —  l)sten  Gra- 
des ausdrücken.    Bezeichnen  wir  ,den  dadurch  hervorgehenden  Aus* 
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der  drei  Wurzeln  a,  ^,  c  einer  cnbischen  Qleiekung»  40  kann  nan 
nach  dem  Vorhergebei^cieD  die  ganze  rationale  symmetrische  Function 

2«»Ä»  +  2a»c*  +  2Ä»€?»  —  «♦  —  Ä*  —  c* 

durch  die.  Coefficienten  der  Qleichung  ausdrücken,  ohne  dfiam  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  folglich  auch  die  Punctiph  Wi 

Man  sieht  also; 
Haas  jede  symmetrische  Function  der  W|ir^eln  einer,  be- 
liebigen  Gleichung  immer  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung   ausgedrückt   werden    kann,    obne'dass   man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht. 

f  18. 

Um  nur  ein  einfaches  Beispiel  der  Elimination  einer  unbekann- 
ten Grössie  aus  zwei  Gleicbunrffeii  zä-gebeu,  wollen  wir  die  beiden 
Gleichungen  des  zweiten  Grades 

Ä?  • -f- 4M?  ■+•  Ä  =  0, 

befrachten,  und  wollen  ^ 

setzen,  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  aber  durch  x  und  X 
bteeicbneii.  Nach  f.  4.  iift  unter  diesen  Voraussetssungen,  wenn  2 
seine  dortige  Bezeiehnuiig  behält, 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  diese  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  »,  X  der  Gleichung 

durch  die' Coefficienten  dieser  Gleichung  auszudrücken.  Z«  de» 
Ende  muss  man  nach  f.  11.  zuvörderst 

berechnen,  wodur^.  map 

/^,(ar)  =  ^ -h  « -4- -^ 

erhält,  und  muss  dann  den  Rest  entwickeln,  welcher' übrig  bleibt, 
wenn  man.  mit 

in  die  als  Function  tou.X  betrachtete  Grösse  2  hinein  dividirt. 
Wenn  man  aber  zuerst  mit  A  +  xH-u4  in  ^'H-a^-f-^  dividirt, 
so  bleibt  als  Rest  die  Grösse 

(it  +  ^)  (Xr4-^  — «)  +  ^ 
oder 

und  wenn  man  also  mit  ^-|-x  +  ^  in 

::? = (x» + «X + *)  (;i» -H  a^ + ^) 


•>  >  •         .■      .  ka 


p 

f 
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a 
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ist  dann    das   Resultat    der   Bliminatioii    vob   jp  ans   den    beiden 
Gleichungen 

oder  natürlich  auch  das  Resultat  der  Elimination  von  a?  i^s  den 
beiden  gdgebenen  Gleichungen 

^^ -+- ÄÄT«-! -+-  Gr»-«+  . . .  +Är+  ö==0. 
Bekanntlich  ist  ^  eine  ganze  rationale-  algebraische  Fuirction  voo 

b      c-     d  p       g 

;*  B     C    D 

H'    A'    A'" 
welche  nach  §.  4.  in  jBezng  auf 

±    ±     d 

von  «iten,  in  Bezug  auf 

B    c  D       p   a 

A'  1'  1':'!'   A 

vom  «feten  Grade  ist.    Also  ist  offenbar  a^A^^  jederzeit  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten 

a,  Ä,  c^  d^,  .  \py  g\ 

der  beiden  gegebenen  Gleichnuffen,  und  das  Resultat  der  Elimina- 
tion von  a:  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichuog  • 

deren  ersteig  Theil  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der 
Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ist. 

§.20. 

•       •         • 

Wir  wollen  jetzt  wieder  zu  den  beiden  zu  Anfange  betrachte- 
ten Gleichungen  •  * 

^»1  -I-  aa:"^'^  -H  baü"^^  +  . . .  -h  p^  -4-  y  =  0, 
oder  ^ 

I 

zurückkehren,  indem  wir  auch  sowohl  dem  Symbol  ^,  als  auch 
allen  übrigen  in  §.  2.  gebrauchten  Symbolen  ihre  ihnen  dort  bei- 
gelegten Bedeutungen  lassen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  nun  Cauchy 
in  den  Exercices  d'Analys-e  et  de  Physique  math^muti- 
que*  T.  1.  p.  400.  die  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochene^  für 
TUUIL  25 


. .  X  ■  ■. 


■    ■-       ■.  375 

•    / 

algebraische  sjiniiietrisohe  FuBetioB  der  Wurzeln  a,  /?,  /,  ^, ••., 
ab  aiich  eine  ganze  r^itionale  al^braische  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  x,  X\  /i*,>, . ,  •  ^*).  Daher  ist  2'  nicht  bloss  durch 
das  ßiuoDiium  a  —  x,  sondern  durch  jedes  aus  diesem  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  einer  der  Wurzeln  ßy  y^  d, .  • . . .  und  durch 
V^ftapsct^ung  von  *  mit, einer  der  Wurzeln  1,  /i^  y^. . .  •  sich  er- 
gebende Binomium  algebraisch  ohne  Rest  theilbar.  '  Weil  nun  aber 
4ie  Bimii|ii«n9  welche  man  auf  diese  W«ise  erhält«  im  Allgemeinen 
säiii«<tlich  upter  einander  ungleich  sind,  so  mus^  'S  durch  das  Pro- 
duft  djer  dieser  Binomiei^  nämKch  durch  das  Product 

(«  — x)  (a  —  A)  (a  —  ^)  (o  — »-)....         .     , 

X  ............  . 

d.  h.  durch  die  Grösse  ^,  algebraisch  ohne  Rest  theilbar  sein,  und 
wir  sind  also,  indem  ü  eine,  ganze  rationale  algebraische  f  unction 

▼DU 

bezeicbnet, 

■za  setzen  berechtig;t.'    Nach  dem  Obigen  ist  aber 

welches  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  der 
Gleichung  .  , 

fuhrt,  aus  der,  da   U  und  2"  beide  ganze  rationala  algebraische 
Fnnctionen  von  .       , 

«>  ßy  r>  ^».•••;  ^i  ^9  (^>  Vy  — 

sind,  auf  der  Stelle  ganz  unzweideutig  hervorgeht,  äass  {7  und  2' 
coDstante  Grössen,  d.  h.  von  den  Wurzeln 

a,  ^,  y,  <J, . .  .;  X,  ^,  ^,  i', .  .  . .  ♦ 

^er  beideil  gegebenen  Gleichungen,   und  folglich  auch  von  deren 
Coef&cienten 

'    0f,  6,  c,  df  •  •  .^  ^,  JB,  C,  /l, .... 
^anz  unabhängig  sind.    Setzt  man  also 


"*)  Jede  ganze  rationale,  algebraische  Function  der  Coefficienten  einer 
Gleichung  kann  nämlich  mittelst  der  aus  §.  3.  bekannten  Formeln  des 
.  Newton'scben  SiCtze$  als  eine  sanze  rationale  algebraische  Function 
der  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  aftsgedriickc  wer- 
den, und  ist  also  offenbar  immer  eine  ganze  rationale  algebraische 
'symmetrische  Function  der  Wurzeln. 

.  25*. 
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welche  ^  ffanze  rationale  algebraische  Punctiooeo  der  Coefficienteir 
der  heiaen  gegebeneD  GleichungeD  sind.  Setzt  man  aber  nur 
X.  B.  0  =  ^  =  0,  so  dass  also 

die^  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind,  so  geht  die  obige  End- 
gleiohuog  in  die  Gleichung 

über,  statt  welcher  mun  also  einfacher 

setzeii  kann.  • 

Um.  diesen  Aufsatz  über  die  Elimination  nicht  zu  sehr  auszu- 
dehnen, müssen  wir  hierbei  stehen  bleiben,  verweisen  aber  weiterer 
AiisfBhriing  weffen  auf  die  Abhandlung  Cauchy's,  auf  welche 
schon  oben  in  9.  20.  Bezug  genommen  worden  ist. 


^^ber  Jacob   Bernoulirs   Methode,   die  Höhe 
-  der  Wolken  zu  bestimmen. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Jacob  Bern oulH^s  Methode,  die  Höhe  der  Wolken  zu  be- 

^tiomieQ  (Jacobi  Bernoulli,  Basileensis,  Opera.    Genevae. 

«744.  T.  I.  p.  336.  —    Leiirbuch    der  Meteorologie   von  l^.^ 

"^•Kämtz.     Erster  Band.    Halle.  1831.  8.  383),  welche  unter 

^Hen  zu  diesem  Zweck  in  Vorschlag  gebrachten,  nur  einen  Be- 

^i^achter  erfordernden  Verfahruogsarten  wohl  noch*  zu  den  genaue- 

^tea  Resultaten  führen  dürfte^  besteht,  wie  hier  wohl  als  bekannt 

torausgesetzt  werden  Icann,  darin^  dass  man  'dos  Abends  nach  dem 

J^sterffange  der  Sonne  in  dem  Moment,  wo  ein  Punkt  einer  Wolke 

^OQ  Jen  Strahlen    der  Sonne   erleuchtet   zu  werden  aufhört,  das 


•  '^  s 


■I- 


.    -.<-!  -- i»m-**   i.**?  Wolke  miasi*!.   mi  wi« 

.-^    .^-.sni.  tLfi  iLaraus  die:  Las«  öes 

-    ,.v  -■:  '.•-,1t»'    -iii  ILuuiiie  »Hf  ö«»  Wer« 

>  -.  .-.  i  •:.'  \,^  ij  t  r  L  u  u i  1  i  selbs:  ii.ik.il. 

.*.. .       f-.<t  ;.r    ..=•   *!*•:> vrtwi»ri<r  ld  ni«iiTiitciier  Re- 

.    ''-'i^.^t  -•. _^.i:    tt.r    «orzüciicL    fiec^Uidk 

.:.^.    ii*:!!    Bff'ivLlii   die  StoOD«  hU  eiDen 

..:-:•--<;.'    ':-'    ■-*.   *.ter  rMben  AnniLberBnf 

.   .■     -■;■::..    vioccrtj   i'.i   T^Ttilubfei  iri'rc*-!!  bw:.  cle 

'.:.-    :.>   .  ,.j    ;rr  :*'^ii-:  z.  w*r  ^^  o.ke  r-e.ttr-enöea 

.«-r  I':   fi.-.i'iS.  iQ   'ifff   \:a'-s;'Lkrf:  erlejceL.   keice 

......i.'.'it  '■■•■■».    'jr  -.  tj..:^   >:.''»rr:z    '.  j.":*-.    2:i:fzu«.Gri«i;  tüd  Is 

^.  ^fi'ii'jr.L-  'i«:»  .'1  litae  •:*riie''if;a.  as-ri  i=  reiu  iL&xjie^^- 

l>*;zi(:'.  ^n-j-    ru«:^rij<:ü^s    Inre.-e^af:    •i^ri^reecea    Problems    zb 

.r-.ij'.-fjt.     lia*?-»  '^i^ae    \iri<ii>anz  b-':^c  z^sz  elsiAck  A£sf»!'e« 

-.'..'. «i:;**.    ifi    -.«rr    Naiur   ;i«fr   Aar'z^be   za    iiezea.    vesa    ■!■ 

..  -f.ii    .'iil':   '.«rl   'j*fr^«:i;,«:ri   Ifj   ÖfTtrifri;:    koainesce  Im^iÄBCe    reb^ 

■,<:r:-':k-:i.'«i'j«:ii    Hii).      Niat«fr:i:?i    ci'>rfe    i^b    ia   einea    besondera 

..'Af.'-.  •i\i\  (i:(r?(:iij(:  zur'^cr^zuk'inmea.  un  zi  aaieria^zhes.  •>)»  ^icb 

.1..    'Airriii    iiLiii    -si'.ij   «:irj«?   'ij*:r    ii';   -irj  i*!re    aar   niäeraax^veUe 

.'.!;:.":   V  fir;aij«-;t:UL:fi(^    'j«;->tacr»;t .    eiafaijh-ir»;".   alä'>   b^i  prakiischeB 

\  i .-.  Mi'lun^i:/!    firao<:ijiiar«re   UD<i  bequemer««  Aadösan^ea  zebea  l&s-. 

-I  ij.     l-.ii«:it    'to    (i(:uke    i(:b   daon   aoa*;re   zar  Be^cianaaz   ier  flöhe 

riM-  HfjJk«:!!   ;«ir;^<:ACiiI;ftfeDe  Metiio«ien  einf>r  ;reaaueni  Uatersackaoflr 

/ ii    iirjh:rM<:rii:ij. 

lu  (leoi  MooMBt,  w(»  (iie  Erleocfccunir  eines  Panktes  ener 
Wölk«*  (lunJi  die  SUttbleu  <ier  2>ona«  TÜiliz  autzuhüren  an^B^, 
lirijudi^L  ^ifjj  i)<:rhe{tj<*  olfenbar  in  der  vtin  den  ^Crililen  der  Sonne 
(/ctiildctcij^  die  Sourj«:  und  die  t'iir  jetzt  a!ä  eine  kuzei  betrachtete 
Krde  f )  <:inbijllerjderi  kei/eÜiüciie.  dun:h  iccioiie  der  sogenannte 
K<'riiM  hathtn  d^r  hirde  besliuiint  wird,  und  unmittelbar  nach  den 
^<i]li^«*n  Aunjöreii  der  Lirieuchtung'  tritt  d'^r  in"  Rede  stehende  Pankt 
d(*r  Wolke  in  den  k«:rri schatten  der  Erde  hinein.  Bezeichnen  wir 
nun  im  Moiueut  der  Beobachtunfic  den  Mittelpunkt  der  Erde  durch 
//,  den  Mittelpunkt  der  Sonne  durch  U .  die  Spitze  der  in  Rede 
steliirndfru  eiubülleuderi  K«;gelÜäche  durch  C\  den  von  d)en  Seiten 
dieser   K«:gelÜaciic    mit    ihrer   Axe  an   der  Spitze   eingieschlosaenen 


•  )  Wiu   man   »iif  die   K**fracrion.    toh  welcher  die   gemessene  Höhe  alli- 
cirt  wird,   KiiukMclir  /u  uebmeii  htit.   ^ull  am  Schlüsse  dieser  Abhand- 
lung g«'zi'igt  werden. 
*•)  iVl,  s,  Käiiitz  a.  a.  O.  • 

****).  Dii^    Bei'ückkichiiuunK    dieser    Kjrümmuug    würde    die   Kenntniss    der 
(iluicbiin^  (liT  Keiruciionscurve  erfordern  und  jedenfalls  in  die  grdsste 
Weitlüaligkcii  führen. 
1*)  Wie  auf  die  Abwi'Icliniig  der  Erde   von  der  Kugelgestalt  Rücksicht  19 
iK'hmvn  i&i,  wird  weiter  unten  geaeigt  werden« 
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Spitzen  Winkel  auch  durch  C^  vnd  dnrck  A^  nnd  Si  die  beiden 
Punkte,  in  denen  respective  die  Erde  nnd  die  Sonne  Ten  einer  be* 
'liebigen  Seite  der  einhüllenden  Kegelfläcbe  berührt  werden,  «o 
haben  wir,  wie*uucb  ohne  Fi^nr,  die  übrigeus  grösserer  Deutlieb* 
keit  wegen  ein  Jeder,  sich  leicht,  seihst  entwerfen  kann»  segleick 
erhellen  wird,  die*  beiden  folgenden  Gleichongen : 


AC=4^  BC=^; 
ako,  weil  AC-^  BC=s  -r-  AB  ist, 

sin  C 

Bezeichnet  nun  q  die  aus  den  Epbemeriden  zu  entnehmende  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte'  der  Erde 
zur  Zeit  der  Beobachtung,  und  ^  den  ebenfalls  aus  den  Epbemeri- 
den zu  cntnehmen<len,  üus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen 
scheinbaren  Halbmesser  der.  Sonne  zur  Zeit  der  Beobaditung",  r 
aber  den  Halbmesser  der  Erde;  so  ist  offenbar  ^jff  ==:^,  AAji=r, 
BBj  =  o  sin  /\,  und  wir  erbalten  daher  aus  der  vorher  g^fuude- 
nen  Gleichung  unmittelbar  die  Gleichpng 

r  —  ^  sin  A 

sinC       — ""^' 

aus  der  sich  sogleich 

r 
1)  sin  C=  sin  £^ , 

•  Q 

•  ^^ 

oder,  wenn  man  den  Hülfswinkel  G  mittelst  der  Formel 

2)  sin  0=~ 

berechnet, 

sin  Cz=zs\ü  ^  —  sin  0, 
d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometriscben  Formel 

3)  sin  C=2sin  4(A  — ®)  cos  i(A-H©) 

ersieht,  mittelst  welcher  Ausdrücke  der  für  .das  Folgende  wichtige 
WmKcl  C  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 

Hat  man  aber  den  Winkel  C,  so,  findet  man  die  Entfernungen 
AC  und  BC  der  Spitze  der  einhüllenden  Kegelfläehe  von  den  Mit- 
telpnnkten  der  Erde  und  aer  Sonne  teicht  mittelst  der  folgenden 
am  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebf^den  Formeln: 

'  sm  CT'  sin  C7 

§,3. 

Wir  wellen  ietzt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
aw%  annehmen,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  sein /toll. 
Die  Ebene  der  a:y  sei  die  Ebene  des  Aequators;  der  positive  Thtü 
der  Axe  der  jc  sei  naeh  dem  Früblingspunkte  hin  gerichtet,  der 
p<»^itive  Theil  der  Axe  der  j/  aber  werde  s%  auffenommen,  dass 
man  sich,  um  von. dem  positiven  Tbeile  der  Axe.  der  ^  dnreh  den 
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re^tea  Wiaktl'  (.jry)  kia^nck  mm  4c»  pMÜiTes  Tkcilc   der  Axe 
ier  jr  m  relasgea,   sack  ierseBbes  Bi^ftmg  kia  Wwef^ca  moas, 
rnueh  welcMr   tob    4e»  ^«sitiTeB  Tkeile   4er  Axe  der  jr  mi   die 
BeelaieessMee«  ▼•■  6  kis  3iO*  gexaklt  wcrdea,  ••  dass  als«  der-^ 
MMitiTe  Tbeil    der  Axe   der  jr  dxrck   dea    acanigstea  6ra4    der-* 
ftectasceofiaaeo  geht^  der  foritiTe  Tkeil  der  Axe  der  x  eadlici^ 
liege  aaf  der  aördlickea  Seite  der  Ekeae  des  Aeq^ors  ader  dev 
Ebeac  der  ary.    la  dieses  C^ordiaateasysteae  siad,  weaa  a  nad  (f 
die  aas  deo  Epheaeridea  xa  eataekaeade  Rectaaceasioa  aad   De- 
eliaalioB  der  ^aae  zar  Zeit  der  Beobacktaaff  bexeickfea,  aad  das 
Sjsibol  Q  die  ihsi  i»  Torigea  Paragrapkea  beigelegte  Redeatung^ 
behält,  offeabar 

Q  cos  a  cos  dj 

Q  an  a  cos  Sy 

Q  nn  S 

die  Coordiaatea  der  Sooae  zur  Zeit  der  Beobachtoag. 
Siad  BOB  öberbaapt 

die  GleicbBogCB  der  dnrcb  die  Mitte1|HiBkte  der  Soaae  OBd  der 
Erde  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobachtung;  so  hat 
Biaa  zur  Bestimmong  der  Constantea  M  uad  N  offeabar  die  beiden 
Gleicbnngen 

Q  cos  a  cds  S=3iQ  sin  3^ 

Q  sio  a  cos  d=:AQ  sin  J; 

ans  denea  sich 

Ms^coB  a  cot  d,  JVzuzBin  a  cot  6 

ergiebt^'und  die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde 
and  der  8onne  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung im  Systeme  der  a?^'sind  also  nach  dem  Vorhergehendeo 

5)  a:=%  cos  a  cot  J,  y^=%  sin  a  cot  d. 

Die  Coordinaten^  der  Spitze  C  der  einhüllenden  Kegelfläche 
zur  Zeit  der  Beobachtung  seien  /^  g^  hy  und.  E  sei  die  aus  dem 
vorigen  Paragraphen  bekannte  Entfernung  dieser  Spitze  vom  Mit- 
telpunkte d^r  Erde;  so  ist  nach  den  Principien  der  analjti9chen 
Geometrie  bekanntlich 

und  nach  den  Gleichungen, 5)  hat  man,  weil  die  in  Rede  stebeade 
Spitze  jederzeit  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde  und  der 
Sonne  gehenden  geraden  Linie  liegt,  die  'beiden  Gleichungen 

f:^=zh  cos  a  cot  3^  g^=^h  sin  a  cot  d*»^  • 

Führt  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein/ so  erhält  man 

'     ^  (1  -f-  cos  a»  cot  d»  -I-  sin  a»  cot  d»)Ä»  =  E*\ 

also 

(1  +  cot  *»)Ä»  =  Ä»  cosec  d»  =  ^,     ' 
und  folglich 
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wo /sich  nun  noch  fragt  ^  wel^bes  Zeichen  man  zu  nehmen  hat, 
worüber  leicht  auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Entscheidung  ge- 
geben .'werden  kann.  ^    .  * 

Bezeichnen  wir  die  dritte  Coordinate  der  ^onne  zvr  Zeit  der 
Beobachtung  durch  Z,  so  ist  nach  -dem  obigen 

Z  =  ^  sin  J, 
und  folglich 

h^ ,  ^ 

z -,• 

'    Weil '  nun  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird  y  h  und  Z 

E 

jederzeit  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und"  —  ^tets  positiv 

'    ist^  so  kann  bloss« 

Ä  _      Ä 
Z— ■"  o 

sein,  d.'  h.  man  muss  in  der  Gleichung 

Ä  =  rh:-ß  sin  J 
das  untere  Vorzeichen  nehmen,  oder 

^  =  — j&  sin  J 

• 

setzen.  ^'  . 

Verbindet   man    diese    Gleichung    mit   den    oben    gefundenen 
Gleichungen 

f^=zh'  cos  U  cj»t  <F,  g'=^h  sin  a  cot  8y 

so  erhält  man: 

1fz=z  —  E  cos  a  cos  rf, 
g'=z  —  -ß  sin  a  cos  i^- 
4  =  —  j&  sin  8\ 
•  •  - 

mittelst  welcher  Formeln  die  Cöordinafen  /*,  g-,  h  der  Spitze  ^er 
einhüllenden  Kegelfläche  im  Systeme  der  a:y%  sehr  leicht  berechnet 
werden  können. 

.  Hiernach  kann  nun  die  Gleichung  der  einhüllenden  Kegelfläche 
iln  Systeme .'  der  acy%  leicht  auf  folgende  Art  gefunden  werden, 
t^eil  jedeSeitci^  der  Kegelfläche  durch  ihre  Spitze  geht,  so  sind 
nach  dem  Vorhergehenden  und  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  diß  allgemeinen  Gleichungen  einer  |eden  Seite 

oder  .^ 

Die  Gleichungen  der  Axe  der  Kegelfläche  sind  nach  5) 

a?3s«  «OB  'a  cot  i^  y^=z%  sin  acot  ^, 
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und  weil  die  Spitze,  in  der  Axe  liegt^  so  ist 

/•=!  h  cos  a  cot  d,  g^=>  h  sin  a  cot  d\ 


also  ist 


oder 


f  g 


sind  die  C^leichungen  der  Axe  der  Kegelfläcbe.  Weil  nun  jede 
Seite  der  Kegelfläche  mit  der  Axe  den  aus  d^m  Obigen  l\ekannten 
Winkel  C  einschKesst,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie 


cos  6^  = 


oder  '       . 

oder .  . 

*f  ^   —Ä»l(a:-/)» +  (y-<r)' +  («-•*)»!' 
d.  h. 

7)  E*\(a:—/)^ -f- (y - Ä^)'  +  (« - //)» }  cos  C*    ■■ 

die  Gleichung  der  einhüllenden  Segelfläche  im  Systeme  der  jc^^ 
mit  deren  Transformation  und  etwaigen  Vereinfaphung  wir  uns 
jetzt  nicht  weiter  beschäftigen  wollen^ 

•     .       §.  4. 

Der'Kiir^e  weffen,  und  um  die  Begriflfe  besser  zu  fixiren^  wol- 
len  wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  der  Beobachtnngsort  in  der 
nördlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liege,  wodurch  der  Allgemeinheit 
der  Auflösung  offenbar  kein  Eintrag  geschoben  wird«  Um  ferner, 
so  viel  es  hier  thunlicb  ist,  auf  die  Abweichung  der  Gestalt  der 
'Erde  von  der  Kugelgestalt  ftiicksieht ' su  nehmep,  werden  wir  vob 
j^tzt  ap  unter  r  immer  den  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogenen 
Erdhalbmesser  verstehen  >  und«  werden  späterhin  noch  besonders 
zeigen,  wie  die  Grösse  dieses  Halbmessers  der  Erde  auf  die  eiu- 
fai^hste  Weise* bezeichnet  werden- kann.  Die  sogenannte  geocentri- 
sche  Breite  des  Beobaclrtuh^sorts ,  d.  h.  den  neunzig  Grade  nicht 
übersteigenden  Neigungswinkel  des  nach  dem  Beobachtungsorte 
gezogenen  Erdhalbmessers  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  wollen 
wir  durch  9}  bezeichnen,  und  durch  T  toll  die  in  Stunden  aasge- 
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•     • 

driekte  Sternzeit  der  BeobacbtuDfiC  *)  beseSchnet  werden.  Diei  ?or- 
aifgeietet  sind,  wie  sogleicL  in  die  Augen  talleü  wird, 

r  cos  IMT'eon  9),  • 

r^sin  ISTcoB  9, 

*  r  sin  9 

die  CoordinatcD  des  Beobacbtungsorts  im  Systeme  der  ^ryk  zur 
Zeit  dhr  Beobacbtung.  « 

I^gt  man  nun  durch  den  Bepbacbtungsort  als  Anfang  ein  dem 
Systeme  der  a:f/»  paralleles  Coqrdinatensystejn  der  ^i^j^i,  so  bat 
man  .nacb*  der  Lehre  von  der  VerwabdluDg  der  Cbordinaten  die 
folgenden  ganz  allgemein  gültigen  6lei<shungen : 

Ia:  =  r  cos  152^  cos  y  +  ^M 
y^=^r  sin  IS-T  cos  y  +  yi, 
«  =  r  sin  9-|-«i. 

Ferner  lege  man  durch  den  Beobacbtungsort  als 'Anfang  ein  zweites 
rechtwiofkliges  Coordinatensystem  der  a:^y^%^.  Die  Ebene  der 
^s^s  *oll  mit  der  Rbebe  der  ^,^1- zusammenfallen.  Der  positive 
Tkeil  der  Axe  der  x^  sei  der  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians 
liegende  Halbmesser' des  Kreiiies,  in  welchem  die  Sphäre  von  der 
Ebene  der  ac^y^  geschnitten  wird;  der  positive  Theil  der  Axe  der  y^ 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  yon  dem  positiven  Theile 
(fer  Axe  der  a:^  durch  den  rechten  Winkel  (07,^3)' hindurch  z^u  dem 

Eositiven  Theile  der  Axe  dery,  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
in  bewegen  mnss,  nach  welcher  man  sicp  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  ^1  durch  den  rechten  Winkel  (^1^1) 
hindurch  zu  dem  po*sitiven  Theile  der  Axe  der  ^i  zu  gelangen; -der 
positive  Theil  der  Axe  der  «,  falle  mit  dem  positiven  Tbeile^der  Axe 
der  X|  zusammen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

Io?,  i=jFa  COS  15T — y,  sin  15T, 
y,  =0^3  sin  isr+y,  cos  IST, 

Endlich  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  noch 
ein  driU^s  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  x^y^%^.  Die 
Ebene  der  x^y^  sei  die  Ebene  des  Horizonts  des  Beohachtungs- 
orts.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  jr,  sei  der  in  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  liiegende  Halbmesser  «des  Horizonts;  der  posi- 
ti?e  Theil  der  Axe  der  f/,  werde  so  angenommen^  dass  man  sich, 
Um  Ton  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ac^  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (a:,y,)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
.  y,  so  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  ^uns,  nach 
Welcher  von  dem  in  der  südlichen  Haltte  des  «Meridians  liegenden 
Halbmesser  des  Horizonts  an  die  Azimuthe  von  %  bis  360®  (gezählt 
werden,  wobei  wir  zugleich  festsetzen  wollen,  dass  die  Azimuthe 
?ta  detfi   in  Rede   stehenden   Halbmesser   des  Horizonts   an  nach 

!•  • 

*)  Natürlich  Zeit  des  Beobachtungsorta. 


I 
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»,•=  —  r  cos  9>  coB  öl  cos  157^-H^  cos  w^cos  15 y- 

— 'r,  cos  9)  cos  et)  siD  157^ +  y  cos  co  sin  15 T 

<       — r  sin  9>  sin  Ol  -f-»  sin  «i; 

a)so^  wie  man  mittelst  einiger  bekannten  goniometrischen  Formeln 
leicht  findet: 

10:,==:     rsin(9— cü)+<^s.iD<(^cosl5T-Vysinci>sinl5T'— xcosöi, 
y,=— *r  sin  15T-:l-y  cos  15T^ 
•»,= — r  co8(5p— cuj+^coscocoslST-f-ycoswsinlSTH-Äsincd; 
oder  aucb,  etwas  grösserer  Symmetrie  wegen: 

107,=: —  r  sin  (w— y)+^  sin  co  cos  15 T-f-y  sin oi  sin  15 T— ä  coStCU, 
y,=--Ä?  sin  157M-y  cos  152; 
*,= — r  cos(w— gft)-|-a:  cos  6)  cos  15  J4-ycostosin  15T-|-*  sin  w. 

Das  Azimuth  i|nd  die  Höhe  der  Wolke  seien  'k  und  jit,,  sa  sind,  wie 
leicht  erhellen  wird,  die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungs- 
orte nach  der  Wolke  ^e^ogenen    geraden  Linie   im  Systeme  der 

13)  a7,=  x,  cos^  cot  /i^  y,  =:j6,'  sin  X  cot  ii\ 

tind  die  Gleichungen  dieser  Linie -im  Systeme  der  a:y%  sind  folg«i 
ttch  nach  12) 

■^— r  sin  (o) — y)-|-^  sin  w  cos  15T-|-y  sin  cu  sin  15  T — %  cos  ci> 

=  {-T-r  cos  (cD^9)-t-a7  cos  oi  cos  15T+y  cos  cü  sin  15T 

+  )($  sia  <o{  cos  %  cot  /[*, 

— ^sinl5r+ycosl5  7'    •  ' 

2=s  { — r  cos(ci> — fp)^a!  cos  w  cos  15T-|-y  cos  co  sin  15 T  • 

/  -i-«*sin  w}  sin  A  cot  ^\ 

oder^  wie  man  leicht  findet, 

cos  157tsin  cd  —  cos  ia  cos  A  cot  /it)^  . 

•  •      •  •         " 

+  sin  1571[8in  w—  cos  w  cos  A  cot  /A)y 

—  (cos  et)  +  sin  -CO  cos  X  .cot  /it)x 
=  r{sin  (w  —  5p)  —  cos  (ftir— 5p)  cos  X,  cot  j[t{, 

,  — (sin  15T+C0S  15 T  cos  w  sib  X  cot  ft)^ 
H-(cös  15^—  sin  15T  cos  cd  sin  %  cot  i»)y     . 
•^«  sin'  oi  sin  X  cot  fi  , 

=-— r  cos  (ci> — vy)  sin  A  cot  /it. 

Berechnet  man  zw*et  Hülfswinkel  JP  und  &  mittelst  der  Formeln 

(tang  ^=cos  i  cot  /tt, 
(tang  &  =  cos  CO  sin  A.  cof  /it; 

so  erhalten  die  vorhergehenden  Gleichungen  der  von  den  Be6bach- 
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^{(^"-/)'+(y-^^)'+(«-Ä)M  cos  c* 

l(ar— •/)  cos  IST  sin  (w~F)+(y-.^)  sio  IST  sin  (oi— /^) 
I  .  -r  (ä  — //)  cos- (Ol  — /^ 

^U        •  =i5r+r  Hin  (tti  — 9  — F),, 

[(a?-r/)  cos  cu  sin  (15T-+-C)— (y— ^J  cos  w  cos  (15T+0) 

-I-;  («  — ^)  sin  Cd  sin  O 
z=zK+r  cos  (w  —  9)  sin  G^; 

'  und  dienen  unter  dieser  Form  zur  Bestimmnqg'  der  Grössen  a:  — f, 
*y  —  g^  '%  —  A,    ans   denen  sich  dann  aoch  leicht  di^  Coordinaten 
asy  y^  %  selbst  Ergeben. 

Dfiss'man  sowohl  bei  dem  Gebrauche  der  Gleichungen  16),  als 
auch  wenn  man  sich  der  Gleichungen  18)  bedient,  auf  eine  -quadra- 
lisphe  Gleichung  geführt  wird,  und  dasa  es  also  im  Allgemeinen 
zweiySjsteme  von  Werthen  der  Coordinateh  ^,  y,  %  giebt,  fällt, 
auf  der  Stelle  in  die  Augen,  so  wie  denn  auch  in  der  That  die 
einhüllende  Kegelfläche  von   der  von«  dem  Beobachtuuffsorte  nach 
der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Al)g|smeinen  jederzeit  in  ' ' 
zwei   Punkten    geschnitten    wird.      Dass   der    eine   dieser   beiden- 
Punkte  immer  öber^  deV  andere  unter  dem  Horizonte  des  Beobach- 
tungsorts liegt,  erhellet  auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache 
geometrische  Betrachtung,  und  .es  ist  uns  also  hierin  zugleich  ein 
Criterium  gegeben,   durch  das  entschieden  werden  kann,  welches 
'  der  beiden  Systeme  von  Werthen  der  Coordinaten  a:^  y,  %  f|ir  die 
Coordinaten  d^r  Wölke  zu  neomen  ist,   da  die  beobachtete  Wolke 
natürlich   immer  über  den(k  .Hoi:izonte  des  Bcobachtungsorts  liegt. 
Um  das  in  Rede  stehende  Criterium  anwenden  zu   können,    muss 
'  -man   mittelst  der  Formeln   12)   aus  den  gefundenen   Werthen  der 
Coordinaten  a^  y^  %  die  Coordinate.n  ^,,  y,,  x,  der  Wolke  in  dem 
Systeme  der  x^y^x^  berechnen,  'durch  welche  zugleich  die  Lage 
der  Wolke  gegen  den  Horizont  und  Meridian  des  Beobachters  he« 
stimmt  »wird.    Immer  aber  hat  man  das  System  von  Werthen  der 
Wy  yy  %  und  ;r,,  y,,  %^   als    die  Coordinaten   der  Wolke   zu  be- 
trachten, welchem  ein  positiver  Werth  von  x,  entspricht,  wodurch 
inan  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  immer  mit  völliger  Sicherheit 
zu  bestimmen  im  Stande  ist. 

•  Hat  man  x^  y^  %  und  o;,,  ^„  «,  gefunden,  so  kann  man  auch 
die  Entfernungen  R  und  R\  der  Wolke  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  und  vom  Beobachtungsorte  mittelst  der  aus  der  analytisjc^n 
Geometrie  bekannten  Formeln  •* 


nnd 


berechnen. 


19)  Ä  =  l/^»  4- y»  ■+. »» 
20)  Ä,  =K^.»-hy,»-h»,» 


Die  Berechnung  von  R  kann  man  sich  auf  folgende  Art  Her- 
leichtern.  Man  setze,  was  offenbar  verstattet  ist,  indem  %  wA  % 
zwei  Hülfswinkei  (bezeichnen,  « 


23) 
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9=5 eos  15T  Bin  (oi  — iP) 
So  =  sin  15T  Bin  (&>  —  /") 
€  =  —  cos  {cd  —  J^ 
!l>  =  ff+r  sin  (w  — jp  — jP) 


und 


24) 


a'  =  cos  Ol  sin  (15  T+  £^) 
|S'zz=—  cos  w  cos  (152Vf.  c?) 
S'  =  sin  cu  sin'  O     ^      *. 
^'=zK+r  cos  (««— 9)  sin  <?. 

Dann  erbalten  die  Gleichungen  18)  folgende  Gestalt: 

^K-^— /)*  +  (y— ^)'-H(«  — /0*1  cos  C* 


Setzen  wir  nun  aber 

Ia:  — /*=  P  cos  f7  cos  F 
ff-^g=P  s\n  U  cos  r 
Ä  —  Ä  =  P  sin  F 

Bo  nebmen  die  vorstebenden  Gleicbnngen,  wie  man  leicbt  findet» 
folgende  Gestalt  an:         < 

1/ cos  £^  cos  F+^  sin  17  cos  F+/p  «in  F=±i^  cos  C 
{%  cos  Tcos  F+S  sin  f^cos  F+S  sin   F)P=2) 
(%'  cos  17  cos  F+S3'  sin  £7  cos   F+S'  siii  F)P=2)' 

und  aus  diesen  drei  Gleicbungen  müssen  die  Grösse^  P,  Uy   V  ber 
stimmt  werden. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleicbung  folgt 

i  p^  ' ^^ 

j.   )-   ""  m  cos  Ü  cos  F^-a  sin  ü  cos  F-h(£  sin  F' 

f^ — y  cos  Ü  cos  F-H«'  sin  i7  cos  F-f-S'  sin  F* 
Also  ist 

g  COS'  t/'  cos  F^8  sin  U  cos  F-f-g  sin  F  g) 

2t'  cos  £/  cosF-i-ö'  sin  £7  cos  Fn-^T  «in  F         2)" 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

.    29)1®=»©'— »'2) 

setzen, 

%  coB  17  cos  F+®  sin  £7  cos  F+$  sin  F=0; 

Tbtu  II.  26 

\ 
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r 

uDd  wir  haben  also  jetst  zwischen  den  beiden  Grössen   ü  und 
die  zwei  folgenden  Gleichungen  i 

JjTcos  17  cos  F+5^  sin  U  cos  V-^rh  sin  V^=z^E  cos  C,j 

^\g  cos  fZcos  F-f-®  sin  £7  cos  F-h^)  sin   F=0; 

aus  denen  die  beiden  Grössen  U  und  F  bestimmt  werden  müssei^'l 
Hat  man  U  und  F,  so  findet  man  P  mittelst  einer  der  beiden  Fi)^| 
mein  28). 

Setzen  wir  der  Kürze  weg^n 

31)  «sndbJ&cos  C, 

so  werden  die  beiden  vorfiei^ebenden  Gleichungen 

\f  cos  U  cos   F-i-  g:*  sin  U  cos   F+  ä  sin   F=  », 


{1 


%  cos  ^  cos  F-h®  sin  17  cos  F+^  sin  F=0. 
Ans  diesen  beiden  Gleichungen  eigiebt  sich  anf  der  Stelle 

f  c^  y+f  sin  17  t  —  h  8in  F 

g  €05  tr-f-Ö  sin  i;  "^  ^  sin  F  * 

und  hieraus 

^^^  «;»    ir_  t(8cos  r-f-@sin  ü) 

M)  sin   r_  — j^_^gj  ^  r-Hfe^-i®)  sin  6- 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  32) 

(/^  —  *%)  cos  17  cos  r-^{g^  —  Jk®)  sin  ^  cos   F=t4>, 
und  hieraus 

« 


34)  cos  F_^^_^gj  ^  U+{gt>-^)  sin  ^ 

Durch  Terbindnng  der  GleichuBgeu  33)  und  34)  erhält  mai 
aber  augenblicklich  die  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  U 
outhaltende  Gleichung 

35)  ••l^'H-CW  «»  €-h®  sin  r)»| 

=  {(/?>-48J  CM  l7-hfrf)-i®)  s»  l\\ 

aus  welcher  also  £^  bestimml  werden  muss.  Hat  man  aber  Cj  so 
findet  mnn  F  mittelst  eiuer  4»  hiädeu  Gleichungen  33)  nnd  34), 
oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  sich  unmittelbar  ergebendeo 
Gleichung 

3«j  taug  r=: ^ , 

die  man  auch  unter  der  fiir  die  Reehnung  betjuemeren  Form 

37)  tang  F=  — J^  cos  ^— f^  sin  C 

schreiben  kann. 

Vjr^aglich  kommt  es  nnn  auf  die  Bestimmung  der  Grosse  V 
aus  der  Gleichang  3o)  an.  Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf 
die  Form 


i 


S    .  i 
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38)  0=1»^» 

-*^\i*&'  —  (gt>  —  A®y\  MD  C» 
+  2j<»S®-(/e>-A5)  (g^  —  Ä®)\  sin  Uco%  U, 
o4er,  wenn  der  Kürze  w^gen 

■^  jü»  =  <»®»  -  (y$ — Ä®)», 

«R  =  .'g®  -  (/&  -^  Äg)  (^$  -  >S®) 
gesetzt  trird,  auf  die  Form 

40)  »  +  i«  cos  f7»  +  3B  sin  £^»H-2S»  sin  «7  cos  V±=(i. 
Bekanntlich  ist  aber 

1  -f-  cos  2U 


cos  ü*=: 
sin  Ü^=L 


2^    ' 

1  —  cos  2U 


2         » 

2sin  U  cos  ^=sin  2i7; 

ond  die  obige.  Gleichung  kann  daher  auf  die  Form 

41)  2ft  +  SHh2»  +  (8  —  5W)  cos  2«7+25«  sin  2^7=0 

gebracht  werden.    Um  aus  dieser  Gleichung  U  zu  hestimmen,  be< 
rechne  man  den  Hülfswinkel   W  mittelst  der  Formel 


42)  tang  IF=^, 


so  ist  nach  41) 

2Ä-4-«-f.9Ä 


2ft        -^  tang  W  cos  217-4-  sin  2£/^==  0, 

d.  i. 


2Ä-H?-f.3»    ,    sin  (W-^2U)       ^ 
'291  ^^         cos  IT  * 


und  folglich 


43)  sin  (yy  +  2l7)  =  --^"*"^|^"*"^  cos  W; 

mittelst  welcher  Formel  £7  gefunden  werden  kann,  so  dass  also 
jetzt  unsere  Aufgabe  als  yollständig  aufgelöst  zu  betrachten  ist, 
obgleich  über  dieselbe  noch  verschiedene^emerkungen  zu  machen 
sind,  auf  welche  wir  jedoch  erst  weiter  unten  kommen  werden. 

Zunächst  kommt  es  jetzt,  wobei  §.  4.  zu  vergleichen  ist,  noch 
darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  der  gegebenen  Polhdhe  Cf>  des 
Qeobachtungsorts  dessen  geQcentrische  Breite  9p,  oder  umgekehrt 
uns  der  geocentrischen  Breite  9  die  Polböhe  (a,  und  firie  sodann 

26* 
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50)  UDg  y  =  Ji  tang  «»  **">»  ^  =  '1»  *•"?  SP; 
^di^^Wf  weon  man  die  sogenaonte  Abplattuog 

=  j»,  also  —  :=  1  —  if 


0 
>  * 


tangy 


51)  tang.  SP  =  (1  —  »)*  taog  w,  UDg  oi  =  fitTJ^- 

Der  Aach   dem  Bebbachtungsorte  gezogene  Brdradiai  r  kann 
nmsi  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden,    ^eil  nacb  47) 

Y=  X  tang  g> 
ist,  so  ist  nacb  44) 

Und  folglicb 

y^  a*b*  .       Y, a*A*  cos  y* 

-*^   — a«  taug  9i«-f.i6»  ®"*'*  -^   — a»  sin  y^^-f-A"  cos  y»' 

Nna  ist  aber 

r»  =  X^  -h  F"  =  X»(l  -f-  tang  y »)  =  X»  sec  jp*. 

Also  ist 

.     j fl^^ ai    

'  **         «*  sin  y»»-f-Ä*  cos  y»'  V^Ä»  sin  y» -|- Ä»"7öry»* 

Aach  ist 


r» 


«» 


cos  y'-i-yj  sin  9>» 

N«cfa  49)  ist  aber 

«• tang  Ol  ___^  sin  ai  cos  y 

ifr'         tang  y  "^  cos  oi  sin  y' 

und  folglicb 

«*     .        .        cos  y    .  -      ,  .        \ 

cos  9*+ji  81»  y  =  J^;^  (cö8  €i>  cos  y  +  sin  w  sin  y), 

.       «*     .        ,        cos  y  ,  V 

cos  y»  +-;55  sin  y»  =^37^  cos  (w - y). 

^1*0  ist  nacb  dem  Vorb ergehenden  oflfenbar 

53)  r^a]/       ,  ■""  ^ , 

r    cos  (cü  —  y)  cos  y' 

^Htelst  welcher  Formel  der  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene 
Brdhalbmesser  r  immer  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Logarithmen  aus 
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ipätie  man  in  Fotee  der  Einrichtung  der  EpfaeoMriden  aus  densel- 
ben nicht  die  Entfernung  q  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde,  sondern  die'  sogenannte  Horizontalparallaxe  11  der  Sonne 
unter  dem  Aequator  genommen,  so  wäre 

m      ^  .    -         ' 

sin  11=  — ,  also  o  =  ^ 


Q*  '^  ~"  sin  ü'     . 

und  felgKch  der  Hülfswihkel  &  mittelst  der  Formet 

« 

sin  0c=3---  sin  i7 

zu  berechnen. 

Nun  berechne  man  zunächst  die  Coordinaten  /*,  g,  h  mittelst 
der  Formeln 

/■=  —  E  cos  a  cos  tf, 

g-  =  —  E  sin  a  cos  J, 

Ä=:  —  JE?  sin  <f: 

und  die  Hülfswinkel  jP  und  G  mittelst  der  Formeln 

tang  /^:=:cos  X  cot  f^, 
tang  G  =  cos  o)  «in  %  cot  /». 

Dann  suche  man  die  Hülfsgrössen  ^  ^,  S^  S  mittelst  der  Formeln 

a=      cos  IST  sin  (w  —  /^), 
»=      sin  ISrsin  (w  — F), 
g  =  — cos  (w— ^P), 
g=      sin  (w  — 5P  — Z"); 

und  die  Hülfsgrössen  9[',.S3',  €',  S'  mittelst  der  Formeln 

?l'=      cos  «  sin  (15T-+.  G), 
8'  =  — cos  w  cos  (ISr-f-  €?)^ 
S'=      sin  0)  sin  &, 
(g'=      cos  (lö  —  y)  sin   O; 

hierauf  die  Hülfsgrössen  S)  und  !C  mittelst  der  Formeln 

2)  =  — /a  — ^?5  — M  +  rg, 

dann  die  Hülfsgrössen  $,  ®,  $  mittelst  der  Formeln 

®  =  a32)'-S'25, 

.  woraus  man  mittelst  der  Hülfsgrösse 

i^rrdbi^cos  T 
ferner  die  Grössen  A,  S,  SD'?,  91  mittelst  der  Formeln 
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findet^  bierbei  aber  zu  bemerken  bat,  dass  jede  der,  Grösseir  St,  S, 
SR,  9{,  wenn  a'ncb  I  zwei  Wertbe.  bat,  docb  nur   einen  Werth 
bat,  weil  in  den  vorberffebenden*  Formeln  .nur  t'  vorkommt. 
Hierauf  sucbt  man  dien  Hülfswinkel   W  mittelst  der  Formel 

taug  fr=-2|p, 
und  dann  17  mittelst  der  Formel 

Bin  {W+2U)  =  -^^^^=^=^  cos   W. 

Bezeicbnet  nun  Si  den  Wertb  tou   W+2U^  welcber,   absolut  ge- 
nommen, am  kleinsten  ist,  so  ist  bekanntiicb  entweder  ' 

oder 

ir-l- 2^7=  (2>&  +  l)7r  —  i2, 

wo  Ai  jede  positive  oder   negative    ganze  Zabl   bezeicbnen   kaoB, 
und  folglicb  entweder 

oder 


also  entweder 


oder 


2U=  (2A:  +  l);r  —  (Ä  +  »T) ; 


^=i(w  — Ä  — IF)  +  ibr. 
Folglicb  ist  entweder 

sin  £7=(— 1)*  sin  ^-(Ä— JF), 
cos  U=  (—  1)*  cos  i{n  —  W) 
oder 

sin   £/z=:(—l)*  sin  ^(xr  —  i2  —  IF), 
cos  I7z=  (— 1)*  cos  i(7r  —  i2  —  FF); 

also  nacb  dem  Obigen  entweder 

t|8  cos  U^-^nri^®  sin  ^Sl-^fT^ 


sin    F=  — 


cos   F=  (- 1)*  .  fj^ 


(/^  — Ag)  cos  i(Ä  — »^)-|-(gf>-ii@)  sin  4(Ä— IT)' 


(/«>-Äg)  COS  i(Ä-^)H.te^-A®)  «nl(Ä— ^ 
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y^  t|8  cot  4(»— ü— y-)-»^®  •in  ^(yi-i^^jr)i 

»Iglich'ist  entweder  ^ 

^;.       ^ tjb  eng  i(iz--yr) 

€/  cos  r  _^^_^gj  ^^3  i(Ä-ir)^(Är«)-A@)  sin  4(ä-J5^' 

„   rr  ^^.   ^ .  t»  sin  \(Sl^JF) 

K  u  coa   r_(^^_^gj  ^^^  4(ä-^)H-(ä^«>-A®)  sin  4(Ä-fl^)' 

.      y_      t|8  cos  \{a^W)^®  sin  ^(^^^)| 

""    ^~'^{fi>-h%)  cos  4(Ä-^)4-(«-|>-Ä@)  sin  ^a^JF) 

der 

^,        V— _: <g  cos^^r-^^-IP) 

.      «  C/  cos  ¥—  (/{)_^g)  cos  i(w_.Ä-  1V)^(g^h^)  sin  i(7i -Ä-  flT)» 

-Ä«  /7  -.n-  r-  '  t^  sin  4(71 -i2-IF) 

min  €/  COB  r_^y.^_^gj  cosi(7i^Ä-ir)+ü'^-4@)  sin  K^-Ä-IF)' 

•       -_  t|8  cos  ^(yy  — ^  — yp-H®    sin  4(yg  — i^— y^l 

(/^-'»g)  cos  i(7j-^Ä^|fO-#-Ür*-A®)  «in  «Ti-Ä-IF)* 

Denkt  man   sich  nun  diese  Ausdrücke  in  die  aus.  dem  Obigen 
^kannten  Ausdrücke  von  P,  nämlich  in 

P=  ^ 


P==r 


cos  Ü  cos  Fh-  ^  sin  £^  cos  /^-|-  (|[  sin  f^ 


a'  cos  Ü  cos  r-H©'  sin  f^  cos  T-f-CE'  sin  F 
angefahrt,  und  dann  die  Producte 

P  cos  ü  cos   F,  P  sin   U  cos  F,  /*  sin   F, 
•^»  die  Werthe  von  \ 

^ntwjckelt,  so  ist  klar,  dass  die  Grösse  i  ganz  aus  der  Rechnung 
herausfallt,  und  man  ^daher  für  jede  der  Differenzen 

^— /»  y  —  gy  »  — * 

l^^olit,  wie  es  nach  dem  Ohiffeo  scheinen  könnte',  vier,  sondern 
^\o«s  zwei  Werthe  erhält.  Zugleich  erhellet  aher  auch  aus  dem 
^^«lierigien  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  man  für  U  bloss  die  bei- 
*^ii  Werthe  {{Ü  —  W)  und  {(n^Q-^W),  oder  dass  man  bloss 

^^   setzen  braucht. 

.         Hat  man  U^  so  findet  man   F  am  leichtesten  mittelst  der  aus 

^^>a  Obigen  bekannten  Formel 

tang  F  =  —  -g-  cos  ^— "«p  «n  U, 
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Ist  W  der  Werth  von  F,  welcber,  absolut  geirommeD,  am  klein- 
fUtcB  ist,  so  ist . bekanntlich  allgemein. 

_  » 

wo  /f  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann,  und 
folglich 

sin   r=(— 1)*  sin  ^,  cos  r±=(— 1)*  cos  ^^5 

woraus  man  sieht,  düss  dite,  geraden  und  ungeraden  Werthen  Ton 
k  entsprechenden  Werthe  von  sin  V  und  cos  V  immer  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben.  Ob  man  nun  für  k  eine  gerade  oder 
ungerade,  übrigens  an  sich  willkührliche,  ganze  Zahl  setzen  muss^ 
ist  nach  den  Vorzeichen  .zu  beurtheilen ,  welche  sin  F  und  cos  V 
zufolge  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln 

.      «.  <(8  cos  Ü-^'®  sin  U) 

sm   1^=— ^^^_^gj  ^^g  ^+(^|)_A@)  sin  V\ 

COS   »^— </|)^iig)  cos,  17 -»-UJ)-A®)  sin  U 

haben  müssen,  VFeil  man  aber  nach  dem  Vorhergebenden  bekannt- 
lich sowohl  i=iE^cos  ,Cy  als  anch  f=s  —  i?  cos  (7  setzen  kann, 
es  aber  auch  ganz  gleichgültig  ist,  weiches  von  beiden  man  tbüt, 
da  •  am  Ende  aus  der  Rechnung  ganz  herausfällt,  so  kann  man 
offenbar  idiBier 

Hetzen. 

Hat  man  aof  diese  Weise  auch  V  gefunden ,  so  berechne  man 
P  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

r  ^'  '    . 

"^^  cos  ü  cos  r-4-©  sin  U  cos  F-f-ß  sin  V^ 


'  r  eos  U  cos  F-H«'  sin  U  cos  F-h(S'  sin  F» 

und  hierauf  die  Differenzen  a: — /*,  y  —  g*,  x  —  A  mittelst  der  For- 
I  mein 

a: — /*=:/•  cos  Z7  cos  F, 

*    .  y  —  gzzzP  aih   U  coa    V, 

%  —  ^  =  P  sin  F; 

oder  die  Coördinaten  a:^  y,  %  mittelst  der  Formeln 

a:  =y-f-  P  cos  Ü  cos  F, 
y=:/j-  +  J*sin  t7  cos  F, 
Äzn^/z  +  Psin  F. 

Dann  berechne  man  ^,,  y,,  »,  mittelst  der  Formeln 

a?,=  '• — r  sin  (a>-^9)+^  sin  w  cos  1574-y  sin  cu  sfn  IST — ^«xos 

y,=  — a:  sin  15T4-y  cos  15  T, 

Ä,=  -^r  cos  (w— <jp)-|-a:  cos  w  cos  IST+y  cos  w  sin  157V|-s  sin 


309 

d  behalte  blois  dasjenige  der  beiden  Systeme  von  or,  ^,  x  und 

i-t-      .._        •^«  ..  ^^  entspricht, 

mittelst  der  For- 


t)  Vi»  m^  bei,  welchem  ein  positiver  Werth  von  x,  entspricht. 
Nun   berechne  man  endlich  noch  It  und  /l. 


tang  i  =  ^\ 
tang  jf  =  1;^  cos  ?,  tang  X  =  J  s»»  Sj 


nd 


cds  ^  cos  /'  sin  f  cos  ;f '  sin  / , 

tang|.=|i5. 


ar. 


tongjr,  =i=^  cos  ?„  tang  ;f,  =.j^  sin  J,; 

'   "^~  ras    i;       rftfi    V    '  *  '^""  ein    £       i*na    *»    '  *  ""^ 


-•I 


COS  I,  cos/,'       •        sin  f,  cos/,'       *        sin/,' 

^nf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  yollkom-  ' 
■Ben  bestimmt. 

§.  9. 

Will  man  die  gemessene  Höhe  der  Wolke  von  der  Strahlen. 

titehnng  befVeien,  so  muss  man,  wie  hier  nui  der  Lehre  von  der 

terrestrischen  Refraction,  die  doch  *)  bei  unserm  Problem  jedenfalls 

in  Atttrendnng  zu  bringen  ist,  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 

&tnn  9   die  horizontale  notfernung  der  Wolke  von  .dem  Beobach- 

ttiQgsorte  wenigstens  nähcrunffsweise  kennen.    Um  daher  im  Stande 

SQ  sein,  die  Refraction  in  Reclinung  zu  brii^en,  kann  man  nur  so 

"verfahreu,  das  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 

Anleitung    zuerst   mit    der    uncorrigirten  Höhe    der  Wolke    deren 

Koordinaten  i^r,,  y,,  «,  berechnet,  iind  daraus' die  horizontale  Bn^ 

f*ernung 

V^^.'+y.'=l/^.%H-f;I)  =  V/^,*(l  +  tang?.») 


zzrV^a:,*  sec  J,*=:± 


ar, 


cos  ^, 

^o  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
^^m   der  Bruch  -— tf  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist, 

^«r  Wolke  .von  dem  Bcobachtungsorte  herleitet,  dann  die  gemes- 
^eoe  Höhe  auf  die  aus  der  Geodäsie  hinreichend  bekannte  Weise 
^it  Hülfe  des  bekannten  Coefficienten  der  terrestrischen  Refraction 
^eg'en  der  Strahlenbrechnng  corrigirt,  und  hierauf  nach  der  im 
'Vorigen  Paragraplien  gegebenen  Anleitung  mit  der  corrigirtcn  Höhe 
t^er  Wolke  deren  Coordinaten  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
Bcaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  duss  man  dieses 
"^erfahren  nach  der  bekannten  Methode  der  successiven  Näherungen 
beliebig  oft  wiederholen  oder  beliebig  weit  fortsetzen  kann. 

*)  Nicht  die  astronomische  Refraction. 


I, 
■   f 
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*  — «, 


*  —  %. 


%  —  * 


«  — *< 


y  (y— yJ  — •^(^— ^4) 
y(y— y»)+-j-(^— ^.) 

T(y"y«)+T(^-^«) 


•  •  •  •  VJ 


«  —  «.=— T^y""^»)"*"'^^^"^^«) 

Aqi  diesen  folgt  aber,  dass: 


o? 


19 


yi=  — y.f  «1  = 


^i=  — ^f»   yi=  — y».   «1=      *» 

Ä?i=     ^«5  yi=    yt,  *!=  —  *. 


^1 
^1 
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•  9 


yi  =  — y»»  *i=    «T 
yi=— yt9  «i  =  — *. 


10) 


^ebpD  aus  diesen  Gleichnngen  zwiscben  den  Coordinaten  der  Be- 
.^^ranffspunkte  können  wir  scbliessen,    dass  der  Mittelpunkt  des 
^Uipsoids  im  Coordinaten -Anfang  0  liegt;  wir  wollen  j^docb  die- 
^'^es  genau  auf  rein  analytiscbem  Wege  nacbweisen. 
Es  sei  nämlicb: 

^««  +  iBy»  +  Ca:*  +  2J'a^y+2B'a:»  +  2C'i/» 


2A"»  +  IB'y + 26^"^?  —  /l  =  0 


•  •  •  •  llr 


die  GleicbuDg  des  gesucbten  Ellipsoids,  so  ist  die  Gleicbung  der 
Bkene  n^lcbe  diese  Fläcbe  berübrt: 

»-  Z'=(*-X')  (^)  +  (y-  F)  (g) . . . .  12) 


dy 


wo  X',  F,  Z'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind.     Wir 
finden  aber 


(£)  =  - 


C«  +  Ä" 


^'y 


«• 


Soll  nun  die  erste  der  Ebenen  in  9.  (also  die  Ebene  ÄßE)  das 
Ellipsoid  im  Punkte  ^,,  yi,  %^  berübren,  so  muss  jene  Gleicbung 
alt  der  in  12.  identiscb  sein,  wenn  wir  in  diesQ  die  soeben  ge- 
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• 

üddireo  wir  die  beiden  letstem  Gleieliuiig^eD,  lo  eriialteii  wir: 

r'c  — ^«  =  0  also  C'£?  =  ^a  . . .  .29) 

Dadurch  ist  aber  auch: 

iJc'-B'a)»^  =^{B'c-^Ca)a:, 30) 

Ferner  folgt  aus  21.  und  23. 

{Ac -f-  C'b)»,  =  (B'c  +  A'b)a:^  ^{Cc-^-  Bh)y^ 31) 

und  aus  17.  ist: 

C^c?  +  C'b)% ,  =  —  (ÄV  +  J!h)a:^  -f-  ( C'c  +  Bb)y^ 32) 

■also 

{Ac  +  C'b)%^  =  (C'c  +  Ä%,  ....  33)    . 

Eben  so  finden  wir  aus  22.  24.  26.       . 

{Ac  +  B'a)%^  =  {Rc  +  Cd)a:^ 34) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  30.  und  34.  so  Ist 

Ac%y^  =  Cax^  ....  35)  ' 

SttbtraLiren  wir  aber  30.  und  34.  voneinander,  so  ist: 

B'a%yZ=zB'cx^  oder) 

t  .  •  •  •  30) 

Auf  ähnliche  Art  finden  wir  aus  22.  24.  26. 

{CPc'\'A*d)y^  =0  oder  Cc=z^A'a  ....  37) 

Wir  bemerkten  aber,  dass  die  Gleichungen  29.  36.  und  37.  und 
die,  welche  wir  aus  1.  erhalten,  wenn  wir  statt  ^,  y,  %  die  Coor- 

•  Ctl  CSC 

dinaten  ^,,  yi,  %^  setzen,  nemlich  «i=;=c ^ -^,  nur  als- 
dann zugleich  bestehen  können,  wenn  wir 

^'  =  0,  C"  =  0,  iB[,'  =  0 38) 

setzen.  Führen  wir  die  gefundenen  Werthe  von  A\  B\  C\ 
A\  B"y  C*  in  irgend  zwei  der  Gleichungen  13.  14.  und  15.  u.  s. 
w.  ein^  so  erhalten  wir: 

Ac  '    Ac  «j.. 

Die  Gleichung  11.  erhält  also  die  Form: 

A»""  -f- i?y«  +  r.r»  — ]ö  =  0, 40) 

Aus  39.  und  der  Gleichung  %^z=zc ^ -^  erhalten  wir: 

a^h^cBC 

*'  —  a^b^BC-^a^c^Ai^.-^b^c^Aß' 

a^cHAC l  .|v 

y»  —  a^b^BV-^  a^c^AC^  b^c*AB'[ \ 

b^c^aAB 

^»—  a^b^BC^  a*c^ACH-  b^c^AB 

Da  der  Punkt  (^i,  y^,  m^)  ebenfalls  auf  der  Oberfläche  des  Ellip- 
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4a»^»ifl^  +  4a«c»»f^  +  ^'c'Äf  —  3«»Ä»£?»fff  =  0.' 
Durch  SubtractioD  dieser  GJeiduiDffen  erbalten  wir: 

• 

Diese  Werthe  tqd  m  und  r,  in  43.  sabstituirf,  geben: 

^=J^>  »*«^  «*  =  ;»' *'  =  T» 

mitbin  wird  die  Gleichung  40.  zn: 

2/K       2^        2c 

Es  sind  daher  r-^,  r-?^,  ^  diejenigen  ^rei  zugeordneten  Durch- 
messer des  Eilipsoids,  welche  mit  den  drei  Durchmessern  ^C,  BD 
und  EF  des  rhombischen  Octaeders  zusammenfallen. 

Endlich  finden  wir  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte,  in- 
dem wir  jede  der  Gleichungen  41.  im  Zähler  und  Nenner  mit  -^  wv» 

vervielfachen ,    alsdann   statt  -j,   -»>   -^   die   gefundenen   Werthe^ 

r*    i*    a* 

y»   y»   y-  setzen,  wodurch  wir:  . ,         t  . 

»  »•■.".■.      • 

0  i9  C 

;r,  = r- 


^, 


^.  =  — 


or. 


ar,  =  — 


AT. 


»' 

yi== 

3 »  *i  —   ^5 

■               /. 

y.=- 

3'  *»— ""  3» 

3» 

y«  =  - 

3»*« —        3» 

• 

a 
3' 

^4  = 

h                     e 

3' *♦■—■.  -T^  • 

* 

a 
3' 

h                     c 

• 

a 
3' 

yt  = 

3»  *• —        3  ' 

■ 

3? 

yi  = 

b                     c 
3'  V—        35 

a 
3' 

y,  =  - 

b                     c 
3'  *•=""  3^ 

- 

erhalten. 


Es  ist  ein  Parallelepiped  giegeben:  man  soll  das 
kleinste  Ellipsoid  tfm  dasselbe  beschreiben. 

Wir  nehmen  die  drei  in  einer  Ecke  jP  (Ta£  V«  Fig.  2.)  des 
Parallelepipeds  zusammen^essenden  Kanten  jr/,  FH  und  FP  als 
die  Axen  der  d^,  y^  % ;  die  Grössen  dieser  Kanten  selbst  seien 

Thdill.  27 


#7 

Ganz  wie«e  «Wn  finjjen  irir  »rttelstdei*  Punkte  ü^  nod  Z,  deren 
Goordinaten  a^zma.  y=,h^  i  =  c  nnd  ;r  =  ar,  y=^>  «=0  sind^ 
den  Wertli  von  A\:=iOy  so  dass  «fcli  also  die  Gfeichüng  4.  auf: 

"'*    \ä%*  +  ify» :+  Cäi»  — ^€?i,—  Ä^yr-  ßwr;=?« .  • . .  5)     ' 

redacirt. 

Verlegen  wir  jetzt  den  Cob|rdikiiiteii-A|i^n||^  ii).  d^n  Mittelpunkt 
0  des  Parallelepipeds,  und  nehmen  a/^  f/i  %'  nir  die  neuen  Coordi- 

naten  an,  so  dass  also  ;r=-^-hÄ!^,  ^=^+^9  *  =  •«•  + V*®*« 
so.',nfird  die-43rleichuDg  ^)  zi^:* 

Setzen  vrif'j:=zt^  •^:=zu^  also  -^  =  --,  und  lassen,  die  Accente 
weg,  so  ist:  « 

>•-'  '^        /.«  ^« '    '  ^«       .     J  ..  ..'7) 


Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir«  wenii  JTJr  SEUecat  ^t=0  und 
V=0,  alsdann  ^==0'und  x  =  (),  und  epdljch  ^:??:0  jund\4;z=:0 
aB««nnien:       •     * 


« 


=  ^l/£?»-f-^»^HH«»«,  y=4j/4<«*  +  ^'^+»'»), 


Dieses  sind  die  Grössen  der  drei  halben  Durchmesser  des  Ellip; 
»9ids,  .die  durck-^en  Mittelpunkt  des  Parallei^piped«  geben,  ull4'  nrit 
den  drei  in  I^  zusammenstoascnxten  Kanten  desselien  paimlkfl  lifi4l; 
Bezeichnen  wir  wie  in  I.  4^0  drei  Achten  4^  Ellipsoids  mit  ^,  S^, 
'^j  so  habp»  wir:^^        -^  - ^  -'- 


MiOieaf^  j/^€?»-|-^»*4-Ä*to) » .(I-eb8a•-C08/?»-ea«>'*^^OÄCWOS/?lß^8;'^y 

und  wenn  wir  k=,\  —  cosa*-«-cps^*— cos/*+2co8  «  cos/9  cos/ 
setzen:  .  • 


Diffetentiiren  ^ir  zuerst  nach  t^  alsdann  nacC  u^  und  setzen  d).e. 
Difl»rentialquotienten  gleich  fNull,  so  erhalte»  wir: 


JLli    ^       .      i-    ■»•, 


(2bH  —  c»  —  a^u)Vc*^bH'^a^u       ^  ^. 


^.v. 


Diesen  Gleichiftgen  wird  Gbvrüge  geleistet,  wenn:  ' 

27» 
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MakipHcttreii  wir  die  Gleicbung  4.  pH  tlr^  und  ikitegrireii  «odatm» 
•o  erhalteii  wir:  • 

y^  = ö l^Aß(tic^2D)        +^^°^^ ^> 

Da  das  Integral  für  4:r  =  0  versebwindeii  nrnsS)  so  wird 

Setteo  wir  in  5.  die  Grösse  ^  =  <;  und  fügen  die  Constante  bei,    * 
so  ist  die  parabolische  Fl|cbe 

^^^ iP' Bc^_±2Dc^  \D^-^B(BC'h^D)c\i 

jäVMM 1-  %Aß{Bc  +  2/;)  M         ~         UB(Bc-^2D)       ' 

o(|er,  w^nn  wir  die  obern  Zeichen  beibehalten,  so  erbalten  wir  den 
Inhalt  der  parabolischen  Fläche 

B^c* 
^^^  =  nJ(Bc-^2Di' 

8etcen*wir  in  dem  Nenner  statt  '/7^+2Z>  seinen  oben  gefundenen 
W^rth,  so  ist,  wenn  wir  den  parabolischen  Räum  jiBu^mtAP 
bezeichnen: 

„ B^Ac^  ^ 

^—  6{2^A  -f-  Ba)  (Bc  —  ßa  —  2Ah)  ^^^^ 

6(2^  Ä-H«)    (c-a-2~Ä) 

A 

Die  Grösse  ^  ist   noch   unbestimmt.     Setzen   wir    dieselbe  =Xy 

so  ist:  '  .        .       X 

P= 


Wird  dieser  Ausdruck  nach  x  diiferentiirt ,  und  das  Differential 
2-  =  0  gesetzt,  so.  kann  das  Maximum  oder  Minimum  desselben 

bestimmt  werden.  , 

*  Es  ist  aber 

logi».  /'=logj»  /c* — logii  6-— log#i  (2^4+11)— logiij(r-—« — 2Ä»), 

mithin*  •     ' 

dP__      2h  2k         '_ 

d%  2k%  -t-  »         c  —  a  —  2h% 

folglich 

*  =  "iÄ-  =  B'  *^*«^  ^=7::^' 

Werden  nun  die  gefundenen  Werthe  von  ßy  C,  D,  E,  F  in  der 
Gleichung  1.  substituirt,  so  ist  folgende  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten Parabel: 

/        «  1  .   .    .»        .    *****    L  M^ä  —  c)y        hh*ex       .  .. 
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XXXIII. 

PrttfÜDgs- Aufgaben,  die  in  Cambridge  <][0n  Cao-* 
üdaten   des  Baccalaureates  gegeben   worden 
sind  ^).     Aus   dem   Englischen   übersetzt  und 
mit  Bemerliungen  begleitet 

von  '  dem 

Herrn    Professor    Dr.    Mens  in g 

zu  Erfurt. 


^  Nr,  K  1834. 

1.  RedoGire  36  L.  7  sT.  H^  d.  io  Farthings.  '      %" 

2.  Dividire  19  L.  16  sl.  lOi  d.  durah  46    ....    Aiitw.  8  sl. 
'H.  ,V). 

3.  Welchen  Preis  balen  5  Ctr.  3  Qrt.  18  Pfd.  zu  3  sl.  6  d. 
»«r  Pfd.?  \  ■        .       ■   ■ 

4.  Beweise  dass  |  dividirt  durch  7  ist  i^:         , 

5.  Multiplicire  '^83  mit  0,013  und  beweise  die  Bicbtigkelt  des 
^duktes. 

6.  Verwandle  15  sl.  4|  d.'  in  ^ A^$  Pfundes,   an*d  fibde  den 
^ertb  von  0,4786  Tagen  in  Stunden,  Minuten  und  Secuoden. 

7.  Ziehe  di^  Quadratwurzel  aus  2209.    K^weise  die  Regel  für 
'6  Bestimmung  der  Anzahl  votf  Stellen  io  der  Wurzel. 

8.  Welc-h.i^  I^Mge  muss  ein  Teppich  haben  der  i  Yard  breit 

^  und  ein  Zimmer  von  6^  yä*  j{ing  uod  5-^  breit  bedecken  soll? 

^  ■  "«        ■   ■ 

^  Teiche  Wegfn  der  Aufgaben '  ah  sich,  sondern  u|ii  ct|  zeigen/  y^ie  auf 
den  englischen,  so  manche  bemerkenswerthe  EigenthUmlichkek'  darbie- 
tenden l^ehranstalten  die  roatbißinaii^chen  Prüfungen  gofaandbabt  werden, 
babe  ich  die  folffenden  Aufgaben  liebst  den  höchst  einsiphts vollen  Be- 
merkungen des  iferrn  Uebersetzers  zu  denselben  hier  abdrucken  lassen, 
Welchem  letztem  die  Leser  des  Arohivs  sich  mit  mir  für  diese  in  pä- 
dagogischer Rücksicht. so  interessante  Mittheil|ing  gewiss  zu  dem  auf- 
Hcbtigsten  Danke  verpflichte«  fühlen  werden. 

Dur  Herausgeber.  « 

^  Die  Antwort  musste  heisscn  8  sl.  7^J  d.;  aber  die  Engländer  rechnen 
Qach  Farthings,  drücken  übrigens  dieselben  als  ^  von  ihren  Pfennigen 
(pence)  aus,   geschrieben   d  (da«  'Normannische   deniers)   danach   sind 

•  H  Pf.=  51  f.  =  i  d.  ^V  ^' 


\ 
I 
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9.  Was  betragen  die  eiDfachen  Zinsen  von  63  L.  15  sl.  7  d. 
in  1-^  Jabr.zu  A^  Proc;  nbd  wie  viel  ist  der  Betrag  zusamnien ge- 
setzter Zinsen  von  540  L.  in  3  Jahren  zu  4  Proc.l  Antw.  3  L. 
11  sl.  H «07  J..  8  sl.  6i  d.  •) 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  Standen  ärndten  können, 
wieviel  werden  15  Acker  in  14  Standen  ärndten  I 

11.  Sache  das  ffrösste  gemeinschaftliche  Maass  für  die  Bruchs- 

al   9^»  ■  23;r 15 

glied^r  v,Qn  ^,_^g^      ^ und  bringe  den  Brach  auf  seiqe 

kleinsten  Glieder. 

12.  Löse  folgende  Gleiobungen: 

(l)...T+f  ==^— f 

l^J  •  •  •     7      -»-       5       — /  j| 

(3)...—^ Tr=*» 

•(4)  ...  a:+  y—   «=8 
2ar—    y+3«  =  21 
4»-f-3y  — aa?  =  17  • 

^  13.  /  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der 'Auflösung  quadratischer  Gleichungen,  und  Iqse 

(1)  ...4r»— 3^  =  85 

l±:£j±±^^^  _  J2  «^ 


X 


—  \^*lax  -4-  x'* 


'O  3  L.  11  ^L  MISrS  d.  nnd  (B07  L;  8  sl.  6,3744  d.  M. 

••)  Schreibt  man  zuvor  JL^.     ,.,  sb^,  was  nur  einfacher,  sonst  a 

y  —  Ky» — Ä* 

dasselbe  ist,  so  wir*  yl±J!L=:J^^2!yjlE^^t, 

^^y^/^rZa»  ===  ii»Ä -f.  «»  —  !^»  ssr  tf '(Ä  ^  1) -- 2^», 

'4y V*  —  4y^«*  =  «•(*  -f- 1)»  -*-  ^*  —  ia»(^  H-  %». 

Da  sich  4^^  und  dann  a'  als  Factor  hebt,  so  wird  (4(Ä^l)~ 
«4Äy«=:«»(i-|.l)»,  VI  -t-   / 


I  • 


,»*^-»-'> 


01  -|— ff 

1  y^w  aV^ÄWt 


,-f-  (m  +  if) 

; L" 


^,t-  \^'*  -f  r*}         «V 
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14.    Zeige  daii  rr»  if  4*  Crrfttien  find,  die  in  aritbnietitcher 
■rcmtsion  stehen,  und  bestimme  die  Summe  von  8  Gliedern  der 
^fe,  Ton  welcher  sie  die  drei  ersten  sind.  * 

S«che  auch  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe 

"  ""  "3+  "ZI —  •  •  •  •     In  welchem  Falle   wird  •  eine   unendliche 

€nflre  von  Gliedern  der  letzten  Reihe  endlich  seiti?   . 
^  i5.    Beweise  die  Regeln,  durch  welche  die  Anzahl  von  Permu- 
tionen  und  Combinationen  vQu  n  Oingeiiy  die  3  und  3  zusammen- 
snommen  werden,  zu  finden  ist. 

Wenn  das  Gesetz  für  den  Ausdruck  der  Permutation  von  DiDgen, 
^ie  zu  r  uud  r  zu«ammengenommei^  werden ,  zugegeben  wird,  zu 
beweisen ,  dass  es  auch  richtig  ist ,  wenn  man  sie  zu  r  + 1  und 
#-  +  1  zusammen  nimmt. 

W.    Wenn  a  :  d  =  c:  ds=e:f  beweise  dass  --  :  d  =  —  :  d 

"  tu  fn 

und   a  :  drrza-^c  +  e  :  d  +  d^-^ 

17.  Suche  den  Werth  von  1  L.  das  100  Jahr  zu  4  Proc.  Zins 
▼OB  "Zins  getragen  hat. 

Gegeben  ist  log  1,04  =  0,0170333 

und  log  1,482  =  0,70333 

18.  Gieb  das  (-j)^®  ^^'^^  von  (a  — or)"  wenn  y  unpaar  ist. 


Nr.  2.  1834. 

(B.) 

1.  Reducire  125  Yard  2'  4"  zu  Zollen. 

2.  Beweise  dass  j-  von  ^  so  viel  als  If  fAnd. 

3.  «Tbeile  3  L.  15  sl.  5{  d.  durch  23.    Antw.  3  sl.  3^  d.  H- 
^«rgleiche  die  Anm.  zu  2.  in  der  vorigen  Aufgabenreihe. 

4.  Suche  den  Lohn  von  6  Arbeitern  für  28^  Tag  wenn  2  sl. 
^  d.  täglich  bezahlt  werden. 


2Vmn 


im  Original  ist  angegeben: 

«(V/Mdat/it)* 


X 


>vss  offenbar  fehlerhaft  ist:  denn  die  kleinere  Wjir«el  wird  positiv, 
die  grossere  negativ,  uncW  beide  können  nicht  einerlei  Zeichen  er- 
halten. M. 


«14 

•5.  Malt^plicil'e'36,2  mit  4,57t  and  li^weise  die  Richtigkeit  des 
Preductfs.-  ■       *     ■   vi*---  '•■r.,f-..  .    ■- 

*  6.     Verwandle    lS^'4»'.^   in  * Zehnteltage;    und    finde    deo 
Werth  von  5,734  L;  !>  ' 

7.  Sucbe .  die  Interessen  voq  963  I^.  10  sl.  6  «d.  für  i  Jahr 
zil  3^  Proc.  Suche  gleic$bJFa1ls  den  Betfing  Von  130  L.  in  3  Jahren 
zu  5  Proc.  in  Zins  von  Zins;  *-' 

.   Sf-'  Ziehe  die  Quadratwurzel  ans  107281.    Beweise  die  Regel 
die  Anzahl  ^er  WuraelsteHen  zu  be^immen. 

9.  Wenn  09  Tard  eines  Tepuiehs^  von  i  Yard  Breite  ein  Zim- 
mer von  10-^-  Yard  Län^ -bedecken ,  die  Breite  des  Zimmers  zu 
finden.    •  • 

'  10.'   Wenn  800  Soldaten  5  Tonnen  Mehl  in  0  Tagen  Terzeb- 
ren,  wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  in  2  Tag^n  verzebreil? 

H.  Suche  das  grösste  gemeinschaftlictie  Maass  der  Glieder  des 

Bruches  — — ^ — ^tt-: — jx —  und  reducire  den  Bruch  auf  seine  klein- 

sten  Glieder. 

12/»  Löse  folgende  Gleichungen: 

(1)  ...^-hY+  T'^'^^^^T  ""T  ' 

ß4:-f-2y  _   y^ .-      .       . 


8  2 


Anin.    des  Heb.    Im  Original  steht  ^^-^  in  der  vorletzten  Gleichung^  was 

Ar 

ein  Druckfehler  ist. 
•  t    •    -  {4)  ;  > .  o?  rf^   tf  —    *  —  1$ 

3Ä?--2y-i-   «»19    • 
•''■■••'■     ■■-5-.r4-"4i'— 2^=i±«0.' 

13.    Be^^eise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  be^/ 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen;  und  löse 


- 1-.-,-'- 


(2)  ^■+-^ -i-> 

14.  '  Wenn  a  :  ^=  €? :  c/  beweise  dass  «  :  —-  =  c  :  —  und  dass 
,  nt  fn      . 

A  :  ^  =z=  17  -4-  «w  :  ^Hh  «»fl^  ist..  - 

15.  Dieselbe  Frage  wie  15.  in  der  voi^iffen  Reihe. 

10. .  Zeige  dass  2^,  2|,  3^  in  arithmetiwäier  Progression  steb^ 
und    linde   die  Summe   von  10^:Gliellern  der  Reihe  worin  sie    die  > 
ersten  sind.  ^ 

Sucbe  auch  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe 


a  a*  a 
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li-weldbcin  Falle  wird  eine   uoeDdliclie  JMeoge   von  Gliedern 
^erJeftittti- Reihe  etwas  Endliches  geben? 

17.  In  "vi^ie  viel  Jahren  wird  1  L.  das  auf  Zios  von  Zins  in 
•»    Prac  atekt  sich  i^erdoppeln? 

Gegeben  sind  log  1,05  =  0,0211893 

log  2  =  0,3010300 

18.  €ieb  das  nie  Glied  von  (a  +  JtV*  au. 


^AerkuB^.en  an  den  vorhergehenden  in  Cambridge  er- 

theiiten  Aufgaben.    Vou  dem  Uebersetzer. 

■  •       .■ ' 

Tieliepcht  lächelt  mancher  deutsche  Lehrer  über  diese  Aufgaben, 
mmdem  er  artheilt:  sie  möchten  wohl  für  absehende  Schüler  unserer 
Gymnasien  au  leicht  sein.     Es  scheint  wirklich  so  beim  ersten  An- 
blicke: aber,  mun  vergesse  nicht,  dass  diese  Aufj^aben  eine  ganz 
idere  Bestimoiijing   hüben   als    künftige  Mathematiker   zu  prüfen; 
SD,  lege   dieselben    alle    denjenigen   vor,  die  einen  sorgtältigen 
lottrricht  in  den  AnfuugHgrüuden  gehabt  haben,   und  ich  glaube 
aaaa  kann  eine  Wette  eingehen!  dass  unter  10  jungen  Leuten  nicht 
^  diese  Anfgaben,  in  einer  gegebenen  Frist,  z.  B.  in  einem  Tage, 
tister  Aufsicht  eines  Inspicientcn  lösen. 

«W^r  das  nicht  ^luuDt  der  mache  die  Probe. 

Es  ist  wahr,  dio  Aufgaben  sind  leicht;  darin  besteht  aber  ihr 

Vorzuff,  und  ein  erfahrener  fjehrer  wird  sie  um  so  leichter  machen, 

j^wieiter  seine  Erfahrung  reicht:    denn  an  leichten  Aufgaben  kann 

■an  eben  so  gut  sehen  wie  ein  gegebener  Stoff  verarbeitet  wird, 

j*  nach    besser  als   an  solchen,  bei  welchen  man  den  gleichsam 

'^ren   Stoff  erst    bildungsfäliig  machon  muss.      Eründungs*  und 

^■binationsgabe  sind  zu  sehr  vQn  einnr  eigenthümlicheu  Meinung 

^^bängig  als  dass  sie  vergleichbaren  Prüfungen  -unterworfen  werS 

^«H  könnten.    Durch  vielfache  Hebungen  kann  zwar 'Mancher  eine 

Dichtung  darauf  erhalten;   es  ist  aber  sehr  zu  bezweifeln,  ob  es 

^^g'ensreich  wirken  würde,  wenn  eine  solche  Richtung  her  irgend 

^tier  Bildungsanstalt  die  vorherrschende  wäre.     Wenn  Lehrer  der 

^«tUematik  auf  Gymnasien   darauf  ausgehen ,  ihren  Schülern  eine 

3^^rliebe  für  die  Mathematik   beizubringen,    so  werden  ihnen  die 

^«hrer  in  den  Sprachen  aufsässig;   und  das  hat  einen  sehr  guten 

^rund:  denn,  nach  meiner  Erfahrung,  ist  die  Richtungj  desjenigen, 

^^r  Mathematik    vorzugsweise    treibt,    einseitig,    in  einem  andern 

^inne  wie  die  Richtung  desjenigen,  der  vorzugsweise  uite  Sprachen 

^ treibt.     Diese  Behauptung  könnte  das  Thema  zu  einer  wcitläuijgen 

Abhandlung  werden:  ich  will  mich  kurz  durch  einen  Vergleich  er- 

"<^lären.     Beide  sind  zwei  Schwimmern   zu  vergleichen,' von  denen 

aber  der  eine  blos  lange  und  tief  tauchen  kann,  während  der  an- 

^Cfe  dieses  nicbt  vermag,   dagegen  sich  mit  Anmuth  und  Ijclclitig- 

^^^t    auf   der  Oberfl<iche    zu   bewegen  versteht.     Der  erste   taucht 

^aeb  Perlen,  findet  über  meist  leere  Muscheln;  der  andere   müht 

^^h  ab  im  Wasser,  indessen  ein  gemeiner  Fischer  in  dem  gebrech- 
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XXXIV. 

lieber  eine  geometrische  Aufgabe/ 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Qjlensing 

zu  Erfurt. 


Id  deo  y.ortrefBicben  „Beiträgep  zu  der  Lehre  von  den 

{»•littTen  und   negativen  Grössen  von  Diesterwe.g;  Bonn 
811  y    bei    Uabiciit*^    findet    sieb    folgende    erste   geometrische 
Ai%«be: 

'  B»  iit  ein  Rechteck  gegeben,  und  auf  der  Verlänge- 
ring  einer  Seite  desselben  ein  JPunkt;  durch  diesen 
hII  ma«' eine  Gerad«  so  legen,  dass  dadurch  das  Recht- 
eck in  swei  Paralleltrapese  zerschnitten  «wird  und 
jarch  Znsammentreffen  dieser  Schnittlinie  mit  einer 
rerlängerten  Seite  des' Rechtecks  ein  Dreieck  entsteht, 
welches  zu  einem  jener  ^Trapeze  ein  vorgeschriebenes 
Yerhftltniss  habe. 

Eil  wird,  wobei  Taf.  V.  Fig.  4.  zu  vergleichen,  verlangt  dass 

(y  •+•«)•!• '  {^--sd^—P  •  '^ÄCy  •+•*)»  :  (<5  — y)^  sei. 

Setait  man  p  :  t  =  a  t  r^  bo  wird 

y  +  «  :  (Ä  — y)^  =  l  :  r, 

oder  (y  +  *)r  =  (Ä  — y)^ (1) 

Das  ist  also  die  zu  fösende  Gleichung,  .die  zu«  der  von  Diester- 
W6g  angegebenen  Construction  führt,  wenn  man  durch 

#  :  M  =  y  :  «  oder  s  :  i9f-f-#^y:y»f-x 

und  #  :  f^=a:  :  if  —  y  das  y  und  x  eliminiert  und  Jf  behält. 

Wir  wollen  aber  unsere.  Aufmerksamkeit  auf  9  richten,  wodurch  die 
Aufgabe^  auch  gelöst  wird. 

y  =  #  tg  g>  also  y  +  «  =  (*  +  iw)  tg  gp 
%=zm  tg  9  und  durch  Substitution  in  . . .  (1) 

tg    ^ 
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XXXV. 

Aufgabe  ans  der  analy tischen  Geometrie:^ 

■  ■    : 

■Von 

Hemi  C.  Scherling 

Lehrer  der  Mathematik  und  Naturkunde  am  Catharineum  zu  Lübeck. 


:i. 


V    I 


■  1 


Es  ist  irgend  «in  Kegelk'chnitjt  und  ein  Punkt  gege- 
ben. Zieht  man  durch  den  Punkt  gerade  Linien,  welc'he 
den  .Keg.el8chni|^t  in  zwei  Punkten  durchschneided,  «n 
fragt  es  sich,  auf  welchem  geometrischen  Orte  die  Hal- 
birungspvnkte  der  tou  dem  Regelschnitte  beg^renzten 
Stücke  der  letztern  liegenf ' 

Au^flösung.*   Die  Gleichung  y*^:=zp:c  —  2im^*  stellt  bekannt« 

HA  |il1e  Kegelschnitte  dar,  wenn  del*  Seheitel  eines  Durchmessers 
(2m)  als  Anfangspunkt  der  Cooirdinaten  genommen  *  wird;  nemlich 
^ine  dlipse,  wenn  m  positir,  eine  Hyperbel,  wenn  m  negativ,  eine  * 
Parabel,  wenn  m  unendlich,  und  einen  Kreis,  wenn  /i  =  2i»  ist; 
in  allen  Fällen  bedeutet  p  den  Parameter  des  Durchmessers  %m. 

Man  lege  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  und  den  Mittelpunkt 
det  Kegelschnitts  die  Axe  der  a:  (bei  der  Parabel  parallel  mit  der 
Axe),  die  Axe  der^  aber  wieder  durch  den  ^effebenen  Punkt  und 
parallel  mit  dem  cönjugirten  Durchmesser  (her  der  Parabel  parallel 
nit*d^  Tangente  durch  den  .Scheitel,  in  welchem  die  Axe  der  a: 
dieselbe  schneidet);  so  hat  man^  weqn  a  die  Abscisse  des  Scheitels 
det -Durcbmessers  ist,  welcher  als  Axe  der  as  dient ^  die  Gleichnag 

y»  =  ;5<ar  —  a) -:  ^(^ -;.  a)».  , 

•    '  -■" 

Legt  man  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  oder  den  Anfangspunkt 

der  Coordinaten  eine  gerade  Linie  yrriajs^  so   hat  man  für  die 

Abscissen  der  Durchschniftspunkte  die  Gleichung 


a»Ä?'  =p{a:  —  a)  —  ^w  —  «)» 


2jii^ 


oder 


x^  — 


^p{m  -h  g)       4^      ■yg(2«i  +  «) 


2««a»-f-;>  *  ■*"       2ma^+p' 

Die  beiden  Werthe^  welche  diese  Gleichung  für  a:  liefert,  stel- 
len also  die  Abscissen  der  Därchscbniltspunkte*  jener  geraden  Linie 
uod  des  Kegekcbnitts  dar.;  die  Absoisae  der  ^  Mitte  dieser  Linie  ist 
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ms=z^(M+a)y  imd  dessen  Halbmesser  cjben  so  p^ross  Mst.  Die 
deicbung  4ea  gegebeoeD  Kreises  wird  mit '  LeicLtigkeit  auf  die 
WoT'Jk  "gebracht     * 

y»  +  (^  — 2r)'=«iS 

-wobei  2r,  wie  oben,  m  +  a  bedeutet.  Fiir  den  Fall  nnn,  dass  der 
^^egebene  Pookt  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  müssen, 
sich  offenbar  die  Kreise  schneiden,  und  die  gemeinschaftliche 
Chorde  wird  erhalten  durch  Snbtraction  der  beiden  Gleichungen; 
sie  wird  nemlich  dargestellt  durch  die  Gleichung 

2ra:  =  a{2r  +  m)  oder  a:  :=±       ^ — '-. 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Coordinaten  sind  jeden&lls  rechtwink- 
lig; also  sieht  man,  dass  diese  gemeinschaftliche  Chorde  auf  der 
Abseissenaxe  senkrecht  steht.     £s  lässt  sich  aber  auch  noch  mit 

Srdsser  Leichtigkeit  nachweisen ,   dass  die  Durchschnittspnnkte  die 
erübrungspnnkte   der  Tangenten  sind,    die .  man  vom  gegebenen 
Pnpkte  nach  dem  gegebenen  Kreise  ziehen  kann. 

Sind  ^  und  t/  die  Coordinaten  eines  Punktes  ausserhalb  des 
Kreises,,  nnd  man  zieht  durch  denselben  zwei  Tangenten,  so  ist 
die  Gleichung  der  Chorde,  welche  die  Berührungspunkte  verbindet, 

wann.  It  den  Radius  bedeutet,  und  die  Gleichung  ans  dem  Mittel* 
panktf  zum  Grunde  liegt.  Im  gegenwärtigen  Falle  haben  wir  zu 
nehmen 

da  aber  der  Punkt,  durch  den  jetzt  dib  Tangenten  gezogen  werdeä 
sollen,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  ist  $/^=0^  ^=0, 
mithin  ist   .  * 

-»•  2ra?  +  4r »  =  «»»  oder  ^Ar  =  4r*  —  «w*  =  (2r  +  «i)  (2r  — «») 

d.  i.  2r;r  =  a(2r  +  iw), 

dieselbe  Gleichung,  die  wir  vorher  für  die,  beiden  Kreisen  gemein- 
schaftliche Chorde   hatten;  es  ist  mithin  unsere  Ordinatenaxe  die 

Polare    des    Punktes   ^=       ^ — ^,    y  =  0;    oder   es    ist    dieser 

Punkt  der  Pol  zu  unserer  Ordinatenaxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  erhält  man,  falls  der  gegebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  liegt,  für  die  ge- 
meinsclraftliche  Chorde  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck:  man  findet 
nemlich 

was  ganz  dasselbe  ist,  wie  oben  beim  Kreise,  wenn  man  M-H)e=2i* 
setzt.    Dieser  Werth  nun  aber,  in  die  Gleichung  der  Curve  gesetzt, 

TheUIL  28 
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XXXVI. 

Fibonacci^  der  erste  christliche  Verfasser  einer 
Abhandlung  über,  die  Algebra  ^). 

Von  dem 
Herrn  Doetor  Gerhardt 

■  ^  • 

Lehrer  am   Gymnasium  zu  Salzwedel.  * 


Unter  der  Menge  kleiner  Staaten^  in  welche  Italien  gegen 
Ende  des  12ten  Jahrhunderts  getheilt  war,  zeichneten  sich  beson« 
ders  die  Repahliken  Venedig,  Genua^  Pisa  aus,  deren  Hauptstädte 
wijübrend  der  Zeit  der  Kreuzzüge  sich  d^s  ganzen  Handels  nach 
dem  Orient  bemächtigt  hatten.  Sie  waren  dadurch  reich,'  mächtig, 
blühend  geworden.  Genuesische*  und  Pisanische ,  Kaufleute  hatten 
Niederlagen  auf  der  Nordküste  Afrikas,  auf  den  Inseln  des  Archi- 
pelagus,  in  alten  grossen  Städten  des  (Orients^  und  kamen  hier 
äheraü  mit  den  Arabern  in  Berührung,  die  damals  die  Träger  der 
Wissenschaften  waren.  Auf  ihren  Reisen  dahin  sammelten  die  ita* 
lienischen  Kaufleute  ausser  uogeheuern  Reichthümern  einen  Schatz 
nener  Anschauungen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sie  wiederum  in 
.ihrer  Heimath  yerbreifeten.  So  erhielten  die  Christen  von  den 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  lind  die  Boussole,  so  wie 
ancE  die  Philosophie  des  Aristoteles. 

Ein  Kaufmann  aus  Pisa,  l^eonardo  Fibonacci  *'^),  ist  der  erste 
christliche  Verfasser  einer  Abhandlung  über  Algebra.  Von  den  Le- 
bensumständen dieses  Mannes  kennen  wir  nur  das  Wenige^  was  er 
selbst  in  der  Vorrede  zu  seinem  ersten  und  wichtigsten  Werke, 
dem  Abbacus,  das  im  Jahre  1202  lateinisch  geschrieben  ist,  er- 
wähnt. Leonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Rechte  der  pisanischen  Kaufleute  an  der  Douane  von  Bougia  in 
Afrika  wahrnahm,  zu  sich  rief,  um  ihn  seines  künftigen  BerufesA 
weffen  in  der  Arithmetik  unterrichten  zu  lassen.  i)ie  Nordküste 
Afrika's  war  damals  im  Besitz  der  Araber,  i^elche  besonders  die 


*)  Nach  Libri  bist,  des  math.  en  Italic  Tom.  U.  gearbeitet. 

**)  Der  Name  Fibonacd  ist  aus  fliius  Bonacci  zusammengezogen,  denn  das 
Manuscript  des  Abbaeus  in  der  Magliabecfaiscben  Bibliothek  zu  Florenz 
aus  dem  14ten  Jahrhundert  beginnt  mit  den  Worten :  Jncipit  Über  abbaci 
compositus  a  Leonardo  lilio  Bonacci  pisano,  in  anno  1202.  Zahlreiche 
Beispiele  ähnlicher  ZoiMfflmenziefauogen  finden  sich  noch  jetzt  in  tosca- 
niscben  Familiennamen*  v 
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addern  eine' Darstellung  des  iodischeo  Zablensjstems  und  in  dem 
letzten  Capitel  eine  Abhanfdlun^  über  Algebra  entbält.  Da  dieses 
Capitel  in  dem  2ten  Tbeile  tob  Libri's  Gescbicbte  der  Matbematik 
in  Italien  vollständig  abgedruckt  ist,  so  können  wir  uns  genau 
von  seinem  Inbalte  überzeugen.  Es  bestebt  aus  3  Theilen:  in  dem 
ersten  ist  über  Proportionen,  im  zweiten  über  geometriscbe  Pro- 
bleme, im  dritten  über  Algebra  gebandelt.  Dieser  letzte  Tbeil  ist 
der  interessanteste  des  ganzen  Werks;  jedoch  zeigt  eine  Ver- 
gleicbung  desselben  mit  cfem  bekannten  Werke  Mobammed  ben  Mu- 
sa's,  dass  Fibonacci  Lei  der  Abfassung  desselben  das  berühmte 
Werk  dieses  arabischen  Schriftstellers  vor  sich  hatte  und  darnach 
arbeitete.  Br  giebt  zuerst  dieselben  Erklärungen  ,  betrachtet  dar- 
auf dieselben  sechs  Fälle  von  Gleichungen,  nämlich  drei  einfache, 
wohin  die  Gleichungen  von  der  Form 

gehören,  und  drei  zusammengesetzte,  d.  h.  Gleichungen  von  der  Form 
aa^'^  +  Ä^  =  r,  o;*  =  aa?  -f-  ^^  .a?*  -f-  »  =  ^. 

•  Bei.  der  Lösung  dieser  Fälle  verfährt  Fibonacci  ebenso  ganz  auf 
dieselbe  Weise,  wie  Mohammed  ben  Musaj  er  giebt  immer  zuerst 
numerische  Beispiele,  darauf  die  allgemeine  Regel  für  die  Lösung 
jedes  einzelnen  Falles  ohne  Beweis.  In  allen  Fällen  werden^  eben- 
fiiils  nach  dem  Beispiel  der  Araber,  sämmtliche  Glieder  der  Glei- 
chungen als  positiv  angenommen.'  Zuletzt  folgt  der  Beweis,  der 
in  einer  geometrischen  Construction  der  Gleichung  besteht.  Das 
Ganze  beschliesst  eine  Menge  von  Aufgaben,  von  denen  jede  auf  * 
einen  der  oben  erwähnten  sechs  Fälle  zurückgeführt  wird. 

Demnach  acheint  dieser  algebraische  Theil  nur  eine  Bearbei- 
tong  des  oben  erwähnten  arabischen  Werkes  zu  sein.  Die  Wissen- 
schaft selbst  ist  hier  von  Fibonacci  nicht  weiter  gefordert,  denn  er 
lässt  ebenso  wie  die  Araber,  die  zweite  Wurzel  bei  der  Lösung 
der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  unberücksichtigt;  ja  er  ist 
Dicht  einmal  so  weit  gegangen,  als  Mohammed  ben  Musa,  der 
die  Existenz  der  zweiten  Wurzel  wenigstens  für  die  Gleichung 
«ur'  +  ^  ==  ca:  angedeutet  hatte. 

Wir  siiid'jedoch  weit  entfernt,  diesen  Mangel  Fibonacci  zum 
Vorwurf  zu  machen;  seine  Sohriften  zeichnen  sich  nicht  allein  vor 
denen  seiner  Zeitgenossen,  sondern  auch  vor  denen  eines  Baco, 
eines  Raimundus  Lullus,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nach  ihm 
schj^eben  und  die  ausgezeichnetsten  Männer  ihrer  Zeit  waren, 
rühmlichst  aus ,  indem  sie  nur  Wahrheiten  enthalten ,  anstatt  dass 
.  man  in  den  Werken  der  damaligen  Zeit  den  6nstersten  Aberglauben 
mit  einzelnen  richtigen  Aussprüchen   und  Ürtheilen  gepaart  findet. 


12)  De  Solutionibus  multarum  positarum  quaestionum  quas  erriFticas 
appellamus. 

13)  De  regula  eleatayin,  quaüter  per  ipsnm  fere  omnes  erraticae  quae- 
stiones  solvantur.  ^ 

14)  De  reperiendis  radicibus  quadratis  et  cubiis  et  inultiplicatione  et 
divisione  seu  extractione  earum  in  se,  et  de  tractatu  binomiorum 
et  recisorum  el  eorum  radicium. 

15)  De  regulis  et  proportionibus  geometriae  pertinentibus,  de  quaestio- 
nibus  algebrae  et  almachabelae. 
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Fibonacci  liatte  aucli  bei  der  Abfassaiig'  seines  Abbacus  nur  das 
rein  Praktische  im  Aage  *);  er  wollte  seiae  Mitbürger  mit  den  Vor- 
tbeilen  bekannt  macben,  die  das  indiscbe  Zablensjstem  in'  der 
Rechnung  vor  denen  Torans  hatte,  die  bisher  in  Italien  und  andern 
Ländern  gebräuchlich  waren.  Dies  ist  sein  Hanptverdienst,  wofiic^ 
ihm  die  Nachwelt  den  grössten  Dank  schaldig  isL  — 

Da  aber   die   übrigen    Schriften   Fibonacci's   erwähnt  worden 
sind,  so  möge  jetzt  noch  eine  kurze  Beschreibung  derselben  folffli 
gen.    Die  Practica  ^ometriae  ist  ein  sehr  voluminöses  Werk,  dt:^ 
in  8  Distinctionen  eingetheilt  ist  und  tou  dem  verschiedene  Man^^ 
Scripte   existiren,    die   beweisen,    dass  es  der  Verfasser  mehrm^^] 
überarbeitet  hat    Den  Hauptinhalt  desselben  bilden  Untersuchung  ^ 
über  die  Ausmessung  der  Körper;  besonders  zu  bemerken  ist  ab^f^ 
dass  darin   das  Theorem  vorkommt,  in  welchem  die  Fläche  eitles 
Dreiecks  durch  die  3  Seiten  bestimmt  wird,  ein  Satz,  der  sich  scboo 
in  den  Schriften  Brabmeguxta*s  findet  **).     Fibonacci  hat  ihn  wahr- 
scheinlich aus  einer  Schrift  des  Juden  Savosarda  entlehnt,   der  im 
12ten  Jahrhundert  lebte  und  dessen   Werk   von  Plato  von  Tivoli 
ins  Lateinische  übersetzt  ist.     Indessen  werden  auch  in  der  Practica 
geometriae  algebraische  Gegenstände  abgehandelt;  so  findet  sich  ii 
der  zweiten  Distinction  die  Ausziehung  oer  Qua'dratwurzeln,  in  der 
fünften  die  der  Cubikwurzeln  und  am  Ende  des  Werks  Ptoblene 
aus  der  unbestimmten  Analysis. 

Fibonacci  hat  auch  eine  Abhandlung  über  die  Quadratoahlei 
geschrieben,  die  von  ihm  selbst,  von  Lucas  Paciolo,  Ghaligai,  Xj-     i 
lander  und  Baldi  erahnt  wird,   die  aber  in  neuester  Zeit  liclit     , 
wieder  hat  aufgeftinden  Pferden  können.    Paciolo  hat  einen  Tiiett    ' 
derselben  seiner  Summa  arithmetica  einverleibt,  und  Ghaligai  scheint 
alles  das  daraus  entnommen  zu  haben,  was  er  über  unbestinnte 
Anal^'sis  sagt.    Aus  einer  Vergleichung  beider  Schriften  lässt  $vk 
die  Behauptung  Xylander's,  Fibonacci  habe  diese  AbhandluoffHU     i 
der  Arithmetik^  des  Diophantna  entlehnt,  zurückweisen;  beide  oabei 
keine   Aehnlichkeit   mit   einander.     Fibonacci   giebt  unter  aoden 
darin  die  Summe  der  Reihe  der  natüriichen  Zahlen,  die  ihrer  ttos- 
drate,   so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  aritbaed- 
scher  Dreiecke;  es  findet  sich  auch  daselbst  die  Lösdng  eines  be- 
sondern Falles   von  dem    schwierigen  Problem:   eine  i^uadratzabl 
zu  finden,  so  dass,  wenn  man  zu  derselben  eine  gegebeae  ZakI 
addirt  oder  davon  subtrahirt,  sie  immer  ein  Quadrat  bleibt. 


*)  Sme  hie  liber  magis  qoam  ad  theoricam  spectat  ad  praeticam ,  sagt  er 
in  der  Vorrede. 

**)  Vergl.  die  historischen  Notiien,  die  Chasles  über  dieses  Theorem  in 
seiner  Geschichte  der  Geometrie  (p.  -ISO  fi.  der '  üebersetzong  ton 
ßohnke)  beibringt.  Derselbe  sagt,  dass  es  sich  in  der  Practica  geom^ 
triae  nach  der  Art  der  Araber  bewiesen  findet:  hieraus  könnte  mia 
schliessen,  dass  Fibonacci  es  unmittelbar  Yon  den  Arabern  entlehnt 
habe«  und  nicht  you  SaTosarda,  wie  Libri  meint,  -mmal  da  in  dea 
Werke  des  letaem  der  Beweis  fehlt. 


¥- 


427 


XXXVII. 

lieber  den  Urspruog  und  die  Verbreitnng  un- 
seres gegenwärtigen  Zahlensystems  ^). 

i.      .  Von  dem 

Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer    am  Gymnasium    zu    Salzwedel. 


Zwischen  Libri  und  Chasles,  dem  Verfasser  des  „Apergu  Iiisto- 
riqne  sur  rormoe  et  le  developpement  des  mdthodes  en  Geometrie 
etc.  Brux.  1837*^  (ins  Deutsche  übersetzt  von  Sohnke)  ist  in  neue- 
ster Zeit  ein  heftiger  Streit  über  den  Ursprung  unseres  gegenwär- 
tiffen  Zahlensystems  ausgebrochen.  Jener  ^  behauptet ,  dass  die 
Coristen  dasselbe  den  Arabern  zu  verdanken  hätten  und  dass  na- 
mentlich Fibonacci  zuerst  die  Kenntniss  desselben  verbreitet  habe; 
dieser  meint,  dass  uoser  Zahlensystem  aus  dem  der  Griechen  und' 
Römer  entstanden  sei,  und  will  das  erste  Vorkommen  desselben 
den  Werken  des  Boetius  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  Py- 
tha^oräern  zuschreibt.  Libri  hat  jedoch  die  kühnen  Hypothesen 
und  irrigen  Ansichten  des  letzteren  genügend  widerlegt,  und  Chas- 
les selbst  hat  in  einer  Note  am  Ende  seines  Werkes  seinen  Irrthum 
bekannt.  Die  Stelle  des  Boetius,  auf  welche  Cbasles  seine  Ansich- 
ten basirt  und  die  man  in  dem  oben  genannten  Werke  vollständig 
abgedruckt  findet,  beweist  weiter  nichts,  als  dass  man  sich  zur 
Zeit  des  Boetius  gewisse  Abkürzungen  in  der  Multiplication  und 
Division  erlaubte^  und  besonderer  Kunstgriffe  und  Zeichen  dabei 
bediente^  wie  es  schon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die 
Fibonacci  auch  auf  seinen  Reisen  fand.  Chasles  hatte  sich  durch 
diese  Stelle  zu  der  offenbar  irrigen  Ansicht  verleiten  lassen,  dass 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  und  Römer  von  dem  unsrigen  nur 
"wenig  verschieden  wären,  denn  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  Grunde  und  beide. drückten  irgend  eine  Zahl  auf  dieselbe 
Art  durch  Einer,  Zehner,  Hunderte,  Tausende  u.  s.  w.  aus  mit 
Hülfe  der  neup  Grundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei,  .....  Neun«  Aber 
^es  ist  bekannt,  dass  unser  Zahlensystem   von  denen  der  Alten  sich 


^y  Ausser  Libri  bist,  des  matfa.  en  Italie  ist  hierbei  noch  benützt  Cbasles 
Gescbiehte  der  Geometrie  übersetzt  von  Sohnke,  und  Hüllmaun  über 
das  Städtewesen  des  Mittelalters«     « 
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sclieinlich,  dasi  sie  ihre  dort  erworbenen  Kenntoisse  filr  sich  be- 
lijelten  und  die  Ausbreitung  derselben  unter  ihren  Landsleuten  un- 
teriiessen.     Als  Beispiel    mag  hier  der  bekonnte  Gerbert  erwähnt 
irerden,  der  zu  seiner  Ausbildunff  nach  Spanien  zu  den  Sarazenen 
gegangen  war  und  nach  seiner  Rückkehr,  im  Jahre  099  unter  dem 
Namen    Sylvester  II.  den   päpstlichen    Stuhl    bestieg.     Auf  seinem 
Rückwege  verbreitete  er  eifrigst  seine  Kenntnisse,  aber  die   Un- 
wissenheit seiner  Zeitgenossen  war  so  ungreheuer,    dass  man  ihn 
seiner   neuen   Lehren  wef;en  verketzerte  und  der  Magie    anklagte« 
Seine  .geometrischen  Schriften  behandeln  zwar  nnr  die  elementar- 
sten Gegenstande,  aber  unmöglich  kann  diess  Anlass  zu  zweifeln 
geben,  ob  Gcrbert  wirklich  seine  Kenntnisse  den  Arabern  verdankt, 
wie  Cbasles  zu  behaupten  geneigt  ist;  vielmehr  beweist  es  meiner 
Meinung  nach,  dass  Gerbert  ein  guter  Padagog  war,  der  erkannte^ 
dass  die  hohen  Kenntnisse,  die  er  bei  den  Arabern  gewonnen  hatte, 
für  seine  Landsleute  eine  zu  unverdauliche  Speise  waren.    Von  grös- 
serer Wichtigkeit  scheinen   seine  arithmetischen  Schriften  zu  sein, 
die  grösstentheils  noch  nnedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  liegen. 
Rs  findet  sich  darin  nach  der  Behauptung  Cbasles  ein  Zahlensystem, 
von    dem  damals  gebräuchlichen  lateinischen  verschieden  ist.     Der 
Thätigkeit  und   dem  Lehreifer  Gerberts  verdankte  namentlich  die 
8chule  zu  Rheims  ihre  Blüthe.    Wissbegierige  Männer  strömten  aus 
Frankreich  und  Deutschland  berbei,  um  sicli  unter  ihm  zu  bilden, 
Und  die  hinterlussenen  Manuscripte  eines  Adalboldus,  Bischofs  von 
Utrecht,  eines  Heriger,  Abts  von  Laubes,  und  Bernelius,  die  sämmt- 
lich   seine  Schüler  waren,  beweisen,  dass  Gerbert  denselben  seine 
bei    den  Arabern    gefvonnenen   Kenntnisse  mittbeilte.     Sie  setzten 
<Ib8   angefangene  Werk  ihres  Meisters    eifrigst  fort,  und   noch  im 
12ten  Johrhundcrt   gewährten    die    Bäume   Schatten   und  Früchte, 
-welche  Gerbert  im  lOten  zu  Rheims  gepflanzt  hatte.    Durch  Spröss- 
linge   davon    sind    in    Frankreich    unu    Deutschland    verschiedene 
Stämme  unmittel-  oder  mittelbar  veredelt  worden.     Solange  jedoch 
die    bisher    in    dem  Staube    der  Bibliotheken   vergraben    liegenden 
^Manuscripte  nicht  veröifentlicht  werden,  lässt  sich  über  die  Thätig* 
keit  und  Wirksamkeit  Gerberts,  wie  seiner  Schüler,  nichts  behaup- 
ten, und  Franzosen  und  Deutsche  müssen  vor  der  Hand  zugestehen, 
dass  zuerst  von   Italien  aus  durch  Fibonacci  unser  gegenwärtiges 
Zahlensystem    in   Kuropa    verbreitet  worden  ist.     Das  steht    aller- 
dings fest,  dass  in  Deutschland   die  Geistlichen,  denen  die  Sorge 
des  Unterrichts  oblag,  im  llter«,  12tcn,  l^Uen  Jahrhundert  an  nicht« 
weniger  dachten,   als  für  Bildung  thätig  zu   sein.    Seitdem  hohe, 
wie   niedrige  Stellen   käuflich  wurden,   seitdem  die  hohe,  wie  die 
'  niedrige  Geistlichkeit  dahin   strebte,   immer  mehr  weltliche  Macht 
sich   zu  verscbaflfen ,   seitdem  jene  den  lebhaftesten  Antheil  un  der 
Politik  nahm,  und  diese  sieh  sogar  mit  Handel  hefasste,  da  gingen 
auch  die  letzten  Spuren  der  ächten,  wissenschaftlichen  Bildung  ver- 
loren.    Der  Unterricht  beschränkte  sich  auf  nothdUrfiiges  liesen  und 
Schreiben.     Kh  blieb  ihnen   keine  Zeit  übrig,  an  ihre  i'igen»  Aus- 
bildung zu  denken,  fortwährende  Streit igk eitlen   mit  den   Bürger- 
schaften, in  deren  Nähe  sie  wohnten,  nlirr  (^erirhlNbarkeit  und  welt- 
liche Macht   nahmPH   ihre   ganxo.  Thäli^ki'it   in   Ansprurh,   und   Nie 
hielten   mit  aller  Gewalt,  die  ihnen  zu  (lebot»  stand,  das  Volk  in 
Unwissenheit  zurück  und  hinderten  jedes  kühne  Kmporslreben. 
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stellten  Preisaufffabe  befassen  sollte,  ol^  es  nämlich  vor  Radolflf  von 
Jaoer  deutsche  Kossisten  gegeben  habe,  welche  die  Algebra  auf 
eigenthfiniliche  Weise  ausbildeten. 


XXXVIII. 

TJeber  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie. 

Von  dem 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bretschneider 

in   Gotha. 


Im  ersten  Tbeile  von  Meier  Hirsch's  Sammlung  geometrischer 
nfgaben  findet  sich  folgendes  Problem  in  f.  149.  vorgelejo^t:  ans 
en   drei   Spitzen   eines  gegebenen  Dreieckes  wird  ein 
'hnrm  gesehen,  dessen  Puss  mit  dem  Dreiecke  in  Einer 
bene  liegt;  die  Winkel,  unter  welchem  er  aas  densel- 
en  erscheint,  sind  gegeben:  man  soll  die  Entfernung 
es  Thnrmes  von  jedem  dieser  drei  Punkte  finden.     Die 
tjdinog  bat  der  Verfasser  dadurch  erhalten,  dass  er  zwei  Hülfs- 
iaien  einführt,  x  und  y^  welche  zuletzt  ans  zwei  Gleichungen  ge- 
^indeii  werden   müssen,  von  denen   die  eine  vom  ersten   und  die 
ndere  vom  zweiten  Grade  ist.    Die  Coefficienten  dieser  Gleichun- 
gen sind  aber  bereits  so  zusammengesetzt  und  so  wenig  elegant 
^der  symmetrisch  gebaut,   dass  Meier  Hirsch  sich  begnügt  hat,  die 
^erwähnten  Endgleich ungen  aufzustellen  und  die  wirkliike  Entwicke- 
^Smg  von  öS  nnd  y  auf  die  jedesmalige  numerische  Rechnung   zu 
verweisen. 

Indessen  lässt  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  sehr  einfache  und 
auch  ziemlich  elegante  Lösung  zu.  Bezeichnet  man  nämlich  die 
Winkel  des  gegebenen  Dreieckes  mit  ABC^  ihre  Gegenseiten  mit 
•hc^  die  Höhe  des  Thnrmes  mit  /,  seine  Abstände  von  den  Drei- 
ecksspitzen ABC  bezüglich  mit  ^J^yC^ ,  ferner  die  zwischen  /ar, 
und  tf,  und  zwischen  h^  und  c,  am  Fusse  des  Thnrmes  lie^^enden 
Wiukel  respective  mit  0  und  «,  und  nennt  endlich  die  Winkel, 
unter  welchen  der  Thnrm  von  ABC  vnn  gesehen  wird,  der  Reihe 
nach  CLßy,  so  ist  die  AuBösung  in  folgenden  einfachen  Formeln 
enthalten : 

cos  (rH-«H-»)  = J. — ^-— ^ 

'  tnb  cot  n  cot  /t 
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0 


c) 


+b+c)  (a-j-b  — c) 

4«nii  bereclme  man  die  Hülfswinkel  9>i9>t9)t  >U8  den  Gleichungen; 

cos  29p  I  =008  2ß  cos  2;'  + sin  iß  sin  iy  cos  w 

CO»  2<jp3  =  COS  2a  cos  2/  +  sin  Ha  sin  2/  cos  0 

cos  29,  =co8  2a  cos  2^  + sin  2a  sin  2j^  cos  (o  +  «) 

so  wird 

-       g  sin  /?  sin  y  ^,__^  i&  sin  a  stn  y  _^  c  sin  st  sin  /g 
""       Sin  ipi        "^         sin  ^3       "^        sin  y, 

.TTorans  sieb  wiederum  aJß^Ci  unmittelbar  ergeben.  —  Beispiels- 
balber  fSg^  jcb  noch  die  Resultate  einer  Rechnung  bei,  die  nach 
folgenden  Daten  geführt  wurde: 

c  =  1370,059    ;'=   9»  5i' 
.  1,=  870,447    /f=10<>  35' 
a=  707,295    a=12«  14'. 
'*■  g^h  zuvörderst: 

r=120o  11/    8//^88  und  c  =  7850,085 

Ä=  33    18   39,66  t  =  4658,687 

^=26    30   11.  ,46  a  =  3262,180. 

hieraus  ergab  sich  nun  in  dem  einen  Fall,  nämlich  A-^m^ 
a  +  fi  =  75<»  23'  25^,96    c,  =  1282,52 

0=42    28   50,00    ^1=  1197,98    >i  =  223,836 
t#  =  32    54   35,96    «.  =  1032,37 
«Ur  den  andern  Fall  A'^u  hingegen  wurde 
o  +  «  =  440  14'  16",28     c^  zsz  2058,26 

0  =  24      8  29,32     ^.  =  1922,59    >{=:  359,224 
€1  =  20      5  46,96    a,  =1656,81 
gefunden. 


Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  das  Pothenot'sche 

Problem  sich  mittelst  der  von  mir  für  das  fferadlinige  Viereck  auf- 

irefiuidcnen  Relationen  ebenfalls  sehr  schnell  und  direkt  losen  lässt. 

fiehält  man  nämlich  die  Bezeichnung  des  Vorhergebenden  bei,  10- 

dem  man  den  Fusspunkt  des  Thurmes  alu  .vierten  Punkt  betraciiT 


Man  erUlt  ona  der  ilweiten .  Reihe  darch  Bttwickelnng  aller 
Glieder: 


dbii,N  ^, 


4-  liM       ÄjH-1 


•    •  • 


(3) 


•  • 


•  •  • 


•  •  • 


P<^lglich  dui'eh  Fergleicfanng  mit  (1) 

6^  ^^=«19  ^a==^i  +<»»»  *•  =Ms"*    ^»  •+■««>  •  •'.  u.  8.  f. 

^i^as  .BcLeint  auf  folgendes  Gesetz  zu  deuten : 

^^2=(#»—l)oa,4-(if--l)jir,-f-(i»—l),i»,+. .•.+(!»— l)n-i<»«.  (4) 

^yir  trollen  nnn  annehmen',  dasa  diese  Relation  fiir  diesen  nnd 
^■t«  vorhergehenden  Koeffizienten  richtig, sei  und  dann  den 'folgen- 
^^XK  Koeffizienten  ^^4-1  daraus  ableiten.  Durch  Verg^leicbung  der 
allgemeinen  Glieder  von  (1)  und  (3)  erhält  man  sogleich: 

folglich 9  wenn  wir  jeden  der  Koeffizienten  Im  ^#i— t»  •  •  •  aus  der 
'^Ormel  (4)  bestimmen: 

—  ^»>«-2[(ii  — 2)o»,4-(ii  — 2),«,  +  (ii  — 2),«,  + ] 

+  »n-3[(li  — 3)o«, +(li— 3)i«,  +  (ii  — 3),«, -4-. . .       1 


»)i+i 


^^er,  wenn  wir  diese  Reihen  in  vertikaler  Richtung  summiren: 

•+.  l»n^{n  —  1),  —  ^^i^9(«l  —  2)i  +  l«ft^3(lf  —  3)  j  —  .  .^.  .1», 

-+•  I«ii-i(»  —  1)»  —  »«-2(«  —  2),  4-  0ii-^(if  —  3),  —  • .  •  Ja, 


^«+1 


t>a  HUB  ii^|.i  =  #»,,  19^—2=3^3,  •  •  •  ist,  so  iätst  sich  Jede  der  ein- 
^klammerten  Reihen  nach  der  bekannten  Formel 
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jt  •       1      *    ,  11  1 

^»w=5qpi»  «1  =if  «a  = — "5**  ^*  ^^T*  ^♦^^"'T*  •  •  •  • 
■.nd  Bacb  0) 

Keie  icboD  bekaonte  Eigenicbaft  der  BiDomiaUcoefBzieDteo  fiodet 
nch  g^ewöhnlich  mit  bei  der  Integration  logaruhmiicber  Differen- 
^Kiale^  Will  van  einnai  bSbere  Analjsis  znlauen,  lo  kann  man 
^aX\i  bier  entwickelten  Formeln  lehr  kurz  mittelst  bestimmter  Inte- 
^yii»le,»Ugit6»<  anf  welcbem  Wege  sie  «neb  gelegintlich  gefunden 

Vi.    Eine  andere  äbnKeb  gebildete  RelatioB   bemht  anf  der 
Samime  der  Reibe 

111  W 

Oai  diesea  8  zu  finden  multipliziren  wir  die  Reibe  mit  l+or,  and 
•''litIteM  so: 

■1-1 


-0— 5-) 


+a-i+i) 


.     1     .  .     1     .  1 

=  — Log  (1  —  4:) 

^  — iHh^        • 

^^^  iwrittr  Aoadraek  für  dieses  S  findet  sieb  so.    Es  ist 

-Ug  (1 -*)=L«g  (1  -  j:f^-ug  (1  -  j^); 

r^lfi^icb,  wenn  man  noeb  mit  1  +  ^  di^idirt  and  die  Logaritbmen 
^  Keibea  terwaddelt, 
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also 

.     ,        _^       1  -         2  8.4 

und 

wa^    tiffcn.  als    die   UmkehniDg    der    voHiergebe^en   Formel   an 
sehen  kann. 


{. 


XJL« 

Berechnung   des   Wheätstone'schen   Versuches 
zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  electrischen  Lichtes. 

Von 

Herrn  J.  Fleach 

Lehrer  der  Mathein.  und  der  Naturwissenseh.  an  der  Realschule  zu  Düsseldo^. 


,,•..:,,  ^_ 


Eine  breite  Metallplatte,  in  Form  eines  Parallepipedon,  mit  zwei 
polirten  Grenzebenen  bewege  sich  um  eine  vertikale  Achse,  welche 
die  Platte  in  der  Mitte  ihrer  Dicke,  den  vier  vertikalen  Seitenflächen 
parallel,  durchsetze.  J[  (Taf.  V.  Fig.  6.)  sei  ein  leuchtender  Punkt, 
AO'^^.a  seine  Entfernung  von  der  Drehungsachse,  die  in  0  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehe;  Q8  der  Durchschnitt  des 
Metall  -  Doppelspiegels  mit  einer  den  leuchtenden  Punkt  enthalten- 
den florizontalebenc ;  A*  und  A**  die  Bilder  des  leuchtenden  Punk- 
tes für  die  La^en  des  Spiegels  0S>  und  0S^\  es  sei  ferner  der 
ArehuDgswiokei  des  Spiegels  S^O/S^zi^a»  Dann  ist  auch  A'AA^'zzza. 
nnd  Apz=i0  C9^  a;  folglich  AA^'zzz^^  cos  a\  mithin  ist 

#*äs3  2iy  cos  «• . .  (I.) 

die  Polargleichung  der  Kurve,  welche  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  beschreibt,  icler  Pol  derselben  der  leuchtende  Punkt  selbst. 
Auf  rechtwinklige  Coordinaten  vom  Anfangspunkt  A  und  der  Ab« 
scissenachse  AO  bezogen  nimmt  dieflelbe  die  Gestalt 


AAtt 
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besefarieben;  folglich  scheiot  der  lencbteinie  Pupkt  durch  die  Be- 
wegUDg  des  Spiegele  statt  in  M  in  N  sich  «n  befiodeD  und  den 
Weg  laN  durehlaofen  su  haben,  während  er  doch  wirklich  den 
Weg  ^Jf  xnriickgelegt  hat.  Seine  scheinbare  Geschwindigkeit 
snf  dem  Weffe  ^jP  zur  wahren  Geschwindigkeit  auf  dem  eigent*^ 
lieh  durchlanfinen  Wege  AB  verhält  sich  wie 

""^^^^      (.1..) 


f  •  ■•  •  • 


ist  also  grösser  geworden. 
Ist  nun  aber 


^'>0, 


datiert  also  der  Lichteindrnck  eine  Zeit  lang  fort»  so  erscheint  s.  B. 
wenn  der  leuchtende  Punkt  in  M  anlangt,  sein  Bild  in  N,  Nun 
dauert. aber  der  Lichteindrnck  in  N  während  tf  Sekunden  fort;  der 
^pi»el  beschreibt  während  dieser 'Zeit  den  Bpgen  cfy  folglich  he« 
schreibt  auch  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  M  von  N  ans 
einen  gleichen  Bogen  cf.  Der  leuchtende  Lichtweg,' welcher  fiür 
#^=0  eine  blosse  Linie  ^P  ist,  wird  also  für  ^^0  ein  Paralle- 
logramm sein,  dessen  andere  Dimension  folglich'  c^,  gleich  dem 
Produkte  der  Rotationsgeschwindigkeit  in  die  Zeitdauer  des  Licht- 
eindmckes  ist;  also  unabhängig  von  v. 

Bs  sei  nun  a  der  Winkel,  um  welchen  das  Bild  der  leuchten- 
dien Lanie  von  der  vertikalen  Lage  abgelenkt  erscheint;  dann  ist 
offenbar 

c  x=  f'  taug  a  . .  . .  (IV.) 

uihI  hieraus  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes 

Macht  z.  B.  der  Doppelspiegel  in  1  Sekunde  n  Rotationen,  so  wird 
das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  in  derselben  Zeit  %n  Kreisum* 
fange  durchlaufen;  ist  der  Radius  des  Kreises  =r,  so  ist  also  der 
in  1  Secunde  von  dem  Bilde  des  leuchtenden  Punktes  beschrie- 
bene Weg 

c  =  \nnr 

und  dieser  Wertb,  in  die  Formel  (V.)  substituirt,  gibt 

«»=:- (VI.)     ' 

taug  «  ^      ' 

3. 

Aus  dieser  Gleichuoff  geht  hervor,  dass  unter  übrigens  ffleichen 
Umständen  die  zu  bestimmende  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes  um  s6  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licht- 
weges von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  letzteres  bei  jeder 
beliebig  grossen  Rotationsgeschwindigkeit  des  Metallspiegels  und 
jeder  möglichen  Entfernung  der  leuchtenden  Linie  von  der  Um- 
drehungsachse  stets  senkrecht,  s6  könnte  die  gesuchte  Gescfawin- 
digknt  nur  unendlich  gross  sein.    Da  aber  eine  absolut  unendliche 
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snUat  der  RechnuDg;  der  Versuch  aber  zeifft  unter  den  angeführ- 
ten Bedingungen  das  BUd  der  leuchtenden  Linie  vollkommen  ver- 
tikal, was  uns  also  zu  dem  Schlüsse  herechtifft,  dass  die  Ge-* 
schwindigkeit  des  elektrischen  Lichtes  ausserordentliclk  gross  sein 
müsse)  so  dass  wir  auf  diesem  Wege  nicht  im  Stande  zu  sein  schei- 
nen, dieselbe  numerisch  zu  bi^f|t£iiven.  Wheatstone  hat  deshalb 
diesen  Versuch  dahin  abgeändert,  dass  er  dem  oben  beschriebenen 
Spiegelapparatr.6  g)fidir'gro0>fi[  anjf'dfsriilHlfq  l^fetllldlinie  befind- 
liche, Metallkugeln  gegenüberstellt  (Taf.  V.  Fig.  8.),  von  denen 
die  erste  a  mit  der  «äusseren  Belegung  eines  geladenen  Condensa- 
tors,  z.  B.  einer  Leidener  J^lasche,  die  beiden  folgenden  b  und  c, 
so  wie  d  und  e^  aber  durch  2  Messingdrähte  von  gleicher  und  mög- 
lichst bedeutender  Länge  mit  einander  verbunden  sind.  In  dem 
AttgiMblicke  Buit,  wo  man.  die  Ku^el  f  mit  der  inneren«  Belegung 
der  Flasche  in  Verbindung  setzt,  zeigen  sich  3  elektrische  Funketi, . 
welche  von  a  nach  ö,  von  c  nach  d  und  von  e  nach  f  Übersprin- 
gren. Jeder  derselben  bildet  eine  senkrechte  Lichtlinie,  deren  Bild 
vollkommen  vertikal  erscheint.  Das  Auge  erkennt  die  3  Funken  ' 
alei  ffleicbzeitige;  aber  der  Spiegel  zeigt  durch  Reflexion  die  Bilder 
der  beiden  äusseren  in  derselben  Vertikallinie,  das  Bild  des  mittf«* 
ren  hingegen  merklich  v(fti  dieier  l^ijiie  entfernt.  Hieraus  schlie- 
ssen  wir,  dass  die  beiden  äusseren  Funken  genau  in  demselben 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  um  eine  nicht  zu 
vernachlässigende  Zeitgrtfsse  geg^n  die  andern  verspätet  ist.  Und 
dieser  Zeitraum  ist  offenbar  derselbe,  den  die  EHectricität  gebraucht, 
\iliif,  einen  der  beiden  Mc^alldrfthte  bge  ^ssi  dke:=sp  M^tet  zu  durch* 
taufen.  '  Mifl»t  man  nun  den  Boffen  €d:sz<f  Meter;  d«n  während 
derselben  Zeit  der  Spiegel  durchlaafen,  so  findet  matt  die  gcvuohte 
fieschwindigkeit  des  dcS^tHsehen  f^luidums  durch  die  Proportion 


folglich  ist 


V  :  kntir:=z,p  :  q\ 


r  =  ^^^^  Meter.  (VII.) 


Auf  diesem  VTege  fand  Wheatstone,  dass  die  Electricität  auf 
einem  Messingdrahte  von  0,002  Meter  Dicke  mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  400000000  Meterr=:62000  geographischen  Meilen 
in  1  Secunde,  also  bei  weitem  schnelUr  als  das  Licht,  sich  fort- 
pflanze. Man  vergleiche  Lam^  Cours  de  phjsique  de  P^cole  poly- 
technique.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  piich  täusche;  aber  ^ir  scheint'  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtiges  Element  zu  Gunsten  der  Symmer'schen 
Hypothese  über  die  Elektrieität  zu  enthalten«  denn  die  Giei^bzeitig- 
k«it  4er  beiden  äusseren  Funken  und  die  Verspätung  des  mittleren 
fliegen  jene,  so  wie  überhaupt  die  Symmetrie  der. Erscheinung,  von 
der  Mitte ^aua  betrachtet,  scheinen  auf  zwei  verschiedene,  einander 
egeuseitig  entgegenströmende  und  in  derlMitte  sich  neutralisir^ad« 
luida  hinzudeuten;  —  jedocb  sei  diese  alte  Streitfrage  Männern 
von  gediegenerem  Urtbeil  übergeben. 
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p=-^\B+d+i/mi  (1) 


Datin  serleg^  man  dieselbe  in  i»  dreiseitige  Pyramiden,  so  hat 
man  (Eldments  de  g^om^trie  par  Legendre  liv.  VI.  prop.  21)  unter 
ähnlichen  Bezeichnungen  folgende  Gleichungen:       • 


if.    ». 


y  ±=h^i  -f-*'  -l-^''3^F}, 


If     } 


;/'=y}i?''4-^'+»/B^g?"},  (2)        3 

;»"'  =  4^{iff"'4-^"+l/2'^}  u.  8.  w. 
mUhin 

;H-/»^^-/^''+etc.===4{^+i>''^^i^^+etcO+(^^^*^+^'^- 

Non  aber  ist  offenbar 

;,' -f.;!'' -I- ;,'"  +  etC- =  P 

^'Hh  i?"  +  Ä'" -I- etc.  =5  Ä 

^+^'+^"+etc  =  ^ 
Mglieli  ist  j 

.  ■     •    ••  •   ■ 

!l*d=4{i?+^+(V^B^+l/2r^'+V^S^^  (4) 

Es  muss  also  noch  gezlsig^t  werden^  dass 
Kg2  =  |/(^'-h  ^"+  i?'"+  etc)  (^'  +  Ä"+ ^''  +  etc.) 

=  \/WU^  VWhr-^-  VWT"  -H  etc.   (5) 

Aber  /  .. 

^^  i=  "^  =  -x^  =  etc.,  mitbin  (Archiv.  Th.  I.  S;  292.)  ist  auch 


«     • 


•  • . 


wenn  man  beiderseits  mit  (^  +  ^"  +  ^'"  +  ctc.)'  mnttiplizirt, 

■  .  ■  ►         '         * 

(Ä'rhi»"+Ä'"+etc.)  (^-+-«^^-^''H-etc.)==^^-+^''-f-^4.etc.)»;  also 


=1^5^+ V<g^H-.  V/5^^+ etc., 

Es  gilt  also  dieser  merkwürdige  Satz  (1),  welcher  in  den  Lehr- 
büchern der  Geometrie  gewöhnlicn  nur  für  dreiseitige  Pyramiden 
bewiesen  wird,  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Seitenflächen.     - 
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« 

woraa^  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  GleicbuDg  ''•''^**    -' 

auch  zum  irreduciblen  Falle  ffehört»  und  daher  drei  reelle  Wurzeln 
hat,  ton  denen  die  eine  posinv  ist,  dieibeiden  andern  negativ  sind, 
welche^  übrigens  auch  unmitteTBar  aus  der  Formel 


¥t. 


gescblösien  werden  kann,  da  ^.  our.  iHnjeu'  reellen  positiven  Werth, 
und  zwei  reelle  negative  W^Khe  t^ben  kann.    Setzt  man  jetzt 


y=i 


V- 


2 


T1  .  »       » 


yi    ;' 


Qitd  führt  dies  in  die  obige  Gleichung  fur^ein,  so  erhält  man  .zur 
Bestimmung  von  y,  nach  leichter  Rechnung  die  Gleiclräfag      '  ''''** 

oder,  wenn  man  ^  ^ 

Beizt,  die  Gleichung         -  -  '-  -^; 

Da  nach  dem  Obigen  c-^l  ist,  so  ist  offenbar  auch  c,  «^l,  und 
die  vorhergehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum  irreduci- 
blen Falle,  so  dass  also  auch  y^  drei  reelle  Werthe  bat,  von  denen 
4er  eine  jederlseit  potitir  ist,  die  beiden  ander», negativ. sind*    }$0tif 
%man  nun  ferner  -l>ü'>      • 


y.  =1 


t\/l^. 


y» 

und  führt  dies  in  die  obige  Gleichung  für  y,  ein,  so  erhält  man 
ganz  wie  vorher  zur  Bestimmung  von  y,  die  Gleichung 

I 

oder  Wenn  man 

...  t 

aetzt,  di^  Gleichung  ,  <       * 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden' c, -«^  1  ist,  so  ist  offenbar  auch 
c,  •<  1,  und  die 'vorstehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum 
irreduciblen  Falle, 'so  dass  also'  y,  drei  reelle  Werthe  hat,. von  de- 
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nen  der  eine  positir  jtt»  die  beiden ,andeni  nentiv  siod.   «Wies 
auf  dieie  Art  inmer  weiter  gehen  kann  unteruegt  keioea  ^weifieL 
Setzt  man  also 


V 2 =  ^«' 


und  läfst  jfitst 


y»  Vii  5^31  S^t> S^« 

4 

'  .  ■       '  '  '  ■ 

4ie  reelleo  poiitiven  Wurzeln  der  Gleichungeo 

.  y..'-3y,--2c,=0,. 
•  y,«— ?y,— 2c.=0, 

..-       u.  •.  w.    '    . 
y»'  — 3j6,'— 2«,=srO 

*  bedeuten,   wafei   offeabar   yeratattet  ist;   so  Ift' nach  dem' Vorher- 
gebenden 

^*  ~       y. ' 

u.^i.  w.'  •■ 
y^,'=H-?5!,  .  '       , 

folglich 

1  "f*  J       ■■ 
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Weil  nach  dem  Vorhergebendeii  r,,  <t,»  ^0^«  e^, .  • .  ^m  und  auch 
yn%  wie  gross  msD  auch  m  anmhmeii  mag,  lai^er  positive  Grösseo 
sind;  so  ist,  wenn  man 


•  4  "t"  •-•  • 

j.  >.  .  ..  .     ■      , 

setzte  nacfa  der  Theorie  der  Kettenl^rüche  y  zwischen  jeden  zwei 
einander  benachbarten  Partialbrüchen  des  Kettenbruchs  anf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  als  »Glänzen /leothalteo^  und 
dieser  Ketteobruch  kann  alsq  zur  annähernden  Berechnung  von  y 
■ehr  zweckmässig  gebraucht  w^den»  Hat  man--  aber  auf  diese 
Weise  y  gefunden,  so  erhält  map  ferner  mittelst  der  Formel 

sehr  leicht  die  reelle  positive  Wurzel,  welche  die  Gleichung 


or*  ^'ao?  —  Ä=i:0 


.   5'^  V 


..  '.    V 


im  irreduciblen  Falle  jederzeit  haben  muss. 
Zur  Berechnung  der  Zähler  :tttt4  Nennfer 


SWq,  SWi",   SV^j-MIi,   M4,  SWg,  •  •  • «; 

.  -  ■\  -  *      .•"•■■:..•..., 
**o»  **!>  '•a>  **t>  **4>  **•>  •  •  •  • 


des  ohen  fär  y  gefundenen  Kettenbrnchs  hat  man  nach  der  Theorie 
•der  Kettenbrücne  bekanntlich  die  folgenden  Formeln: 


9$o  -rr-  -Ij 

«1,  =1  +  4^1, 

*•»  P^?  S^l  *t  j*€?-«l0, 

•                    -  » 

• 

1 

1 

SV|    mmmm  tn^    "  |         M^g^Vj, 

•»»  ==«»4  tH^^I^U 

1 

U. '  s.  w. 

and 

• 

*o  =  l^ 

. 

«,=1, 

• 

M,  ^Slt,^  -f-  ZC^Mgj 

U,  8.  W. 

Setzt  man 

1    »■ 

■  ■  •          ■ 

r 


•  '  '   :J-«  i;j;      l...!.  ■*. 
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M^  S5 1^,  .  /»s»  '^ 

tttf  ^—  ^^1    •  *^»  •  •^f   t  *^4  •  f^»> 

IW^  «a^i*  mm^m    •  iww  *  •  •   mtC m    »  mC a    •   iwC' »    •   aV^* 

fo  ift  iMMli  dem  Vorberg^endett 

«»» = 2c, .  a?, .  (^, +f*,), 

«»4=2^4  .2<?,  .2cg  .  2r^  .  04H-/»f)i 

iWf  ==  2c,  .  2c,  .  2c,' .  2c4  •  2c,  .  (/i^,  +  f»,)y 


•  •  •  • 


nod  folglich,  wenn  man  diese  Aosdrücke  von  m,,  m,,  m«,  «»,, 
mit  den  yorbergebeDdeo  Aufdrucken  deraelben  Grösien  vergleicht, 
offenbar:  ,  t 


'.in 


2c,  ^fl4&3:^,+f*^, 

2c,  .M^«=j(*4-f-/^«j 
2c,  .  ^,  = /it,  + /it„ 


.  t 


f. 


folglich 


U.   8,   W.         , 

M,.=A^... 

• 

U.  8.   W. 

i.iu 


Weil  nach  dem  Obigen  offenbar 


I  1+2C| 


N«  ^     -J.. 


iit;  io  iit,  wenn  man  f»o:;=.OL  /f,  :?f1  setzt, 


Setit  man  auf  ähnliche  Art  .^.w: lun 


•  *n   • 
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if,  =2^1  k  2c»  .  2£?j  .>4,' 
•  #»,  =2ci  .2^2'.  2c,  .  2^4  .  yg, 

«,  =  2c^ ..  2^2  .  2c,  .  2C4  .  2c,  .  2ce  .  v,, 

11.  s;  w.  r 
80  ist  nach  dem  Obigeir-  '-** 

if 2  =  2c^  .  äc»  .  (v2  +  y.^ 

«,  =  2ci  .  2c,  ;  2c,^ .  \y\  •+•  V4}, 

Ii4=2c,  ,2cs  .2c,  .2C4...(V4-|rV,), 

I*«  ^=  2c,  w  2^,  .  2c,  .  2c4  .  2c,  •  (r,  *f- n), 

.;  .  ;    ^         ..      ...  ......  :*;    ...  . 

'*  *        '  n.  S.  W. 

and  folglich 


.j-;  ■  •  •     •;:•:. 


.*  i;  ;  .*  '■  •:  -^ 


also 


i . 


•      2c, , 

'  y^  — r-  ''»  TT" ^»» 

2c4  . 

1 

1/,=;^, +1^4, 

2c,  . 

«                            1 

2c,  . 

.r,=v,-i-y«> 

n.  8.  w. 

• 

—      2c,     * 

"■   '.-i  .••  -r, 

2C4      ' 

i    •'i 

—     2c,    ' 

p^'  i 

V 

Vs-  W.    . 

•  -  Kim 

« 
■  •      I 


« 


.{v.f--.'i    f.     ;, 


Weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

-.  1 


1^, 


*  —  2c/  '?'^2ci  .ac, 
i8t;>io  ist,  wenn  man  j^o  ==  !)•  )^a  >=  0  setzt, 


_yi>"fr>-*"i  \'_>^i«4*»t'     ^ 


»~     2ci    »  "•—     2k?^ 

Ceberhanpt  hat  man  also  zur  Berechnung  der  Grössen 

•  .*■•-    .  ••  ' ■    *■  »>,'• 

A*0>    f*lJ    F2>    j^l>    P4>    A*i>   •  •*  •> 

•'oj  ^li  ^»1  ^t>  ''4»  ^»5  •  •  •  • 

die  folgenden  Ausdrücke : 
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M.=ö.  %  =  !; 

'*«  Je,    »  '» —    ae,    ♦ 

„   _/li±£.    -  _"«-»•''.. 
'*• —      Je,     » '« —     2c,     » 

'*»  —      2c«     »  '» —     2c«     ' 

**•  —     2c,     »"»—     2c,     » 

« 

Hat  MBU  aof  dieae  Weiae  die  in  Rede  atehenden  Griteaen  bered- 
net,  so  aiod  die  Partialbracke  dea  oben  för  jr  f^efnadeBeB  Kettes- 
bracba  offieDbar  nach  der  Reibe: 


äi   fil    ti    äi    dl 


Claoaen  bat  aeiae  Metbode  erlioteit  asd  ibre  Zweekaiaaaigkeil 
Dacbgewieaeo  an 'dem  ana  deai  Matbeaiatiacben  Wörterbacbe. 
Tbl.  1.  S.  390«  entlebnten  Beispiele 

^«-.2100  ^_24000=r0, 

wobei  wir  jedocb  bier  nicbt  läng^er  verweilen  wollen,  da  die  Recb- 
nnng  nacb  den  obij|;en  Formeln  keine  Scbwierigkeit  bat. 

fibcb  dem  Obigen  aiod  die  Grössen  c.  r,,  e^^  c^y  ^«y . . .  • 
aämmtlicb  kleiner  ala  die  Einbeit  Leicbt  kann  man  aber  aaeb 
zeigen,  dass  dieaelben  fortwährend  wachsen,  und  sieb  daher  der 
Einbeit  immer  mehr  und  mehr  nahem.    Es  ist  nämlich  überhaupt 

«od  folglich  .  " , 

Weil  nun  ri»-<l,  also  auch  <^'<;i  ist,  ao  iat  2cii<2,  ao  wie 
icn*  ^  ^»  ^^^  folglich 

Ten  ^  2*    2i?«»  ^  %^ 

also  • ^     . 

■  t  mm 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

— -  >  1  oder  CiH-i><?ii) 
wie  behauptet  wurde.  6. 


-  •   #    ^ 
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llf-r  vfjrli«((f.n4^  vierte  Tbeil  evtbält  aanehefl  EigentkäBÜcbe .  wib 
/.  H.  ^.inrn  aNgf^.mein^ty  B^rwe»  der  b^kaontea  Asadräcke  fiv 
•;iii  (a  ^-ß)  nnd  coa  (adzß),  Einisres  in  der  BebaBdlna^  der  Kv- 
utMrti'turkfiy  in  der  analjt»cben  CaratelloDir  der  Lehre  tob  des 
riiiif  n  den  zweiten  Gradea,  o.  s.  w.  In  der  "tngonomttnt  muwst- 
lifk  ftind  die  den  TerKhiedenee  Aufgaben  beigefasrten  rollitaüidif;' 
au<tferer,bneten  Beispiele  eine  sehr  zweekaässige  Zagube  umi.  ge> 
wahren  jedenfali»  dem  l^hrer  fr^cMae  ErleiehtemDg  ber^  üater- 
rirhte.  Aneh  hat  dtr  Herr  Vf.  nberafl,  wo  ea  die  Nater  des  6e- 
genntandes  gestattete,  die  Anwendnosren,  welche  rieb  too  deo  Tor- 
getragenen  theoretiseben  fahren  machen  lassen,  besondere  benkk- 
sir.htigt,  w^khM  der  Belehn ng  des  Vortragt  nnd  der  ErbSbaBg  des 
Interesses  itr  8rhn1er  an  <ßm  mathematischen  unterrichte  nicht 
anders  als  ftnsserst  forderlich  sein  kann.  Gntes  Papier  nnd  deut- 
licher Dfoch  dienen  dem  Bnche  ebenfalls  sehr  zur  Empfehlnng. 

Vollständiger  Lehrknrs  der  reinen  Mathematik  tob 
L.  B.  Francoeor.  Nach  der  rierten  Ferkesserten  ond  Ter- 
mehrten  OriginaNAasgahe  (1837)  ans  dem  Prait^siaeheB 
übersetzt,  mit  Anmerkungen  nnd  Zusätzen  Tersehen, 
von  Or«  E.  Külp,  Lehrer  der  Math,  nnd  Physik  an  der 
höhern  Gewerhschule  zu  Darmstadt.  Ersten  Bandet 
erstes  Buch*  Die  Arithmetik*  Ersten  Bandes-  xweites 
Buch.  Die  niedere  Algebra.  Ersten  Bandes  drittes  Bach. 
Die  Eiementar-Geometrie.  Ersten  Bandes  Tiertea  Bnck 
Die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene.  Zweiten  Ban- 
des erstes  Buch.  Die  höhere  Algebra.  Bern,  Chnr  nnd 
Leipzig.  1839'^1841. 

Fraocoear's  Werk  über  die  gesammte  reine  Mathematik  ist  in 
Deutschland  hinreichend  bekannt  nnd  in  Frankreich  wegen  seiner 
Deutlichkeit  ond  Vollständigkeit  sehr  beliebt,  wovon  schon  die  wie- 
derholten Auflagen  desselben  hinreichend  zeugen.  Seine  Uebertra- 
ßung  in's  Deutsche,  wenn  wir  dieselbe  auch  nicht  gerade  för  ein 
edürfniss  halten  können,  erscheint  doch,  wie  auch  der  Herr  Ueber- 
sctzor  in  der  Vorrede  bemerkt,  dadurch  gerechtfertigt,  weil  wir  im 
Deutschen  unsers  Wissen!  kein  Werk  besitzen,  in  welohem  sich 
die  gesammte  reine  Motbematik  von  ihren  niedrigsten  bis  zu  ihren 
höchsten  Theilcn  in  einem  systematischen  Zusammenhange,  wie 
dies  in  dorn  Werke  von  Francocur  versucht  worden  ist,  dargestellt 
findet.  Wir  glauben  daher,  dass  in  dieser  Beziehung  die  vorlie- 
gende Uebersetzung,  welche  als  sblche  nichts  zu  wünscheii  übrig 
zU  lassen  scheint i  der  französischen  Sprache  unkündjgen  Lesern 
erwttnscht  und  angenehm  sein  wird.  In's  Einzelne  einzugehsn, 
verbietet  uns  hier  um  so  mehr  die  Beschränktheit  des  Raums |  je 
mehr  wir  uns  vorauszusetzen  berechtigt  halten,  dass  .das  Ori^oHl 
ourh  in  Deutschland  längst  hinreichend  bekannt  ist..  Dtit  Herr 
llohersetzer  wird  gewiss  ouch  die  noch  übrigen,  die  höhere  Anal^f 
sin  hctreH'onden  Theile  bald  folgen  lassen. 

I<ehrhnch  der  Mathematik  und  Physik  ftt^  stliät!l>' 
und  landwirthschaftlicho  Lehranstnlten  und  Kame- 
ralislon  ührrhaitpt  von  J.  A.  Gruncrt.  Zweiter  Theil. 
Xwi*ite  Ahtheilung.     Geodäsie  oder  die  Lehre  vom  Auf- 
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Schüler  ein  sehr  wesentliches  Erforderniss  znm  Gedeihen  des  Ma- 
thematischen Unterrichts,  wenn  sich  vorzüglich  der  Lehrer  die  mög- 
liehst  gleichmässi^o  Ausbildung  einer  ganzen  Klasse  zur  An^g^abe 
gemacht  hat,  und  hat  auch  noch  vielfachei)  andern  Nutzen  fnr  cKe 
allgemeine  geistige  Ausbildung  des  Schülers.  Und  wenn  wir  aoeh, 
unter  der  nie  zu  erlassenden  Bedingung,  dass  der  Leh- 
rer seinen  Vortrag  streng  an  ein  gutes  Lehrbuch  au- 
schliesst,  zur  Krsparung  von  Zeit  die  Ausarbeitung  des  sogenann- 
ten Uauptheftes  aufzugehen  oder  vielmehr  in  den  eigenen  Willen  und 
Fleiss  der  Schüler  zu  stellen  uns  entschliessen  möchten,  so  würden 
wir  doch  niemals  die  mit  grösster  Sauberkeit  und  grösstem  Fleisse 
auszuführende  Ausarbeitung  des  sogenannten  Uebungsheftes  erlas- 
sen, wodurch  u.  A.  der  Schüler  eine  Sammlung  von  nicht  in  den 
gewöhnlichen  Lehrbüchern  stehenden  Sätzen  und  Aufgaben  erhält, 
die  für  ihn  von  bleibendem  Werthe  sein,  und  ihm  den  grössten 
Gewinn  für  seine  mathematische  Bildung  bringen  muss.  Unge- 
fähr wenigstens  in  gleichem  Sinne  spricht  auch  der  Herr  Her- 
ausgeber sich  aus. 

Olivier:  Arithmetique  usuelle,  cours  complet  de  caicul  th^ri- 
que  et  pratique.    Paris.  1841.     12.    2  Fr.  50  c. 

Raccoltu  di  problemi  di  Aritmetica,  proposti  sopra 
casi  i  piu  frequenti  nellu  vita  commune  e  dispos|i  eoi 
respettivi  risultati  in  ordine  ai  paragrafi  di  testi  snpe- 
riormente  prescritti  nelle  scuole  elementari  del  regno 
Lombardo  -  Veneto  da  Antonio  Clementini.  Vicenza, 
1841.  —  Quattro  parti  in  due  fascicoli. 

Saigey:  Les  poids  et  mesures  du  Systeme  m^trique  dans  lenrs 
simplicit^  primitive.    6me  edition.    Paris.  18.     15  Fr. 

Die  Reihenfolge  der  Elemente  bei  den  Versetzungen 
mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einier  oder  mehrejui 
Elementen-Reihen  und  ihre  Anwendung  auf  VFahrschera- 
lichkeitsrechnung,  nebst  einer  Berechnung  des  Vortheils 
der  Bank  bei  dem  Pharao,  mit  fünf  Tabellen.  Von  Dr. 
L.  Oettinger,  Prof.  an  der  Univ.  Freiburg  i.  B.  Freiburir 
1841.    4.    16  ggr. 

Die  in  dieser  lesenswerthen  Abhandlung  aufgelösten  und  auf 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angewandten  combinatorischen  Pro-, 
bleme  sind  folgende: 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  d^n  Elementen 
fi9  ^2>  «s,...««!  zur  ;;ten  Klasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Anzahl  derjenigen  Gruppen,  worin  wenigstens  A:  Elemente 
in  der  natürlichen  Ordnung  ihrer  Stellenzahlen  hinter  einander  er- 
scheinen? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
fi9  ^2)  ^,,  .  . .  ^m  zur  ptGn  Klasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  A:  Elemente  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Stellenzahlcn  erscheinen? 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  Wjer- 
den.  zur  {ps)ten  Klasse  gebildet  und  in  #  Abtheilungeii  geschieden 
/»o^enommen.     Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilun^  wenden  als 
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lengebörig  betracLtel.  Wie  gross  ist  die  Aoziihl  der  tjriiii- 
!B,  worin  p  zutfummengchöri^e  Elemente  uur  eine  und  dieNetli«' 
ellenzabi  tragen/ 

Die  Versetzungen  obuc  Wiederbolungen  uns  r  Kleineutcrircihüu, 
on  denen  jede  «•  tHemeDte  ziililt^  werden  zur  {pM)i9tn  KloMJie  ge- 
ildet  and  in  s  Abtbetlungen  zu  je  p  Elementciu  geitcbieden  ange- 
ooiaen.  Die  p  Klemcnte  einer  jeden  Abtbeiluag  werdf^n  alt  zu- 
■iHengebörig  betracbtet.  Wie  g^oss  ist  die  AnzabI  d<;r  tjruppeu, 
orin  «,  in  eme  ALibeilung  gebürige,  Elemente  nur  eine  und  die- 
Ibe  Stellenzabi  tragen? 

Die  Versetzungen   mit  Wiederbolungen   werden  aun  m  Kiemen- 
B  sor  |iten  Klasse  gebildet.     Wie  groin  ist  die  AnzabI  Af.r  Crup* 
,    worin    irirend    ein  Element    wenigstens  /-mal   binter  einander 
-^ncfceinen  wir^f 

Die  Versetzungen  ubne  Wiederb olnnir^n  aus  r  ElemeDienreiben. 
TOB  denen  jede  ai  Kiemente  zäblt,  werden  zur  f^teo  Kla«^  gebil- 
det. Wie  gross  iüt  die  ZabI  fi«:r  Grupp^rn.  worin  wenisr^ten«  A 
Shmcnte  von  einer  und  derselben  Stelknzabl  binter  einander  er- 
scheinen? 

Ansserdem  eoibälc  dieje  Abbandlnog  notb  eine  Anwendung  aaf 

dSe  Bcicckonng  de^  XotiLtihk  d*:r  Back'b^i'm  Pharao,    wekbe  bier 

Tollscändiger  als   irzendvo   «oo   zwei   «^rt^biedea^o  An.«i<:bteo   aa.4 

|KBrwiekelt    nnd    dnr<cb    «l.e    fdof   beigefrr^ea    'labelleo,     w^cr^    m 

'^   keatimaten   Faiiea    aomeris^b    afliA<gret'.-a;bn   Merd».a   Mr(E.    erte^rk- 

t^n  wird. 


Tke  Tke*r«  ^»i  E<|0  ktio&i      Bi    rb^  E*.«    Rr^-^^r!  N»" 


Dl »t  •***:•  1  IL ;  ♦.  n  «t  1 '.  *    t  *. *  C^  t  v  n  •; ? .*    »     i  t  i    7  •■  r  » ■*■*"*  • 
t  r  ic  1  'I  Ji   W.  tl  ■%  •  .1     L  ^  1  •  ■»  *  t  •.  •  ff  i "  .1  *  »  i  V  ji    «  «  <^  ;  11  I  « <    in 

f^tÜtßVA    i\    j  %  IT  •  V      »^%^  J>kt«M.*!  ü-i-y    Mi     1i*-i|iKt*:i    tiit    lau  ltiii«.:i 

kfeimn   ^v'i*   iit*:ii:  ]r.*)\iiiili*>t     v^niv  nsi>t    t«i«*ti'  •^■vl   i\it  'f  "^n'tiuiijr   ii*t* 

a^in    ^  II*?m1iIi^     t.-*!**  \  \  **      •**'l     jr,'»l|fioli't'i      ui-       iitf     «IUI*     <i\-i«lirt     if*' 
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liegen,  und  in  jedem  solchen  nseite  keine  vier  Ebenen  durch 
*'  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
was  auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  ohne  Einfluss  ist^   da 
sich,  aus   diesen  Gestalten   alle   übrigen    mit   Leichtigkeit   ableiten 
laßsen. 

Werden  im  lieck  drei  nicht  b^naebbarte  Seiten  bis  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  erweitert,  und  im  »seit  drei 
nicht  benachbarte  Scheitel  durch  eine  Ebene  verbunden,  so  entsteht 
bezüglich  ein  Nebenscheitel  oder  eine  Nebenseite,,  Die  Ne- 
benkanten aber  gehen  dort  aus  der  Verbindung  zweier  nicht  he- 
nacbbarten  Scheitel)  und  hier  aus  der  Begegnung  zweier  nicht  be- 
nachbarten Seiten  hervor. 

Aus  jenen  Bestimmungen  folgt  unmittelbar,  dass  in  allen  sol- 
chen itecken  alle  Seiten,  und  in  allen  solchen  »seiten  alle  Ecken 
dreikantig  sind,  während  dort  die  Ecken  und  hier  die  Seiten  mehr- 
kantig sein  können. 

Da   es   zu  jedem   solchen   necke   ein    correspondirendes  »seit 

Siebt»  so  dass  immer  einer  ^kantigen  Ecke  in  jenem  eine  »ikan- 
m  Seite  in  diesem,  und  umgekehrt,  entspricht,  so  hat  der  Vf. 
die  Viel  Seite  zunächst  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  sich  auf  die 
Betrachtung  der  Vielecke  beschränkt. 

Hierauf  hat  der  Vf.  die  Grundeigenschaften  dieser  Körper  näher 
betrachtet  und  gezeigt,  wie  man  auf  recurrirende  Weise  alle  mög- 
lichen zu  denselben  n  Scheiteln  gehörigen  körperlichen  tiecke  an- 
geben, ihren  Seiten  und  Kanten  nach  vollständig  bezeichnen,  de- 
ren Anzahl  bestimmen  und  zugleich  diese  Vielecke  nach  der  Be- 
■chaffenheit  ihrer  Ecken  classificiren  kann. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  p,  welcher  mit  keinen  drei  Schei- 
teln eines  gegebenen  körperlichen  »ecks  in  einerlei  Ebene  liegt, 
und  durch  eine  continuirliche  in  sich  selbst  zurückkehrende  Foige 
^von  Kanten  dieses  Vielecks  eben  so  viele  Ebenen  und  lässt  das 
von  Jener  Dnkantung  begrenzte  Stück  der  Vielecksoberfläche  ver- 
schwinden, so  entsteht  unter  gewissen  Beschränkungen  duroh  eine 
solche  Entseitung,  die  auch  zugleich  eine  Entkantung  wer- 
den kann,  ein  Polyeder  von  (is  +  1)  Scheiteln,  welches  2  Seiten 
and  3  Kanten  mehr  hat,  als  das  ursprüngliche. 

Hieraus  wird  gefolgert,  dass  jedes  solche  einfache  ^eck  ^(n — 2) 
Meiten  und  Z(n  —  2)  Kanten  etc,  und  eben  so  jedes  ^#seit  2(^i — 2) 
^cken  und  3(»  —  2)  Kanten  etc.  hat. 

Sollen  nun  zunächst  alle  zu  denselben  fünf  Scheiteln  gehören- 
den einfachen  Fünfecke  aufgefunden  werden,  so  ergiebt  sich  aus 
den  verschiedenen  Entseitungsweisen  des  Tetraeders,  dass  nur  zehn 
verschiedene  Fünfecke  möglich  sind.  Werden  eben  so  die  Sechs- 
ecke au^  den  Fünfecken  abgeleitet,  so  erhält  man  (180  +  15)  ver- 
schiedene Polyeder,  welche  durch  dieselben  sechs  Scheitel  bestimmt 
wiQi'den  n»  8.  w^i 

IHese  Vielecke  lassen  sich  nach  bestimmten  Gesetzen  durch 
ihre  Seiten  ausdrucken,  wozu  bis  einschliesslich  zu  allen  Sieben- 
ecken die  Vorsohriftei;!  gegeben  sind. 

Auch  lassen  sich  die  zu  einerlei  Scheiteln  gehörigen  Formen 
nACh  den  Anzahlen  der  darin  vorkommenden  3-,  4-,  5-, .  .,(11 — 1)- 
kantiffeo  Sacken  gruppiren.  So  enthält  jedes  Fünfeck  2  dreikantige 
und  3  vierkantige  Ecken  was  der  Vf.  mit  2,  3 4  bezeichnet  hat; 
während  im  Sechseck  entweder  alle  Ecken  vierkantig  oder  2  Ecken 


strebt,  zu  entsprechen  und  ffemäss  zu  sein  scheint,  weshalb  auch 
dnrch  das  vorliegende  Bach  das  Studiam  anderer,  allgemeiner  ge- 
haltener Werke  über  analytische  Geometrie  darchans  nicht  über- 
flfissig  gemacht  werden,  sondern  vielmehr  einem  Jeden ^  wer  die 
analytische  Geometrie  in  ihrem  eigentlichen  Wesen  kennen  lernen 
■will,  sehr  anznrathen  sein  dürfte.  Für  den  ersten  Unterricht  kann 
aber,  wohin  wir  ans  schon  oben  ausgesprochen  haben,  das  vorlie- 
fl^ende  Bach  einem  jeden,  der  sichern  Leitung  eines  Lehrers  ent- 
behrenden Anfänger  recht  sehr  empfohlen  werden.  Als  Einleitung 
sind  Betrachtungen  über  das  Wesen,  den  Zweck  und  den  prakti- 
schen Nutzen  der  analytischen  Geometrie  vorausgeschickt. 

Das  Programm  der  Realschule  zu  Düsseldorf  von  Mi- 
chaelis 1^1  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 

^Beschreibung  einer  neuen  Blasmaschine  am  minera- 
logischen Löthrohr  von  Joseph  Duhr. 

Einige, neue  Lehrsätze,  aufgestellt  und  bewiesen  von 
dem  Director  Dr.  Franz  Heinen. 

Beide  Abhandlungen  sind  beachtungswerth.  Die  von  Herrn 
Director  Heinen  mitgetheilten  neuen  geometrischen  Lehrsätze  be- 
treffen sämmtlich  die  Kegelschnitte  und  lassen  sich  auch  bei'm  Un- 
terrichte zweckmässig  als  Uebungen  benutzen.  Wir  werden  von 
denselben  vielleicht  künftig  Einiges  in  dem  Archive  mittheilen. 


Praktische  Geometrie. 


Geodäsie  oder  die  Lehre  vom  Aufnehmen,  das  Nivel- 
liren  und  die  Alarkscheidekunst  von  Job.  Aug.  Grunert 
(Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  für  Staats-  und 
landwirthschaftliche  LeLranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt.  Zweiter  Theil.  Zweite  Abtheilung).  Mit 
dreizehn  Figurcntafen.    Leipzig.  1842.    8. 

Bloss  mit  Hülfe  elementarer  Lehren  der  Mathematik  führe  ich 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geodäsie  den  Lehrling  so  weit,  dass  er 
als  Schlusssteiu  seines  Wissens  lernt,  wie  bei  Messungen  von 
grösserer  Ausdehnung  die  sphärische  Gestalt  der  Erde  mit  Hülfe 
des  Legendre'scben  Theorems  zu  berücksichtigen  ist.  Um  so  we- 
nig als  möglich  Vorkenntnisse  vorauszusetzen,  habe  ich  selbst  die 
sphärische  Trigonometrie  ausgeschlossen  und  Alles  bloss  mit  Hülfe 
der  ebenen  Trigonometrie  entwickelt,  wobei  es  natürlich  erforder- 
lich war,  einige  notbwendige  Sätze  der  sphärischen  Trigonometrie 
in  den  Vortrag  selbst  mit  zu  verflechten.  Auf  die  Beschreibung 
und  Berichtigung  der  Instrumente,  unter  diesen  auch  des  Heliotro- 
pen, ist  vorzügliche  Sorgfalt  verwandt  worden.  Besonders  habe 
ich  mich  eines  systematischen  Ganges  befleissigt,  der  öfters  in  den 
Lehrbüchern  der  Geodäsie  vermisst  wird.  Was  mir  eigenthümlich 
ist,  werden  Kenner  leicht  herausfinden;  jedoch  mochte  ich  auf  die 
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Saoz  elementare  Tbrorie  der  Fehler  der  Dreiecke,  auf  die  Theorie 
es  Hühenoieäsens  mt  dem  Barometer^  ^welche,  wie  ich  srlaubei  ait 
solcher  Strenge  und  l{videnz  wie  iq  diesem  Werke  bloss  durch 
ffanz  elementüre  Hülfsmittel  noch  nicht:  entwickelt  worden  ist,  auf 
die  Lehre  voQ  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  und  auf  die  Be- 
weise der  bekannten  Reihen  für  sin  jf  und  cos  a:  m  siebzehnten 
'  Kapitel  besonders  aufnerlisam  zu  machen  und  hinzuweisen  mir  er- 
launen.  Auf  die  neuesten  Metboden  i3t  natürlich  überall  vorzugs- 
weise Biieksieht  genommen  worden,  und  vorzüglicbe  Aufmerksauii- 
keit  habe  ich  insbesondere  der  Coordinütenmethode  gewidmet  die 
nach  meiner  Meinung  nicht  genug  empfohlen  werden  kann>  und  in 
den  meisten  altern  liehrbüchern  der  Geodäsie  leider  nur  zu  sehr 
vernachlässigt  oder  ganz  oberflächlich  behandelt  wird.  Ceber  die 
genauen  Methoden  zur  llessung  einer  Basis  und  die  dabei  noth- 
wendigen  verschiedenen  Berücksichtigungen  ist  ancb  ziemlich  aus- 
führlich gehandelt  worden»  und  so  glaube  und  wünsche  ich,  da^s 
.  dieses  Lenrbuch  der  Geodäsie  geeignet  sein  möge,  ältere  ^um  Theil 
weit  voluminösere  Werke  über  seinen  in  jeder  Beziehung  so  höchst 
wichtigen  Gegenstand  nichl;  bloss  auf  eine  ^sweckmä^^ige  Weise  zu 
ersetzen,  sondern  den  f^ehrling  selbst  einen  ziemlichen  Schritt  wei- 
ter zu  fubren,  als  in  diesen  altera  Werken  geschieht,  und  mit  den 
Fortschritten,  welche  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat, 
innerhalb  der  durch  den  Zweck  des  Werks  nothwendig  gesteckten 
Gränzen,  bekannt  zu  machen. 

Zugleich  benutze  ich  diese  Veranlassung,  die  Leser  dieses  Lehr- 
buchs der  Geodäsie  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sich  auf 
S.  133  bei  einem  übrigens  höchst  elementaren  Gegenstande  ein 
Rechnungsfehler  eingeschlichen  und  bis  auf  S.  134  fortgepflanzt  hat, 
worauf  ich,  was  hier  mit  dem  verbindlichsten  Danke  zu  bemerken 
meine  Pflicht  ist,  zuerst  von  Hz  Froi,  Dr.  voq  Langsdorff  in  Mann- 
heim aufmerksam  gemacht  worden  bin.  Diesen  Fehler  zu  verbes- 
sern ist  hier  nicht  der  Ort,  Und  ich  bemerke  daher  nur,  dass  der 
noch  in  diesem  Jahre  erscheinenden  Isten  Abth.  des  2ten  Theils 
ein,  die  richtigen  Formeln  enthaltender  Carton  beigelegt  werden 
soll,  welcher  übrigens  auch  schon  jetzt  durch  Jede  Buchhandlung 
von  der  Schwickertschen  Buchhandlung  in  Leipzig  unentgeldlicn 
bezogen,  und  statt  des  fehlerhaften  Blattes  eingeheftet  werden  kann. 

Grunert. 


Trigonometrie. 


ISiu  Schema  zur  IDrleicbterung  des  Elementarunter- 
richts in  der  Trigonometrie  u.  s,  w.  vou  Dr.  E.  W.  Grebe, 
ordentlichem   Hauptlehrer    ßm    Gymnasium    zu    Cas^el. 

Da«  in  dieser  Schrift  mitgetheiltß  zweckmäßige  Bülfismittel 
zur  genauen  Einprägung  der  Grundformeln  der  Geometrie  und  Tri-. 
gonomeitri«  in  das  fiedächiniss  verdient  Lehrerp  der  ftlafthemfitik 
zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 


81 

A.  F.  Padley:  Solutions  of  trigooometrical  problems,  together 
with  Problems  for  exercise.    8.    4^  sb. 


Na  vier:  R^nm^  des  lecoDS  de  m^anique  doDo^es  a  P^ole 
Polytechniqne.    Paris.  1841.    o.    9  Fr. 

Die  Mechanik  in  Anwendung  auf  KQnste  ond  Ge- 
werbe. Zweite  Abtheilung.  Die  Mechanik  flüssiger 
Körper.  Für  Praktiker  bearbeitet  von  Dr.  W.  A«  Rüst, 
Docenten  an  der  Univers,  zu  Berlin.  Berlin.  1841.  8. 
1  Thlr.  6  ggr. 

Den  Isten  i;|eil  s.  Nr.  II.  S.  34, 

Die  geometrischen  Constrnctionen  der  ebenen  ond 
konischen  excentrischen  Rad-  und  Zahn-Cnrven.  Pnr 
den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Theodor  Schöne- 
mann.   Berlin.  1842.    8.    16  ggr. 

Auch  in  geometrischer  Beziehung  beachtnngswertb. 

Favier:  Essai  sur  les  lois  du  monvement  de  traction 
et  lenr  application  au  trac^  des  voies  de  commnnication. 
Paris.  1841.    8.    6  Fr.  50  c. 


Astronomie. 


Astronomische  UotersnchuDgeo  von  Friedrich  Wil- 
helm Bessel.    Erster  Band.    Königsberg.  1841.    4.    6  Thir. 

Der  Inhalt  dieses  höchst  wichtifi^en  Werkes  ist  folgender: 

L  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Aequatoreal- 
Instruments. 

II.  Besondere  Untersuchung  des  Heliometers  der  Königsherger 
Sternwarte. 

HI.  Einflass  der  Strahlenbrechung  auf  Blikrometerbeobaeh- 
tnngen. 

IV.  EinflusB  der  Präcession^  Nutatiou  und  Aberration  auf  die 
Resultate  mikrometrischer  Messungen. 

V.  Beobachtungen  verschiedener  liiieme  der  Piejaden. 

VL  Ueber  die  scheinbare  Figur  eitber  unvollständig  erleuchte- 
ten Planetenscheibe. 

\'II.  Beobachtungen  der  gegenseitigen  Stellungen  von  38  Dop- 
pelsternen. 

VIII.    Ueber  den  Doppelstern  p  OphiuchL 

Die  Abhandlungen  IL,  IV.,  V.  sind  ganz  «en.     Ueber  die  Ge- 
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genstände  der  übri&ccu  Abhandlungen  bat  Bessel  schon  früher 
theils  in  den  Königsberffer  Beubuchtungcn,  den  Astronomischen 
Nachrichten,  der  monatlicuen  Correspondenz  und  den  Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  Arbeiten  bekannt  ^- 
macht.  Fast  alle  diese  frühern  Abhandlungen  werden  aber  hier 
theils  mit  vielen  Zusätzen  bereichert,  Iheils  ganz  neu  bearbeitet 
geliefert,  und  überhaupt  ist  nach  des  berühmten  Vfs.  eigner  An- 
gabe ,.die  Veranlassung  des  gegenwärtigen  Werkes  nicht  sowohl 
,,der  Wunsch ,  frühere  Abhandlungen  und  Aufsätze  uu  hiinem  Orte 
,, zusammenzustellen,  als  das,  durch  Vermehrung  der  Hülfsmittel  zu 
,, einer  Untersuchung,  oder  durch  Erlangung  besserer  Einsicht  in 
„ihre  Natur,  in  vielen  Fällen  herbeigeführte  Bedürfoiss,  an  frühere 
„Arbeiten  mehr  oder  weniger  wesentliche  Verbesserungen  anzu- 
,, bringen/'  Die  sonst  ganz  neue  Abhandlung  Nr.  VI.  enthält  auch 
in  §.  13. — $.  16.  die  von  dem  Vf.  in  Schumachers  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  415.  abgesondert  bekannt  gemachten  Unter* 
suchungen  über  die  Grundformeln  der  Dioptrik,  welches  wir  hier 
wegen  der  Wichtigkeit  und  Merkwürdigkeit  diei|l  Untersuchungen 
besonders  hervorheben.  In  der  Bibliothek  keines  Astronomen 
wird  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  und  wichtige 
Werk,  zu  dessen  Fortsetzung  wir  dem  berühmten  Vf.  Kraft  und 
Gesundheit  wünschen,  fehlen  dürfen. 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1842. 
Vorzüglich  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben 
von  Herrmann  Karsten,  Prof.  der  Math,  und  Phys.  an  der 
Universität  zu  Rostock.  Dritter  Jahrgang.  Rostock. 
8-     15J.  ggr. 

Diese  kleine ,  sehr  zweckmässig  für  .den  Meridian  von  Green- 
wich  berechnete  Ephemeride  wird  gewiss  den  Schiffern  willkommen 
und  nützlich  sein.  Aber  auch  mancher  Liebhaber  der  Astronomie, 
dem  die  grösseren  Ephemeriden  zu  theuer.sind,  wird  dieselben  mit 
Nutzen  gebrauchen  können,  da  sie  überhaupt  zweckmässig  einge- 
richtet sind  und  das  bei  Beobachtungen  Unentbehrlichste  ziemlich 
vollständig  enthalten.  Wt 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  und  natur« 
historische  Himmelsforscher  und  Geologen  mit  den  für 
das  Jahr  1842  voraushestimmten  Erscheinungen  am  Him- 
mel. Herausgegeben  von  Fr.  v.  P.  Gruithuisen.  Viertes 
Jahr.  -Mit  drei  lithographirten  Tafeln.  Mühchen.  1842. 
8.    2  Thlr.  16  ggr. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  J.  Götz,  Prof.  am  Gym- 
nasium zu  Dessau.  Dritter  Band.  Mit  drei  Figurenta- 
feln.   Berlin.  1842.    8.    1  Thlr.  8  ggr. 
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Auch  uoter  dem  besondern  Titel:  . 

Die  wichtigsten  Lehren  aus  der  Astronomie  und  Me- 
teorologie von  u.  s.  w. 

Für  ein  Lehrbuch  der  Physik  enthält  dieser  dritte  Band  insbe- 
sondere die  Lehren  *dcr  Astronomie  ziemlich  ausführlich.  So  ent- 
hält z.  B.  §.  LXXXIIL  auch  die  Olbers'schc  Methode  zur  Berech- 
nung der  Cometenbahnen  ans  drei  geoccntrischen  Beobachtungen, 
aber  bloss  die  Formeln,  nach  de^en  die  Rechnung  zu  führen  ist, 
ohne  deren  Entwickelung.  Offen  müssen  wir  gestehen,  dass  wir 
eine  solche  blosse  Aufstellung  von  Formeln,  ohne  Angabe  der  Gründe, 
auf  denen  dieselben  beruhen,  am  wenigsten  in  einem  I^ehrbuche  für 
Anfänger  zweckmässig  finden  können,  auch  selbst  für  nutzlos  hal- 
ten müssen.  Auch  wird  gewiss  Niemand  die  bei  der  Bestimmung 
einer  Cometenbahn  nöthigen  Rechnungen  mit  Sicherheit  ausführen 
können,  wenn  er  nicht  so  viele  mathematische  Kenntnisse  besitzt, 
welche  uöthig  sind,  um  sich  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Gründe, 
auf  denen  die  bei  einer  solchen  Rechnung  erforderlichen  Formeln 
beruhen,  verschaffen  zu  können.  Die  Meteorologie  scheint  uns  in 
einem  Lehrbuche  der  Physik  im  Verhältniss  zur  Astronomie  zu  kurz 
behandelt,  und  berücksichtiget  zu  wenig  die  neueren  grossen  Fort- 
schritte dieser  Wissenschaft. 

Pinaud:  Programme  d'un  cours  ^l^mentaire  de  Phjsique.  2me 
Edition.    Toulouse.  1841.    8.     6  Fr. 

Soubeiran:  Pr^cis  ^l^mentaire  de  phjsiqne,  on  Trait^  de  phy- 
sique  facil.    Paris.  1841.    8.    6  Fr.  50  c. 

A.  Bou^ipharlat:  Cours  des  sciences  physiques.    16.    3^  Fr. 

Beweisführung,  dass  die  Lehre  der  neueren  Physi- 
ker vom  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft  falsch  ist, 
nebst  einem  Versuche,  die  Erscheinungen  an  flüssigen 
Körpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu  erklären. 
Von  Friedrich  von  Drieberg.    Berlin.  1841.    8.    8  ggr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  characterisirt  dieselbe  hinreichend,  und 
wir  können  hier  den  Raum  zu  etwaa  besserem  als  zu  einer  Rela- 
tion über  dieselbe  oder  gar  zu  einer  Widerlegung  benutzen. 

The  undulatory  Theory,  as  applied  to  the  Disper- 
sion of  Light;  including  in  the  substance  of  several  Pa- 
pers  printed  in  the  Philosophical  Transactions,  and 
other  Journals.  By  the  Rev.  Baden  Powell,  Savilian  Pro- 
fessor in  the  University  of  Oxford.    8.    9  s. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen 
zu  Prag,  in  Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  aus- 
geführt und  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  von 
Karl  Kreil,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte  und  ordent- 
lichem Mitgliede  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Erster  Jahrgang:  Vom  1.  Juli  1839  bis 
3L  Juli  1840.    Praff,  1841.    4.    4  Thir.  8  ggr. 

Es  ist  höchst  erKeulich  zu  sehen ,  wie  viel  jetzt  auf  öffentliche 
Kosten  für  Magnetismus  und  Meteorologie  geschieht,  und  wie  viele 
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„uusdriicklich  mathematischen  Betrachtung  derselben  abgehalten 
„zu  haben;  denn  da  sie  in  der  That  auf  die  elementarsten  Sätze 
,>der  Proportionsiehre  zurückkommen,  glaubte  man  in  den  Lehr- 
„büehern  der  Chemie  nur  auf  diesen  Umstand  hinweisen  und  sich 
„auf  einzelne  Beispiele  der  Anwendung  beschränken  -^u  dürfen; 
„ein  Verfahren,  das  man  sogar  in  den  Schriften  über  Stöchio- 
„metrie  beobachtet  findet,  denen  es  —  so  weit  dieselben  mir  be- 
„kannt  geworden  sind  —  nicht  an  vielfachen  und  interessanten 
„Beispielen  numerischer  Berechnung,  wohl  aber  an  ei^er  genügen- 
„den,  rein  -  mathematischen  Begründuiig  derselben  ^hlt. 
„Unter  solchen  Umständen  erschien  es  mir  der  Miihe  nicht  unwerth, 
j,den  Gegenstand»  ausschliesslich  von  dieser  Seite  zu  betrachten,  um 
„für  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  specieller  Fälle  allgemeine 
,, Sätze  und  Regeln  in  der  kurzen  und  präcisen  Ausdrucksweise  der 
„Mathematik  zu  gewinnen^  wodurch  die  folgenden  Mittheilungen 
„veranlasst  wurden/^^ 

Und  wir  fügen  hier  bloss  noch  hinzu,  dass  nach  unserer  Ueber- 
Zeugung  der  Herr  Vf.  durch  diese  Mittheilungen  seinen  löblichen 
Zweck  recht  gut  erreicht  hat. 


Vermischte  Schriften. 


Der  erste  Band  der  Acta  Societatis  Fennicae  ^)  enthält  die  fol- 
genden mathematischen  Abhandlungen: 

Ueber  die  Grundprincipien  der  Algebra. 

Ueber  die  geometrische  Theorie  der  körperlichen  Winkel. 

Ueber  die  Bestimmung  der  dritten  Seite  eines  geradlinigen 
Dreiecks  aus  den  beiden  andern  und  dem  eingeschlossenen  Winkel. 

Ueber  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

Vorstehende  Abbandlungen  haben  sämmtlich  Herrn  Professor 
von  Schulten  zum  Verfasser,  und  sind  französisch  geschrieben. 

Ueber  die  Vereinfachung  einiger  trigoüometrischen  Formeln  von 
Herrn  Borenius  (lateinisch). 

Ausserdem  enthält  dieser  Band  noch  drei  Abhandlungen  meteo- 
rologischen Inhalts  von  Herrn  Professor  Hällstroem. 

Möge  die  Gesellschaft  in  ihrer  rühmlichen  Thätigkeit  fortfah- 
ren. Wir  werden  nicht  ermangeln,  jederzeit  so  bald  als  irgend 
möglich  den  Inhalt  ihrer  Acten,  und  Auszüge  aus  denselben  in  die- 
ser Zeitschrift  mitzutheilen. 


*)  Die  nur  erst  vor  einigen  Jahren  gestiftete  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Helsingfors  in  Finnland  hat  schon  letzt  eine  höchst  rühm- 
liche Thätigkeit  entwickelt.  Herr  Professor  Nathanael  Gerhard 
von  Schulten  ist  beständiger  Sekretair  derselben. 


&7       .  . 

Abhaodlnngeii  der  RöDifi^lichen  Böhmischeii  Gesell- 
schaft der  Wissenscbafteo.  Fünfter  Folffe  erster  Band. 
VoD  deo  J  ah  reo  1837  —  1840.    Praff,  1841.    4. 

Dieser  erste  Band  der  fünften  F^lge  der  Äbbandlunffen  der 
Königlieh  Böbmischea  Gesellschaft  der  Wissenschaften  enäält  die 
folgenden  kleinem  oder  grössern  mathematiseheo  and  physikalischen 
Aufsätze  und  Abhandlungen: 

Neuer  analytischer  Beweis  des  Satzes  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte.     Von  Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.  S.  2. 

Ueber  einen  neuen  elektromagnetischen  Inductions  -  Apparat  und 
dessen  sehr  kräftige  physiologische  Wirkungen  (Erschiitterangen). 
Von  Prof:  Hessler.  S.  12. 

Untersuchungen  über  die  Kettenbrückealinie.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.     Prag.  1838. 

Versuch,  einer  analytischen  Behandlung  beliebig  begrenzter  und 
zusammengesetzter  Linien,  Flächen  und  Körper;  nebst  einer  An- 
wendunff  davon  auf  verschiedene  Probleme  der  Geometrie  descrip- 
tive  und  Perspective.    Von  Prof.  C  Doppler.    Prag.  1839. 

Jede  dieser  Abhandlungen  bietet  ein  eigentbümliches  Interesse 
dar. 


Denkschriften  der  Königlich  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  13r  Bd.  und  16r  Bd.  Iste  Abth. 
Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen  Klajsse. 
2r  Bd.  und  .3r  Bd.  Iste  Abth.  die  Abhandlungen  nus  den 


Novi  Commentarii  Academiae  scientfarum  Institut! 
Bononiensis.  Tom.  IV.  V.  enthalten  die  folgenden  mathemati- 
schen Abhandinngen :  Jos.  Venturoli:  Altitudines  Tiberis  ad  hy- 
drometrum  romanum  quotidie  sub  meridiem  observatae;  Pet.  Gal- 
le g  ja  ri:  De  nova  solutione  problematis  Permatii  nee  non  aliorum 
quae  ex  iisdem  formulis  deduciintnr;  Fr.  Bertelli:  De  inflexione 
laterum  in  micrometris;  AI.  Casinelli:  Nova  methodus  evehendi 
ad  potentiam  quamcunque  quantitates  polynomias;  Ders.:  De  aequa- 
tionum  algebraicarum  resolutione  observationes  analyticae. 

J.  A.  Coombe:  Solutions  of  the  Cambridge  problems  for  1840 
and  1841.    8.     8j-  sh. 


Hleliltise  Haclirlclit. 

Die  Akadf^mie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  hat  auf  den 
Antrag  ihres  Sekretairs,  des  Herrn  Staatsraths  von  Fuss  Gxcellenz> 
beschlossen,  eine  Sammlung  bisher  ungedruckter  Briefe  des  altern 
Johann  Uernoulli,  s<'incs  Sohnes  Daniel  Bernoulli,  von 
IVicolaus  Bernoulli,  Gabriel  Gramer,  Lambert,  Naud^, 
Poieni,  Goldbach  an   Leonbard  Euler,  und  zugleich  der  in 

R»nd  U.  8  : 


I 


88  ' 

den  (3entral  -  Archiven  zu  Aloseau  aufgefundenen  Antworten  Eulers 
auf  die  Briefe  von  Goldbach   herauszugeben.     Alle  diese   Briefe 
betreffen   Gegenstände  der  Wissenschaft,   und  sollen   in  jeder  Be- 
siehung, insbesondere  aber  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wich- 
tig sein  qnd  das  grösste  Interesse  gewähren.     Zugleich  beabsich- 
tigt Herr  Staatsratn  von  Fuss  dieser  Sammlung  von  Briefen  ein 
vollständiges  und  mit  der  grössten  Sorgfalt  angefertigtes  Verzeich- 
niss  aller  Abhandlun£cen   Eulers,   deren  Zahl,    ohne  die    grössern 
separat  gedruckten  Werke,  700  übersteigt,  mit  einer  genauen  Nacb- 
weisung  der  Schriften,   in  denen  dieselben   abgedruckt  sind,   Vor- 
drucken zu  lassen.     Der  Herausgeber   des  Archivs  hält  es  für  seine 
Pflicht,  die  Leser  desselben  auf  dieses  in  jeder  Beziehung  wichtige 
und  zeitgemässe  Unternehmen,   durch  welches  die  Kaiserliche  Aka- 
demie  der   Wissenschaften  sich  gewiss  alle  Mathematiker  zu  dem 
grössten  Danke  verpflichten  wird,  aufmerksam  zu  machen,  und  seine 
Zeitschrift   zu    benutzen,    die    Nachricht    von    demselben    in    einem 
möglichst  weiten  Kreise  zu  verbreiten.     In  Schumachers   astro- 
nomischen Nachrichten.  N.  437.  S.  91  findet  man  den  Extrait 
du   proces   verbal   de   PAcademie    imperiale   des  sciences 
de  St.  Petersbourg  du  24.  Septembre  (6.  Qctobre)  1841  ab- 
gedruckt,   welcher    das   Weitere    und    Nähere    über   das    in    Rede 
stehende  wichtige  und  höchst  interessante  Unt^nehmen  enthält. 

G. 


VI. 

Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Von  des  Herausffebers . des  Archivs  bekanntem  Lehrbuche  der 
Mathematik  für  die  obern  Classen  höherer  Lehranstal- 
ten. 4  Theile.  Brandenburg  bei  Wieseke  erscheinik  jetzt  die 
di^itte  AuBage,  und  zwar  zuerst  von  dem  zweiten,  die  Stereo- 
metrie enthaltenden  Theile.  Die  neue«  Auflage  dieses  Theils  wird 
in  den  nächsten  Tagen  versandt  werden.  '         •     ' 

Die  Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raumgrössen- 
Lehre.  Als  Leitfaden  fiir  den  mathematischen  Unter- 
richt an  den  KönigL  Artillerie-Brigade-Schulen,  so  wie 
zum  Selbstunterricht  für  die  Avancirten  der  Artillerie 
bearbeitet  von  F.  M.  Rost,  Prem.  Lieut.  und  Lehrer.  Ber- 
lin. 1842.    8.    1  Thlr. 

^  H.  Forir:  Essai  d'un  cours  de  math^matiques  a  Pusage 
des  ^l^ves  du  College  communal  de  Li^g^e.  1841.  8. 
1  Thlr.  12  ggr. 


Arithmetik. 


Elementi  di  Aritmetica^  di  G.  B.  Rostagno  della  com- 
pagnia  diGesii,  ad  uso  delle  scuole  della  medesima  com- 
pagnia.    Torlno.  1841.    12. 

Dr.  6.  F.  Ursin:  Arithmetik,  udarbeidet  med  stadigt 
Hensyn  til  den  praktiske  Anwendelse.  1841.    8.    80  seh. 
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iD  DeHtschland  bis  jetzt  so  f^t  wie  gar  nicht  bekannt  gewesen  ist. 
Eine  selbst  auch  nar  kurze  Darstellung  dieser  Methode  hier  zu  ge- 
ben liegt  natürlich  gar  nicht  in  dem  Zwecke  dieser  literarischen 
Berichte;  jedoch  hoffen  wir  im  Archive  selbst  auf  dieselbe  zurück- 
zukommen, und  die  Leser  mit  ihrem  Wesen  bekannt  zu  machen. 
Für  jetzt  müssen  wir  uns  begnügen,  auf  die  von  dem  Herrn  Vf. 
selbst  in  ,der  Vorrede  angegebenen  Vorzüge  der  Horner'schen  Me- 
thode vor  andern  Methoden  hinzuweisen.  Derselbe  sagt  nämlich: 
„Die  Vorzüge  der  Horner'^schen  Methode  vor  der  Fouriers 
sind  in  £ürze  folgende: 

1.  Die  ungemeine  Leichtigkeit  der  Substitution  einzelner 
Werthe  sowohl,  als  bei  der  Substitution  einer  arithmetischen  Reihe 
von  Werthen,  wodurch  die  Trennung  der  einzelnen  Wurzeln  sehr 
erleichtert  wird. 

2.  Viel  zureichendere  und  schneller  fordernde  Kennzeichen 
für  die  Ima^inarität  der  Wurzeln. 

3.  Bei  der  Horner^seben  Methode  braucht  man  nicht  früher 
die  gleichen  Wurzeln  wegzuschaffen,  die  Wiederholung  derselben 
ergiebt  sich  selbst  im  Verlaufe  der  Rechnung. 

4.  Der  Recbnungsprocess  der  einzelnen  Wurzeln  nach  cler 
Horner'schen  Methode  ist  zusammenhängend,  Ziffer  für  Ziffier  wird 
bestimmt,  und  hier  ist  es  viel  mehr  als  oei'm  Fourier'schen  Verfah- 
ren der  Fall,  duss  nicht  eine  einzige  Ziffer  mehr  berechnet  wird, 
als  nothwendig  ist 

Wissenscfaafllich  höher  als  unsere  Methode  steht  die  Gräffe'sche, 
besonders  nach  ihrer  Verbesserung  und  Erweiterung  durch  Herrn 
Eiicke,  da  diese  auch  die  imaginären  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
nach  der  Horner'schen  nicht  gelingen  wollte,  obwohl  ich  sicher 
hoffe,  dass  für  die  imaginären  Wurzeln  ein  eben  so  einüicher  Rech- 
nungsprocess  sich  auffinden  lassen  werde. 

Was  aber  die  reellen  Wurzeln  betrifft,  so  wird  hoffentlich  nie- 
mand anstehen,  in  Hinsicht  auf  praktische  Berechnung  derselben,  der 
Horner'schen  vor  der'Gräfie'schen  den  Vorzug  einzuräumen,  um  so 
aehr^  da  man  bei  der  Gräffe'scben  Methode  alle  Wurzeln  zugleich 
fluchen  muss,  während  doch  nur  die  reellen  für  den  Praktiker  einen 
Werth  haben. 

Zum  Schluss  wollen  wir  den  Herrn  Vf.  nur  noth  auf  die 
Schrift:  • 

Neue  Methode,  die  reellen  rationalen  und  irrationa- 
len Wurzeln  numerischer  Gleichungen  zu  finden^  von 
C.  A.  Bretschneider,  Professor  am  Realgymnasium  zu 
Gotha.     Leipzig.  1838.    4.    12  g^r. 

aufmerksam  machen,  in  welcher  gleich  von  vorn  herein  ein  dem 
Horner'schen  ganz  ähnlicher  Algorithmus  zur  Bestimmung  der,  ge- 
wissen gegebenen  Werthen  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grö- 
ssen entsprechenden  Werthe  der  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  gelehrt  wird,  und  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Ge- 
genstande genauer  verglichen  zu  werden  verdient. 

Teorica  e  Pratica  dei  Probabile,  dell' abate  Giuseppe 
^Bravi.       Seconda    edizione    notabilmente     accresciuta. 
Bergamo.  1840.    8.  Due  vol. 

Observationes,  diveraa  calculi  differentialis  princi- 
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gewandten  Mathematik.  Theil  1.  Brandenburg.  1838.  4. 
S.  222.  als  Grundlage  für  den  elementaren  Vortrag  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  angelegentlichst  zu  empfehlen  sich  erlaubt  hat, 
nämlich  von  der  folgenden  Definition: 

„Wenn  eine  •  gerade  Linie  und  ein  Punkt  uusserhaib  derselben 
„gegeben  sind,  so  heisst  der  Ort  aller  I^uokte  in  dieser  Ebene, 
„deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  und  der  gegebe- 
„nen  jreraden  Linie  immer  dasselbe  Terhältiiisa  zn  einander  haben, 
„ein  Kegelschnitt,  und 'zwar  eine  Parabel,  wenn  das  constante 
„Verhältniss  Verhältniss  der  Gleichheit  ist,  eine  Ellipse^,  wenn  es 
„ein  Verfaältnis'af  des  Kleinern  zum  Grössern  ist,  eine  Hyperbel,- 
„wenn  es  Verhältniss  des  Grössera  zum  Kleinern  ist." 

Aus  dieser  Definition  leitet  der  Herr. Vf.  die  Haftpteigeischaf- 
ten  der  Keffelscbnitte  fast  durchgängig  nach  rein  geometrischer 
Methode  auf  sehr  einfache  Weise  ab ,  ^gieht  Regeln  zn  ihrer  €on- 
struction,  lehrt  die  Quadratur  der  Parabel  und  die  Cnbatur  des 
ganzen  und  abgekürzten  Paraboloids,  welche  für  den  Porstwirth 
aus  hinr-eichend  bekannten  Gründen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen  von  der'  speciellen  Bestimmung  der  Schrift  empfehlen 
wir  dieselbe  überhaupt  Lehrern  an  höhern  Unterricbtsanstalten  zur 
Beachtung '  hei  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten, 
und  würden  uns  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten zur  Abfassung  eines  zwar  kurzen,  aber  doch  möglichst 
vollständigen  Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  für  Schulen  nach  rein 
geometrischer  Methode,  mit  Ansschliessung  aller,  algebraischer 
Rechnung  und  mit  Zugrundelegung  der  obigen  allgemeinen  Defini- 
tion der  Kegelschnitte,  veranlassen  sollte,  ein  Unternehmen,  von' 
welchem  wir  uns  sehr  wesentliche  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  auf  Schulen  versprechen.  Zu- 
nächst möchten*  wir  natürlich  den  geehrten  Herrn  vf.  selbst  zur 
Erweiterung  seiner  Schrift  in .  der  so  eben  näher  angedeuteten 
Weise  und  für  den  in  Reda  stehende«  Zweek  uns  aufzurordern  er- 
lauben, wozu  derselbe  schon  als  Würtemberger  jedenfalls  beson- 
ders befähigt  ist,  da  bekanntlich  in  seinem  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Methode  immer  besonders '  tultivirt  worden  i^t  und 
noch  cultivirt  wird.  Dass  diese  Methode  stets  die  Hauptfprund- 
lage  des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  bilden  und  immer 
bleiben  muss,  kann  nicht  genug  eingeschärft  werden,  da  man, , wie 
es  uns  scheint,  jetzt  sehen  bei'm  mathematischen  Unterrichte  auf 
Schulen  hin  und  wieder  der  Rechnung  ein  au  grosses  Feld  ein- 
räumt. 

H«  P.  Hamiltons  Analytiska  Framställning  af  Ko- 
niska  Sektionerne.  Ofwersatt  af  C.  W.  Eneberg.  Med 
Fyra  Planeher.    Stack  ho  Im.  1841.    8.    1  Rdr.  36  sk. 

Sopra  i  circoli  oscnlatori  delle  curve,  memoria  letta 
nella  pontificia  accademia  dei  Lincei,  dal  dott.  L.  Brn- 
ned  sacerdote  romano.    Roma.  1S40.    8.* 
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Meehanik. 


The  Elements  of  Mechanics;  designed  for  the  usc  ot' 
Studeots  in  the  University.  By  James  Wood,  D.  D.  for- 
merly  Master  of  St<  John's  College  Camibridge,.  and 
Dean  of  Bly.  A  New  Edition,  revised,  re-arranged,  and 
enlarged,  by  J.  C.  Snowball,  M.  A.  Fellow  of  St.  John's 
College,  Cambridgfe.  1841.    8.    8  s.  6  d. 

Dissertatio  de  pendnlo  et  theses  quas  pro  munere 
Lectoris  edidit  Mag.  Andreas  Hplmstrand  Cöllega  scho- 
lae;  Resp.  Carol.  Petro  Lindströmy   Scarae.  1840.    4. 

De  motu  globuli  homogenei  rigidi  progressivo  in  su- 
perficee  semicylindri  recti  concava,  ratione  frictionis 
atque  resistentiae  ae;ris'  posthabita  di»sertatio.  Praes. 
'J.  G.  Björling,  in  Reg.  Acad.  Ups.  Mechan.  Docens;  Resp. 
J.  C.  Polheime r.     Holmiae.  1840.    4. 


Praktische  Mechanik. 


Die  Maschinen-Elemente  und  die  Hydraulik.  Letz- 
tere besonders  auf  die  Berechnung  und  die  Construc- 
tion  der  Wasserräder  angewendet.  Ein  Handbuch  für 
Mechaniker,  Fabrik-Dirigenten,  Techniker  u.  s.  w.  von 
C  G.  Kuppler^  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  zu 
Nürnberg.  Auch  unter  dem  Titel:  Industrielle  Mecha- 
nik. Nach  Puncelet  u.  s.  w.  deutsch  bearbeitiel^  und  mit 
Anmerkungen  begleitet,  von  C.  G.  Kuppler.  ll..Theil.  Die 
Maschinen-Biemente  und  die:  Hydraulik.  Mit  19  Kupfer- 
tafeln.   Nürnberg.  1841.    8.    3  thlr. 

Von  Dr.  J.  A.  Hülsse's  Maschineu-Encyclopädie  (S.  No.  1. 
S.  11.  des  Literarischen  Berichts)  ist  die  6ste  Lieferung  (1  Thlr.) 
erschienen. 

Moriu:  Notice  sur  divers  appareils  dyuamom^triques. 
2e.  edit/  Paris.  184L    8.     H  Thlr. 
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luna  dedotte  dalle  asservazioni  fatte  al  eireolo  meridiano  di  Stark 
nel  dicembre  1834  e  neeH  anoi  1835,  36,  37,  38  e  paragt>B«te  teoUe 
tavole  da  Roberto  Stambucchi. 

s 

DieD:  Atlas  des  ph^nom^nes  Celestes  donnaot  le  trac^ 
des  mouvemeDts  apparens  des  plan^t-es,  Paris.  1841^  4. 
6  Tlilr. 

Dien:  Atlas  da  Zodiaque.    Paris.  1841.    4.    6  Thlr. 

Atnale«  der  K.  K.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dent 
Befehle  Seiner  Majestät  'anf  öffentliche  Kosten  heraus'*' 

fegeben  von  J.  J.  und  €.'L.  von  Littrow.  20r  Tbl.    Wien.. 
840.  gr.  Fol.    3  Tblr.  14  ggr. 

Wir  werden  später  eine  ausfiihvlidic  Anjieige  dieses  bis  jetzt 
uns  noch  nicht  zugegangenen  Werkes  liefern. 


Physik. 


Ueber  den  relativen  Wertfa  der  Naturwissenschaften 
für  die  formelle  Bildung  der  Jugiend.  Fest-Rede  vom 
Prof.  Dr.  Jäger.    Stuttgart.  1841.    3  ggr. 

'  -  *  * 

Lehrbuch  der  Phvsik  zum  Gebrauche  bei  vdrlesun- 

Sen  und, beim  Unterrichte.     Von  W.  fiiseulohr.    3te  AufL 
Mannheim«  1841.    8.    2  Thlr.  8  ggr. 

Es  wird  hier  die  Anzeige  genügen,  dass  Von  diesem  längst 
allgemein  bekannten  trefflichen  Lehrbuche  die  Ste  Aufl.  erschie- 
nen ist.  .  • 

Lärobqk  i  Fysiken  af  Ww  Eisenlohr,  Professor  i  Ma- 

tem.  och  Fysik  i  Mannheim.    Fran  Andra  Originaluppla- 

gan  pa.Swenska  Utgifwen  af  G.  A.  Lundhquist,  Auskul- 
tant i  Kongl.  Bergs-Kollegium.  Med  10  Planscher. 
Stockholm.  1841.     8.     3  Rdr. 

Die  Experimental- Physik,  ein  geistige.s  Bildungs- 
inittel,  in  ihren  Beziehungen  zum  praktischen  Leben. 
Bin  Bandbuch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bür- 
gerschulen und  technischen  Anstalten  von  Dr.  K.  F.  R. 
Schnieider,  Oberlehrer,  etc.  Zweite  Abtheilung:  Mecha- 
nik, Atmometrie,  Akustik«    Dresden.  1841.    8.     16  gj^r. 

Das  in  Nr.  III.  S.  59  des  Literarischen  Berichts  über  die  erste 
Abtheilung  gefällte  günstige  Urtheil  gilt  auch  von  dieser  zweiten 
Abtheilung. 

Lehrbuch  'de^  Experimental-Physik  für  Real-  und 
Gymnasial-Anstalten  von  Dr.  C.  H.  Nagel,  Professor  der 
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Phjsiiclie  Konstitution  der  Sonnr. 
Von  den  Planeten. 
Anblick  des  Himmels. 

Ueber  die  Berechnnnff  von  Beobacbtnng'en  durch  die 
Methode  der  kleinsten  ttnftdratsummen.  Vom  Prof.  Dr. 
J-    A.  Hülase.    Leipzig,  gr.  4.    |  Thir. 

Table«  psjcbrom^triqnes  et  barom^triqnes  a  Tosage 
ües  obserTatoires  m^t^orologiqes  de  PEmpire  de  Rusaie. 
K***  in  8.    St.  Petersbourg.  1841.    13  ggr. 

Dasa  auf  allen  meteorologischen  Observatorien  in  Russland  alle 
Rechnungen  und  Rednctioden  nach  denselben  Tafeln  geaiacht  wer- 
den, ist  eine  höchst  zweckmässige  Einrichtung,  und  wir  möchten 
bier  wohl  den  Wunsch  aussprechen,  dass  auch  Beobachter  in  an- 
dern IJindem  sich  zu  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln  entschliessen 
«md  ¥ereinigen  möchten.  Uebereinstimmende  Instrumente  und  Re- 
dnctions- Elemente  scheinen  uns  bei  allen  meteorologischen  Beob- 
echtUBgen  ein  sehr  wesentliches  Erfordemiss  zu  sein. 

A  Manual  of  RIectricitj,  Magnetism  and  Meteoro- 
logT.  Bj  Dionysius  Lardner,  l>.  C.  L.  F.  R.  S.  etc.  Vol.  I. 
1841.  8.  .  6  s.  cloth.  Being  Vol.  130  of  the  Cabinet  Cyclo- 
limedia.    (To  he  completed  in  Three  more  Volumes). 

BeiläuGg  bemerken  wir  hierbei,  dass  die  Cabinet  Cyclopaedia 
AQch  die  folgenden  früher  erschienenen  Abtheilungen  enthält: 

A  Treatise  on  Geometrj.    Bj  Dionysius  l^rdner.    6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Hjdrortatics  and  Pneumatics.  Bj  DioBTsins 
'-«Ordner.  6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Arithmetic    Bj  Dionjsius  Lardner.    6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Heat.    By  DiooTsius  Lardner.    6  s.  cloth.^ 

A  Treatise  on  Mechanios.     Bj'Capt  Rater  and  Dr.  lardner.  6  s. 

A  Treatise  on  Astronom j.    Ej  Sir  John  Herschel.    6  s. 
^       A  Preliminarr   Discourse  on  the  study  of  Natural -Philosophy. 
^y  Sir  J.  Herschel.    6  s. 

The  History  of  Natural  Philosophy.    Br  Baden  Powell.    0  s. 

A  Treatise  on  Ontics.    By  Sir  David  Brewster.    0  s. 

A  Treatise  on  cLemistry.    Br  Prof.  Donovan.    6  s. 

Essay  on  Probabilities.    By  rru£  Dr.  Morgan.    0  s. 

Geschichte  der  Fortschritte  der  Geologie  und   Ein» 

^  eitnng  in  diese  Wissenschaft.   Von  Carl  f^yell.  A.  d.  Kngf. 

^on  Carl  Hsrtmann.     Auch  unter  dem  Tit«l:   Grundsätze 

^er  Geolosrie    oder   die    neuen  Veränderungen    der  Krde 

^nd  ihrer  Bewohner  in  Beziehung  zu  ge'ilogischeu  fCr- 

läuteruogen.    I.Band.     Weimar.  184«.    8.    2 'flilr. 

Den  zweiU*o  Band  diese«  Werkes  bild<>u  die  iu  Nr.  III.  S.  Ol 
des  Literttriscbeu  Bericht«  angezeigten  tt<>ueu  Veränderungen 
der  nDor|raui««'hen  Wa'U  u.  «.  w.,  w<'«httlb  dem  obigen  er«ten 
Bande  uu^U  «^iu  be«oiiderer  Tii^l  zu  dem  früb4*r  angezeigten,  un- 
mitt«'lb«y  ffflt^r  uawliafl  gem<M*bli*n  We.rke  beigelegt  worden  i«t. 
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Vnwificfate  Scfariften. 


e««    et   BftllcA'Lettre»   4e   BriKfll«»,    tvnie  XIT.  ■■    f*rt 
r^l  in    t    ftr<^e  rrsf  arct  et  mut  Iitli«rr»»kie.    Braxclle«. 

e^Mf  en*nt ; 

i'fMhMr:  E^«w^  4ef  «VierrafMM  ■^Tpl»aipei  fiütcs  ca 
IHM  «  f>mM«. 

f^vetefet:  %4mw^,  4es  oWerrati«»  svr  la  ai^t^arali^ie.  lar 
le  mn$^nHt%mf;^  %mr  les  t4»f^r%taref  4e  la  terre,  sar  la  flomaao  4e 
Htuttf  plante«  ete,,  «airi  dies  ««aiparaiiflOBi  baraaAiiqaes  faitci  ä 
Brnvelle»  et  4aa«  le  a«r4  4e  PEarape,  par  Brarais  et  Ck.  Maitiai^ 

M^Moiref  eaaroaa^f  par  l'Aead^aii«  rarale  desSciea- 
ee»  et  Belles-Lettre  4e  Braxelles,  toaie  XV,  1''  partie, 
f^4II^IH4|^  gr.  ia  4.  Braxelles.  1841.    2  TMr. 
eooteaaat: 

Moriz  Hterar  Beeberebes  aor  la  tbeorie  des  i^iMbs  i|aadrati- 
i|oe«;  aieaioire  en  repaase  a  la  qoeatioa  rairaBte:  Oa  deaaade 
an  ai^aioire  d'analyae  alg^briqae,  dont  le  sajet  est  laisie 
aa  rboix  de«  e^^aeorreaf. 


Preitsanfgaben. 

Attfirabe  4er  Akadeaiie  der  Wisseaaebaftea  za  Paris 

für  1843. 

9,rerfi>ctiooner  lef  ai^odei  par'lesquelles  on  rasant  la  probl^ 
^me  des  perturbalioos  de  lajane  oa  des  plaotos,  et  remplacer  les 
„d^.veloppemeDts  ordioaires  en  s^ries  de  sinns  et  de  cosinna  par 
,,d^ttU(res  d^veloppements  plus  conrergents,  conpos^s  de  termes  p^ 
„riodiqaes  que  ron  puisse^  calcoler  facilement  a  Taide  de  certaiaes 
,,table«  coostruites  une  fois  pour  toute«/^ 

l>e  prix  eonsistera  en  ane  medaille  d'or  de  la  valeor  de.3000Pr. 
I^as  m^moires  devront  dtre  arriv^s  au  secr^tariat  de  l'Acad^aiie 
avant  le  \*^  avril  1843«  Ce  terme  est  de  rigueur.  Les  noms  des 
auiear«  teront  eoDtenus  dans  un  billet  cachet^,  qai  ne  sera  ouvert 
que  si  la  pi^ce  est  couroDB^e, 
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Yorläofige    Nachrieht    über   eine    neue  Zeitschrift   für 
Meteorologie,  Erdmagnetismus^  und  verwandte  Ge- 
genstande. 

In  MüDckeD  erscheint. vom  Anfange  dies  Jahres  an  eine  neue 
Zeitschrift  unter  dem  Titel:    , 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grnnert,  Koller^ 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Stieffei,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  Lamttut,  Conservator  der  Königlichen  Sternwarte 
hei  München,  ordentl.  Mitgliede  der  Königl.  Academie 
der  Wissenschaften  in  München,  u.  s.  t^. 

^  Der  dedanke,  welchem  diese  Zeitschrift  ihre  Entstehung  ver- 

dankt, ist -in  neuerer  Zeit  schon  oft  zu  realisiren  versucht  worden, 
ohne  dass  diese  Versuche  bis  jetzt  mit  dem  Erfolge  des  Gelingens 
gekrönt  worden  wären.  Jeder,  wer  sich  lebhafit  für  Meteorologie 
interessirt,  kennt  die  grossen  Dienste,  welche  die  ehemalige  soge- 
nannte Societas  Palatina  zu  Mannheim  dieser  Wissenschaft 
geleistet  hat 3  und  weiss,  dass  die  von  derselben  herausgegebenen 
Ephemeriden  ^)  noch  immer  die  wichtigste  Fundgrube  für  meteoro- 
logische Untersucl^ttngen  sind,  wobei  auch  der  Kurfürst  Carl 
Theodor  von  der  Pfalz^  welcher  diese  meteorologische  Gesell- 
schaft stiftete^  den  Abt  Hemmer  als  deren  Director  an  ihre  Spitze 

'  stellte,  und  dieselbe  in  den  Stand  setzte,  nach  fernen  Gegenden 
meteorologische  Instrumente  zu  senden,  die  alle  bis  dabin  verfer- 
tigten an ,  Genauigkeit  übertrafen  und  vollkommen  tibereinstimmend 
waren,  stets  in  dem  dankbarsten  Andenken  fortleben  und  in  den 
Aianalen  der  Meteorologie  immer  mit  Hochachtung  genannt  werden 
wird.  Ein  ähnlicher  allgemeiner  meteorologischer  Verein  ist  im 
vorigen  Jahre  in  München  gestifitet  wotrden.  Sämmtliche  mitar- 
heitende  Meteorologen  erhalten   sorgfältigst  regulirte  meteo- 

^  rologische  und  magnetische  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlichen  Sternwarte  bei  München  verfertigt  und  bloss  gegen 
Erstattung  der  Auslagen,  d.  h.  utf gefähr  zu  dem  dritten  Theile  des 
gewöhnlichen  Preises,  geliefert  werden,  wonach  ein  Barometer  zu 
dem  höchst  geringen  Preise  von  6  Gulden,  ein  Doppelthermoraeter 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem. ebenfalls  äusserst  niedrigen  Preise 
von  3  Gulden  30  Kr.  abgelassen  wird  **).    Die  Beobachtungen  wer- 


*)  Epfaeuierides    Soc.    meteorolng.   palatinae.     Historia    et    observationes. 

Manh.  178S  - 1792.  XII.  T.  4. 
**)  Die  magnetischen  Instrumente  sind  natürlich  yerhältnissmässig  theurer, 
im  Ganzen  jedoch  die  Preise,  virelche  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit- 
willigst mitgetheilt  werden,  so  niedrig  als  nur  irgend  möglich  gestellt, 
so  dass  durch  dieselben  bloss  die  Auslagen  einigermassen  gedeckt  wer- 
den. Die  sogenannten  Differential -Instrumente  können  in  jedem  Hause, 
wenn  nur  in  der  Nähe  keine  veränderlichen  Eisenmassen  sind,  aufge- 
stellt und  gebraucht  werden.  Natürlich  kann  man  sich  aber  dem  Vereine 
auch  bloss  für  eigentliche  meteorologische  Beobachtungen,  ohne  sich 
zugleich  zu  magnetischen  Beobachtungen  zu  verpflichten,  anschliessen. 
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flen  an  allen  Stationen  nach  einem  gemeinschaftlichen  Plane  ge- 
macht   und  in  den  verschiedenen   Ländern    durch    besondere    dazu 
bestimmte  Meteorologen  rediffirt.     Die  Redaction  für  Bayern  hat 
Hcrr^Dr.  Lamont,   die    Redaction   für    0 es ter reich    haben    die 
Herren  Astronomen  Koller  zu  Kremsmünster  und  Kreil  zu  Prag, 
die  Redaction  für  Würtemberg  hat  Herr  Prof.  Plieninger,  für 
Baden   Herr  Prof.  Stieffei  übernommen,   und  dem  nördlichen 
Deutschland  hoffifc  der  Unterzeichnete  seine  Kräfte  zu  wid- 
men.    Die  oben  genannten  Annalen  für  Meteorologie,   Erd- 
magnetismus und  verwandte  Gegenstände»  deren    Heraus- 
gabe, so  wie  die  oberste  Leitung  des  ganzen  Unternehmens,.  Herr 
Doctor  Lamont  in  München  besorgt,   sind  zur  Bekanntmachung 
der   von    den  Redactoren  nach  München  als  dem  Centralpunkte 
für  das  gesammte  Unternehmen,    gesandten  Beobachtungsjoumalea 
zur  Mittheilung  geeigneter  Aufsätze,  Abhandlungen  u.  dergl.  durcl 
den  Druck  bestimmt,  so   dass  man  dieselben  alle  an  einem  Ort< 
beisummen  findet.     Die  Druckkosten  werden  entweder  ffanz   odei 
wenigstens  so  weit  dieselben  nicht  durch  den  Absatz  gedeckt  wei 
den,   von   der  Kitniglich  Bayerischen  Regierung  getragen 
so  dass  also  das  Unternehmen  durch  diesen  neuen  Beweis  der  Mv^zi^a- 
nificenz,  mit  welcher  von  jeher  die  Königlich  Bayerische  Re 
ffiernnfic  sich  die  Förderung  der  Wissenschaften  angelegen   sei 
lässt,  vollkommen  gesichert  erscheint,  und  nur  zu  wünschen  übri 
bleibt,  dass  noch  recht  viele  Meteorologen  in  den  verschiedenstt 
Ländern   'und    den    entferntesten  Gegenden  sich  dem  Vereine  a 
srchliessen,  *  weshalb  sie  sich  entweder  unmittelbar  nach  Münch 
an- Herrn  Doctor  Lamont  oder  an  den  ihnen  zunächst  wohnendi 
Redactenr  zu  wenden  haben,  um  auf  dem  kürzesten  und  woi 
feilsten  Wege  die  ihnen  nöthigen  Instrumente,  Instructionen,  n.  s. 
zu  erhalten.    Dies  fiir  jetzt  nur  als  vorläufige  Nachricht  über  i 
Unternehmen,  welches,  wie  wir  wenigstens  v^ünschen  und  hoff^^o 
der  Meteorologie  und  verwandten  Wissenschaftszweigen  die  sch^So- 
sten  Früchte  tragen  wird. 

Greifswald  den  11.. März  1842. 

Grunerf. 
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Literarischer  Berieht. 


Philosophie  der  Mathematik. 


Die  Philosophie  der  Mathematik.  Zugleich  ein  Bei- 
trag zur  Logik  und  Naturphilosophie  von  Const.  Franz. 
Leipzig.  1841    8.     H  Thlr. 


Systeme/ Lehr-  und  Wörterhüdier. 


A  Conrse  of  Mathematics,  principally  designed  for 
the  Use  of  Stndents  in  the  East  India  Companj's  Mili- 
tary Seminary  at  Addiscomhe.  By  the  Rer.  J«.  Cape, 
H.  A.  etc.  Protektor  of  Mathematics  and  Classics  at  Ad- 
discomhe.    Vol.  2.    S.    16  8.  cloth.     Vol.  1..   8.    15  s.  cloth. 


Arithmetik. 


Bourdon:  Ausführliches  Lehrhnch  der  Algebra.  Aus 
dem  Franz.  von  E.  W.  Müller.  Quedlinburg.  1842.  8. 
I  Thlr.  16  ggr. 

.^     The  Analysis  and  Solution  of  cuhic  and  hiquadratic 
Bqiiations;  forming  a  Sequel.to  ^»The  Elements  of  Alge- 
Band  ii.  10 
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worden;  aber  die  Begrflndttng  der  ffanzen  Lehre  ist  eigeDdicb  phi< 
loeopbitcby  «od  darin  blieben  jene  Lebreir  sehr  einseitig  und  erreg- 
ten deswegen  überspannte  Hoffounffen,  denen  nie  entsprochen  wer- 
den kann.  Die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  beruht 
nämlidi  auf  der  Theorie  der  Induetionen,  irad  hier  .gehen  jene 
Lehrer  Ton  dein  Seniualiamus  des, Locke,  Condillao  und  Httne 
aus,  und  wollen  alle  Induetionen  nur  als  empirische  nachweisen, 
welche  ohne  alle  Erkenntnisse  a  priori  gelten  sqUen.  Dagegen 
bat  uns  Kant  belehrt,  dass  jede  Erfahrung  erst  a  priori  erkannte 
Bedingungen  ihrer.  Möglichkeit  vorausaetie,  und  wir  leiten  daraus 
ab,  dass  jede  taugliche  Induction  eine  rationelle  werden  müsse, 
«  welche  nicht  nur  durch  die  Erwartung  ähnlicher  Fälle,  sondern  zu- 
höehst  immer  durch  leitende  Maximen  gelte,  deren  oberate  a  priori 
erkannt  werden. 

So  wird  es  nothwendig  für  die  Wabrscbeinlicbkeitsrechnung 
der  Metaphysik  des  Calculs,  wie  die  Franzosen- sagen,  eine  andere 
.  Grundlage  zn  geben.  Dazu  kommt  nun  noch,  da&a  die  Franzosen, 
'  durch  die  einseitige  Begründung,  der  Wahrscheinlicbkeitsreebnung 
ein  viel  zu  weites  Feld  gehen  wollen,  indem  im  Grunde  alle  unsre 
Erkenntniss  allgemeiner  Gesetze  von  ihren  Reseln  abhängen  soll. 
Dadurch  ist  es  gekommen,  dass  sie  viele  Aufgaben  stellen,  und 
Lehren  'ausführen,  die  gar  keinen  wahren  Grund  haben,  und  dage- 
gen beabsichtige  ich  hier  meine  Rede  zu  richten,,  wiewohl  ich  da- 
mit vielen  der  grössten  Mathematiker  streitend  entgegentrete.  Ich 
behaupte,  ilass  der  Grundbegriff  der  mathematiscl^n  Wahrscbein» 
lichkeit  selbst  nicht  genan  bestimmt  sei;  ieh  behaupte,  dass  die 
galize  herkömmliche  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  der  Zeu- 
genaussagen und  der  richteriiehen  Entscheidungen  falsch  sei,  und, 
was  das  Wichtigste  ist,  ich  muss  einen  grossen  Theil  der  Lehren 
von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  ganz  zu  beseitigen  suchen. 
Dies  sind  die  Zwecke  der  hier  vorliegenden  Arbeit.  Am 
Schluss  d^  Vorrede  sagt  der  ¥er£.  endlich  noch:  „Während  ich 
an  dieser  Abhandlung  arbeite,  ist  Poissons  grosses  Werk:  re- 
cberches  sur  la  pronabilit^  des  jugemens;  nicht  nur  -  erschienen, 
sondern  auch  in  meine  Hand  ffelan|^.  Die'  grosse  Kunst  der  mm* 
thematischen  Analjsis,  welche  am  eigen  war,  zeigt  sich  darin  auf 
eine  glänzende  Weise,  daneben  hat  er  manchen  besondern  von  den 
Fehlern  gerügt,  gegen  welche  ick  mei^ne  Kritik  richte:  aber  die 
Grundgedanken  trifft  er  doch  nicht,  ein  wichtiger  Theil  meiner  ta- 
delnden Kritik  bleibt  auch  gegen  ihn  'stehen. 


Geometrie. 


Geometrie  für  Realschulen  von  J.  A,  Pflanz.  Dritter 
TheiL    Stuttgart.  1842.    8.    6  ^r. 

Die  beiden  ersten  Theile  sind  m  Nr.  V.  des  Literarischen  Be* 
riohti  S.  7%  knra  angezeigt.  .  Dieser  inttm  Theil  enthält  die  prak- 
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Praktische  *  GeometHe. 


A  Treatise  ou  Land  Surveying  and  Levelling,  illn- 
strateil  bj  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams, 
in  Four  Parts,  hj  the  Chain,  Theodolite,  Circumteren- 
t[or,  afnd  Spirit  Level;  with  Drawings,  explainin^  their 
nse,  an(|  ex4iibiting  their  adjnstment:  togetber  with  in- 
troductorj  cbapters  on  Geometry,  Logarithms,  Mensu- 
ration  and  Trigonometry;  and  an  Appendix  of  Tablea 
of  Logarithms,  Sines,  Cosines,  Tangents  etc.  to  Six 
Places;  and,  a  Troverse  Table  to  any  Distanee,  and  to 
Three  Minutes  of  Bearing.  By  H.  J.  Castle,  Snrvejor 
and  Civil  Engineer,  Letctnrer  on  Practical  Geometry 
and  Levelling  to  King's  College,  London.  1842.  8.  14  s. 
cloth. 

Der  geschwind  und  richtig  rechnende  Markscheider. 
Von  K.  W.  Böbert.  2te  Aufl.  Quedlinburg.  1842.  8. 
H  Thlr. 


Trigonometrie. 


Piain  and  spherical  Trigonometry«  By  H.  W.  Jeans, 
F.  R.  A.  8.  Royal  Naval  College,  Portsmouth,  late  Ma- 
thematical  Master,  in  the  Royal  Military  Acad'emy, 
Woolwich.  Part  1,  containing  Rules,  Exampies,  and 
Problems,  1842.  3s.  6d.  cl.  Portsea:  Woodward.  London: 
Longman^  Brown  and  Co. 


Mechanilc. 


Lehl^buch  der  Mechanik  nebst  einem  Anhange  über 
Pendel  und  Wage.  Gemeinfasslich  dargestellt  von 
Pion.  Lardner  und  H.  Kater.  Aus  dem  J^glischen  v. 
Heinrich  Kq^sniaun.    Stuttgart  1842.    8.    1  Thlr.  18  g^r. 
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Voracbriften  zur  BerechnuDfi^  der  magnetlscheii  WirkuDg*,  wel- 
che ein  Magnetstab  in  der  Ferne  ausübt.     Von  Gauss. 

Vorschlag  die  Variationen  des  Stabmag^etismus  beim  Bifilar« 
magnetometer  unabhängig  von  der  Kenntnis»  der  Temperatur  xa 
bestimmen.    Von  Weber. 

CJeber  magnetische  Friction.    Von  Vl^eber. 

Ueber  die  absolute  horizontale  Intensität  in  Christiania.  Voo 
Hansteen. 

Untersuchung  über  die  mittlere  Declination  in  Göttingen.  Von 
Goldscfamidt. 

Messung  starker  galvanischer  Ströme  bei  geringem  Wider- 
stände nach  absolutem  Maasse.    Von  Weber. 

Ueber  das  electrochemische  Aequivalent  des  Wassers.  Vop 
Weberv 

Magnetisdie  Beobachtungen.    Von  Bansteen. 

Auszug  aus  den  täglichen  Beobachtungen  der  mäffuetischen 
Declination  iu  Göttingen  im  Jahre  1840.    .Von  Goldschmidt. 

Ueber  die  Bestimmung  der  absoluten  Intensität.  Von  Ghild- 
aehmidt.  i 

Resultate  aus  den  in  den  Jahren- 1834  — 1836  von  Sartorins 
von  Waltershaüsen .  und  Listing  in  Italien  angestellten  Intensitäts- 
messnngen.    Von  Listing. 

Vergleichnng  magnetischer  Beobachtungen  mit  den  Ergebnissen 
'  der  Theorie.     Von  Golds6hmidt. 

BrlänteroDgen  zu  den  Termin szcichndn gen  und  Beobachtirngs- 
zahlen;' 

Beobachtungszahlen  von  den  Vaifiationen  der  Declination  nad 
Intensität  in  den  Terminen  vom  28  —  29.  Februar,  29  —  30.  Mai, 
28  --,29.  August  und  27  —  28.  November  1840. 


Vermischte  Schriften. 


Dreihundert  Aufgaben  aus  der  hphern  und  ange- 
wandten Mathematik.  Von  D.  E.  L.  Lehmüs.  Berlin. 
1842.    8.    18ggr. 

Das  Programm  der  Petrischule  zuDanzig  vonMichae- 
lis  1841  enthält  S.  9  — 14  wieder  mehrere  sehr  beacbtnagswerthe 
wissenschaftliche  Bemerkungen  des,  Herrn  Professors  und  Uirectors 
F.  Strehlke  zu  Daozig,  mathematischen  und  physikalischen  In- 
halts, welche  denselben  Zweck  haben,  wie  die  Ajufgaben,  von  de- 
nen im  ersten  Theile  des  Archivs.  S.  435  Nr.  LV.  und  in  Nr  IV." 
S.  67  des  ^itcrurischen  Berichts  die  Rede  gewesen  isti.  So  bald  es 
der  Raum  gestattet,  werden  wir  wieder  Mehr  eres  aus  diesen  Be- 
merkungen im  Archive  unter  der  Rubrik:  Uebmigsaofgabeii  fiir 
Schüler,  mittheilen. 
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Andi  iü  deM  Programm  d^i  Catharineums  e1i  Lübeck 
TOD  Ostern  1842  smd  auf  S.  34«-»40  von  Herrn  Clir.  Scher- 
ling  mdwere  bei'm  Unterrichte  wirklich  forgekonmene  geonetri- 
Sfthe  lAnfi^aben ,  die  mit  Hülfe  der  Algebra,  ohne  Anwendung  der 
Goniometrie  lösbar  sind,  mitgetheilt.  Anch  von  diesen  Aufgabeif 
•ttllen 'mehrere,  so. bald  et  der  Ra«m  erlaubt,  im  Archive  mitge- 
tlieiit  werden.; 

Zu. wünschen  ist,  dass  mehrere  Lehrer  dem  von  den  Herren, 
S t r e h  1  k e  und  Scherling, ffegebeneu'  Beispiele ^  solche ^ü^aben, 
die-  .bei'm  Unterrichte  wirklich  vorgekommen  sind ,    in    den   Pro- 
grammen mitzutheilen ,  folgen.  ■  -  In  dem  Archive  werden '  dieselben 
gewiss  immer  möglichste  Berücksichtigung  finden. 

Gelegentlich  mag  hierbei  noch  bemerkt  vrerden,  dass  das  Pro- 
gramm des  Catharineums  zu  Lübeck  von  Michaelis  1840 
folgende  Abhandlung  enthält:  x 

Ueber  die  Curven.,  die  enthalten  sind  in  der  Polar- 

fleichung  ff  =  a  iF^.trig  {g>)  und  üb^er^diejeiiige,  welche 
argestellt  wird  durch  die  Polargleichung  msz»  see  ^+&» 
Ton  Chr.  Scherling,  Coli,  für  Mathem.  und  Natqrw. 

Der  Verf.  hat  nämlich  in  dieser  Abhandlung  den  Zweck:  die 
Curven  zu  untersuchen,  welehe  die^  Eigenschaft  haben,  dass  der 
Radius  Vector  eines. jeden  Punktes  gleich  sei,  dem  Produkte  aus 
einer  constanten  Grösse  a  in  irgend  eine  trigonometrische  Function 
des  Winkels,  den  der  Radius  Victor  mit  einer  festen  durch  den 
Pol  gehenden  Linie  macht.  ^^ 

Mathematical  Tra'cts:  1.  Lunar  and  Planetary  Theo- 
ries.  2.  Figure  of  the  Barth.  3.  Precession  and  Npta- 
tion.  4.  Calculus  of  Variations.  5.  Undulatory  Theory 
of  Optics,  a,nd  Theory  of  Polarization.  Designed  for 
the  use  of  Students  in  the  Universities.  By  G.  Biddell 
Airy,  M.  A.  F.  R.  S.  Astronomer  Royal.  3d.  Edition,  cor- 
rected,  1842.  8.  15s.  London:  .-John  W.  Parker  West 
Strand.  Cambridge:    Deightons.  . 


/. 


Educationel  Models  etc.    sold    by  Taylor  et  Walton, 

28,  Upper  Gower  Street.    . 

'    A  Pyrometer  for.  shewiog  the  expansion  of  metals.     15  s. 

Atwood's  Machine  for  explainin^  the  laws  6f  falling  bo- 
dies,  with  apparatus  attached  for  illustratitig  the  theory  ofthepen- 
dufum.  Price  of  Atwood's  Machine.  with  a  ,,Companion'^  L.  2.  2  s.; 
additional  apparatus  for  the  pendulum  L.  1.  1  «.  * 

A  set  of  mechanical  powers;  containing  the  Lever  — 
Wheel  and  Axle  —  series  of  Pulleys  —  the  Inclined  Plane  — 
Wedge  —  Screw  —  with  Examples  of  the  Parallelogram  of  For- 
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ces  —  Ceatf«  of  GniTity  —  FricftioB  — -  CollisioB  of  EUftie  Be- 
lli«* —  €«»fOBB4  LoTer,    Price  L.  5.  5  g.  ia  a  Box. 

A  Sttc^sd  S«t>  oaiittiDg  tke  ParallelograM  of  Forces  •■4€tll- 
tioB  of  BUslic  Bodieik  Price  in  »  Box  L.  2^  12  s.  6  d.  A  cewt- 
■er  Set  L.  1.  6  s.  3  d.  in  a  Box. 

Pkilosopkical  Diagraas;  illutratiofftlie  Tarious  Wa^kt 
of  Naliml  Pkilosopkj.  nj  Frederick  J.  Minaii,  Ledvcr  »f 
Natural  Pkilosopky  etc.  Desigaed  for  tke  ase  of  Lectarers,  FUlt- 
loso^cal  dasses,  aad  iickooli.  1  st  Series  —  McckaaioL  li 
Moatklj  NuMbers  eack  coataiaiag  3  Skeets  of  DiagraM,  price  3 1. 
eack  Na«ber., —  Naaiker  1  is  just  paklisked. 

GeoMOtrical  solids  to  iHastrate  Beiaer's  Lcssoas  •■  fini, 
aad  otker  works  ob  Cteoaetry.    Tke  Set,  ia  a  Box,  §  s. 

Ab  lastrBMeat  for  teackiag  Geometrj,  cooTertikb kto 
a  Tkeodolite,  Spirit  LcTel ,  Hadlej's  Sextaat,  aad  WoUaststi  £•- 
aioBMter.    Price  L.  2.  12  s.  6  d. 

DiagraMs  ia  Wood,  to  iUostrate  Dr.  Lardaer'a  EMliiWd 
Geoaetry»  Book  1.    Tke  Set  oi  Niae,  in  a  Box,  7  a.  6  d. 
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VIII. 

Literarischer  Beiieht. 


Systeme^  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Mutheseos  Universalis  formulae  fundametitales  Ca- 
roH  Joli.  Ds.  Hill,  a  CA.  Augustinson  MDCCCXLl  publice 
defeasae.    Lundae.  XDCCCXLI.    4.    4  gg. 

Le)irbuch  für  den  gesajnmten  mathematiscLen  Ele- 
mentan-Unterricht  an  Gymnasien,  höliern  Bürger-  und 
Militair  •  Schulen.  Bearbeitet  von  Dr.  Alartin  Ohm. 
Dritte,  durchgesehene  und  theilweise  umgearbeitete 
Auflage.    Leipzig.  1842.    8.    22  ffgr. 

Dieses  seiner  Kinricfitung  und  den  Ansiebten  seines  Vfs.  über 
den  mathematischen  Unterricht  nach  aus  den  beiden  ersten  Auflagen 
hinreichend  bekannte  Lehrbuch  tiir  den  gesammten  mathematiscuen 
Elementar -Unterricht  enthält  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  ebene 
Geometrie  mit  Einschluss  der  ebenen  Trigonometrie,  die  körper- 
liche Geometrie  mit  Kinschluss  der  sphärischen  Trigonometrie,  und 
in  einem  Anhange  bliniges  über  Reiben  und  über  Permutationen 
und  Combinationeu,  nebst  den» Beweise  des  binomischen  l^ehrsutzes. 
Da,  wie  gesagt,  die  Ansichten  des  Vfs.  schon  bekannt  genug  sind, 
und  allerdings  auch  schon  bei  vielen  Lehrern  Kingang  gefunden 
haben,  wie  am  besten  durch  die  wiederholten  Auflagen  des  vorlie- 
genden Werkchens  tiewiesen  wird,  so  würde  eine  nicht'überall  bei- 
fällige Kritik  derselben,  wobei  wir  übrigens  manches  TretTliche  in 
deoselben  keineswegs  verkennen*  und  dem  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Achtung  gezollt  haben,  in  diesen  bloss  für  kurze  Anzei- 
gen und  literarische  Notizen  bestimmten  literarischen  Berichten  nur 
unpassend  erscheinen.  Unterdrücken  aber  können  wir  in  Bezug  auf 
(.  177.  —  §•  181.  die  Bemerkung  nicht,  dads  die  Formeln 

sm  a:=, öp<= >  ^^^  ^  = jj 

und  die  aus  denselben  gezogenen  Herleitungen,  auch  wenn  sie  nur 
gelegentlich  beigebrocht  sein  solUeOi  in  eiuem  für  erste  Anfänger 
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.  bestitumten  Lehrbuche  nach  unserer  Ueberzeugung^  gewiss  gnnz  am 
unrechten  Orte  sind,  und  den  Anfänger  nur  verwirren.  So]che 
eigentlich  nur  symbolische  Ausdrücke  in  ihr  rechtes  Licht  zu  stel- 
len und  ihre  richtige  Anwendung  zu  zeigen,  rauss  .nach  un9erer 
Ueberzeugung  ganz  einem  höhern  Unterrichte  aufbehalten*  bleiben. 


Arithmetik. 


Die  neue  Mul tiplication  oder  Anweisung,  die  unmit- 
telbare Berechnung  der  Productc  aus  zwei-  iiis  acht- 
zifferigen  Factorcn  nach  einer  einfachen^  von  der  bis- 
her gebräuchlichen  ganz  verschiedenen  Methode  aus- 
zuführen. Für  Freunde  der  Arithmetik,  für  alle  Clas- 
sen  von  Rechnern,  namentlich  aber  zur  Einführung  in 
Gymnasien  und  Bürgerschulen  zum  Druck  befördert. 
Zweite,  ganz  umgearbeitete  Auflage.   Oldenburg.  1842.  8. 

Bei  der  gewöhnlichen  Art  zu  niultipliciren  bildet  man  bekannt- 
lich, wenn  im  Allgemeinen  a  +  d  +  c-\-d-i-.,,.  der  Multipli- 
cand,  a-4~i^  +  ^  +  <^+ •  •  • .  der  IVlultiplicator  ist,  nach  und  nach 
die  Producte  "  . 

(«p -f- Ä -f- c -f-i/-|- .  . .  .)«^ 

{a-\-6  +  c  +  ä+ )ß, 

(»H- ^ -1- c -H  </-f- . . . .)/, 

'   {a-hlf-^-c+d-^  , , .  .)d^ 
u.  s.  w. 

indem  man  jedes  derselben  wieder  in  seine  einzelnen  Theile  auf- 
löst, und  erhält  durch  Addition  aller  dieser  Producte  das  gesuchte 
Product  des  gegebenen  .  Multiplicandus  und  Multiplictors.  Der 
Verf.  setzt  dagegen 

(a  +  Ä  +  c-h^-l-.  ..)(«  +  /?-!-;' -f-d-+-.  .  ,) 

'  =  «ra -4- ^a  •+■€?« -+•</«   " 

+  «;'  -I-  l^y  +  cy^dy 

u.  s.  w. 

ordnet  die  einzelnen  Theile  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  nach  den  Diagonulreihen,  wodurch  er  -. 

1=:  aa 


•  •  .  . 


•  .  •  • 


(ifß  H-  la)      ' 

{dy  -H  ÄjJ  -f-  ca) 

(fli^hy-^cß'\'i 

1 
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erbält,  biUet  die  sämmtlicben  einzelnen  Theile  dieses  Aggregats, 
und  erbält  durcb  deren  Addition  das  gesuchte  Product ,' wöbet  er 
übrigens  die  einzelnen  Theile  nicht  vom  ersten  bis  zum  letzten^  in 
der  Ordnung  wie  sie  vorher  geschrieben  worden  sind,  sondern  in 
umgekehrter  Ordnung  vom  letzten  bis  zum  ersten  bildet  und  zu 
einander  addirt.  Hierin  besteht  das  ganze  Kunststück!  Soll  man 
z.  B.  78^  mit  543  multipliciren,  so  sagt  man  6 .  3  f!st  18,  schreibt 
die  8  hin,  und  behält  1  im  Sinne;  hiefauf  sagt  man  S^.3  +  6.4 
ist  48,  und  1  dazu  ist  49,  schreibt  die  9  hin  und  behält  4  im 
Sinne;  .dann  sagt  man  7.3  +  8.  4+^6  .  5  ist  83,  und- 4  dazu  ist 
87,  schreibt  die  7  bin  und  behält  8  im  Sinne;  hierauf  sagt  man 
7.4  +  8.5  ist  68,  und. 8  dazu  ist  76,  schreibt  die  6  hih  und  be- 
hält 7  im  Sinne;  endlich  sägt  man  7.5  ist  35  und  7  dazu  ist  42, 
welche  Zahl  nun  auch  hingeschrieben  wird.  Hiernach  erhält  (las 
Exempel  folgende  Gestalt: 


786    '' 
543 


426798 
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So  unbedeutend  die  Suche  auch  an  sieb  nach  unserer  Ueberzeu- 
gung  ist^  und  so  wenig  wir  glauben,  dass  dieselbe  sich  ei njer  gün- 
stigen Aufnahme  erfreuen  wird,  so  hielten  wir  es  doch  für  unsere 
Pflicht,  diese  -neue  Multiplicationsinetliode  hier  etwas  näher  zu 
characterisiren ,  weil  der  Verf.  dieselbe  namentlich  zur  Ein- 
führung in  Gymnasien  Und  Bürgerschulen  bestimmt  und* 
empfiehlt.  Wir  haben  unsere  Pflicht  gethan  und  unsir  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durch  das  Obige  jeder  T^ehrer  in  .den  Stand  gesietzt 
wird,  sich  über  diese  neue  Multiplicationsmetbode  selbst  ein  Ortheil 
zu  bilden. 

Tafeln  zur  Verwandlung  aller  Brüche  vonTrsg' ioöo" 

1  100 

und  von  |qqq.' — innooo  *°  ^ünf  bis  siebenziffrige  Dei^imal- 

brüche,  oder:  Tafeln  zur  Berechnung  der  sieben^iffri- 
gen  Quotienten  aller  oben  angegebenen  Dividenden 
upd  Divisoren.  Nebst  einigen  auf  be'nannte  Zählen  be- 
züglichen Decimultabellen  und  einer  Anweisung  zur 
allgemeinsten  Anwendung  der  Decimalbruchrechnung 
auf  die  Auflösung  der  gewöhnlichsten  arithmetischen 
Aufgaben.  Für  Mathematiker  und  Geschäftsleute  so- 
wohl, als  auch  Lehrer  und  l^ernende  eingerichtet  und 
berechnet.    Oldenburg.  1842.    4. 

Diese  neuen  zur  Erleichterung  d£T  Verwandlung  der  gemeinen. 
Brüche  in  Decimalbrüche  bestimitften  Tafeln,  deren  Verf.  sich  nir- 
gends genannt  hat,  haben  die  folgende  ißinrichtung.  Auf  198  Sei- 
ten   enthalten    dieselben    alle    gemeinen  Brüche,   welche   aus  'dem 

'  ö    '  ^ 

Bruche  -r-  entstehen,  wenn  man  für  den  Zähler  a  alle  ganze  Zah- 
len von  1  bis  99  setzt,  und  mit'jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als 
Nenner  d  alle  ganze  Zahlen  von-1  bis  999  verbindet,  in  Decimal- 
brüche  mit   sieben  Decimalstellen   verwandelt.     Einem  jeden   der 

J2* 
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Auf  äholi 

iclie  Art  isi 

> 

/ 

( 

987C6 

887 

98 
887' 

^^  +  8?7/ 

n  10,4848 

10  + 

0 

887 

• 

1     0,856821 
(     0.0067644 

=    111,3483854 

.  • 

Dass  diese  Resultate  nun  aber  uiebt  mehr  bis  auf  sieben  Stellen 
richtig  sind,  versteht  ^ch  von  selbst,  weshalb  aucb  der  Verf.  in 
§.  14.  der  Einleitun&r  tiocb  ein  anderes  bei  diesen  Verwandlungen 
anzuwendendes  Verfahren  lehrt. 

Uebersteigt  der  Nenner  des  in  einen  Decinialbruch  zu  verwan- 
delnden  gemeinen  Bruchs  die  Gränze   der  Tafeln ,   ohne  dass  dies 

auch   bei   dem  Zähler  der  Fall  ist,   so   hat   man  sieb  auf  folgende 

fiß 
Art  zu  verhalten.     Der  gegebene   gemeine  Brubb   sei  z.  B.  77ÖÄ2* 

Unmittelbar  aus  den  Tafeln  ergiebt  sieb  zuvörderst 

j^  =  0,0048315. 

Ferner  findet  man  aus  den  Tafeln  leicht  als  Differenz  zwischen  den 
beiden  Brüchen 

86         ,    86 

VSir   und  T=r 

178      X     179         . 

die  Grösse  0,0026^92,  foliglicb  als  Differenz   zwischen  d^n  Brüchen 

86  ;      86. 

und 


17800  17900 

die  Grösse  0,000026092,  oder,  wenn  die  Ziffer  u'nmittelbar  vor  dem 
Komma  sich  auf  Einheiten  der  siebeqten  Decimalstelle  bezieht,  die 
Grösse  269,92.       • 

Ueberbaupt  ist  nun,  wqbu  —  ein  s^ehr  kleiner  Brucli  ist,  nähe- 
rn ugsweise 

m -f-n         «1^  m'      •      m^  m'^^m         m  '  m^ 

100 
und  eben  so,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  näherungsweise 

a  «/*    ,    100.    ,         «/t        lOOv         a  «100 


j»  /|  IWv     I  ^/|  _  iWv  jg     __    ^ 


nt  ^  100         m^  m'  m^  m'       m         m       m 

Ceb^rlegt  man  jetzt,  dass 

an  a      100       n 

m  '  tn         m  *   m  '100 

ist,  so  ist  klar,  dass  in  Bezug  auf  den  obigen  speciellen  Fall 

Oft        *  (i*> 

j^  =  0,0048315  —  0,000026992  .  -^^ 
odef,  weil  ' 


ff 
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269  92  X  62  =  16735,a4 


aUo 

100 


209,92  X:i^=  167,3504 


ist 


r 


®^     =  \  0,004831 5 


17862 

r       —  167 


=    0,004814$. 


Wenu  sowobf  der  Zähler,  als  auch  der  Neooer  des  gegebeoeo,  iu 
einen  Decimalbruch  zu  verwandelnden  gemeinen  Bruchs  die  Gränze 
der  Tafeln  übersteigt,   so   hat  man  auf  folgende  Art  zu  verfahren. 

Der  gegebene  Bruch  sei  z.  B.  q^;^^?'     ^^^  zuvördefst 

866 .        86       -^    ^      6 
973  ""■  973  •        "*"  973 

ist,  so  findet  man  mittelst  der  Tafeln  leicht 

®^^  '  0,0088386 


97300 

^0,0000617 


=    0,0089003. 
Für  ~  und  ^  sind  die  Differenzen  nach  den  Tafeln  0,0000910 
und  0,0000063.    Also  ist  die  Differenz  für  ^^ 

.=  J0,00000910 

70,000000063  ^ 

=    0,000009163. 

,  Multiplicirt  man  dies,  weil  97300  —  97287=13  ist,  mit  13,  so  er- 
hält  man  als  Product  0,000119119,  und,  dies  durch  100  dividirt, 
giebt  0,0000012.    Also  ist  . 

^42 


=    0,0089015 

Wie  man  dies  in  der  Praxis  abzukürzen*^  hat,  wird  sogleich  efh^llen. 

Angehängt  sind  den  Tafeln  zur  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrüche  noch  Verwandlungstahellca  einiger  Maasse, 
Terwandtuagstabellen  einiger  Gewichte  und  Verwandlungstabellen 
einiger  Münzen. 

Kann  nun  auch  über  ein  sehr  wesentliches  Erforderni'ss  solcher 
Tafeln,  nämlich, über  ihre  Correctheit,  erst  nach  längerem  Gebrauch 
derselben  entschieden  werden,  si>  glauben  wir  doch  durch  die  vor- 
hergehenden Bemerkungen  hinreichend  nachgewiesen  zu  haben»  dass 
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die  obigen  Tafeln  zur  Verwandlung  der  gemeinen  Brüche  in  DecimaU 
brüche,  ungeachtet  schon  mehrefre  ältere  Schriften,  die  eine  ähnliche 
Tendenz  haben,  wie  z.B.  die  Rechnuhf^  mit  Decimulbrüchen 
und  Lofi^rithmen  nebst  dazu  gehörigen  ganz  neu  berech- 
neten Tafeln.  Von  F.  A.  Schroter.  Helmstädt.  1799.  4.  und 
W.  F.  Wucherer's  Beiträge  zum  allgemeiner«  (/ebrauchc 
der  Decimalhrüche  öder  Tafeln  u.  s.  w,  Karhsruhe.  1795. 
8.,  cxistiren,  verdienen,  von  praktischen  Rechnern,  denen  sie  sich 
vorzüglich  durch  ihre  einfache  Hünrichtung  empfehlen  werden,  und 
Lehrern  nicht  unbeachtet  zu  bleiben. 

Lehrbuch  der  Arithmetik,  allgemeinen  Grössenichre  ' 
und  Algebra  für  die  mittlem  und  ohern  Klassen  der 
Gymnasi,en  und  höhern  Bürgerschulen  von  J.  W.  Eiser- 
mann, Oberlehrer  der  Math,  und  Nnturw.  an  dem  Gym- 
nasium und  der  Realschule  in'  Saarbrücken.  Saür* 
brücken.  1842.    8.    20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  schliesst  sich    im   Allgcmeinea  und  Wesent- 
lichen  den  Ansichten  an,  welche  M.  Ohm  in  seinen  verschiedenen  • 
Lehrbüchern  geltend  zu  machen  gesucht  hat. 

Voung's  Analysis  and  Solution  of  Gubic  and  Biqua- 
dratic  Equations.  1842.     12.     6s. 

Tubledes  logarithmes  des  nombres  depuis  1000  j u s q u'ä 
10000.     Pur  Croizet.  in  4.    Chez  Petissonnier.  1842.    6  Fr, 

Der  Geist  der  mathematischen  Analysis  und  ihr  Ver- 
hältniss  zur  Schule  von  Dr.  Martin  Ohm.  Auch  als  An- 
hang zu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern.  Berlin. 
1842.    8.    1  Thir.  *  - 

Der  Herr  Verf.  theilt,  um  uns  hier  seiner  eignen  Worte  aus 
der  \'orrede  zu  bedienen,  in  dieser  Schrift  ,,so  kurz  als  es  ihm 
„nur  immer  möglich  gewesen  ist,  das  Wesen  der  Ansichten  mit, 
,, welche  derselbe  in  seinen  Schriften  seit  1816,  besonders  aber  seit 
,,1822  gelehrt  bat  und  lehrt,  -^  Ansichten,  welche  das  Glück  ge- 
,,habt  haben,  in  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern  vielfachen  Bei-  - 
,,fall  zu-  linden,  welche  aber  auch  vielfach  missverstanden  worden 
j.sind,  und  wahrscheinlich  doshalb  leichter  missverstanden  werden 
„konnten,  weil  ein  Lehrbuch  noch  so  manches  andere  zu  berück- 
,, sichtigen  hat,  welches  das  Auffassen  ^es  Wesens  der  Sache  er- 
, «schwer).  Gegenwärtige  kleine  Schrift  setzt  voraus,  dass  der  Le- 
iser alles  Material  selbst  einschalte^  und  beschäftigt  sich  bloss  mit 
,,der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  und  entschiedener 
;,Begrifi'e  und  zwar  aller  derer,  um  welche  sich  die  mathematische 
„Analysis  herumdreht.^'  Auf  wSeite  15  spricht  sich  der  Herr  Verf. 
über  seine  Schrift  ferner  in  .folgenden  Worten  aus:  ,, Der  Verf.  ist 
9,in  diesem  Augenblicke  überzeugt,  dass  er  seine  Lehrbücher  nur 
,, ruhig  wirken  lassen  dürfe,  uip  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
,,von  den  meisten  Pädagogen  adoptirt  zu  sehen,  weil- sie  sich  ne- 
,,benbei  (eben  wegen  der  darin  vorwaltenden  wissenschaftlichen 
,, Einheit)  durch  eben  so  grosse  Einfachheit  als  Bequemlichkeit  aus- 
,, zeichnen.  In  so  fern  sich  aber  Mathematiker  von  Fach,  wie  z.  B. 
„Al^el  es  gewesen  ist,  mit  dem  Lesen  von  Elcmentar-Lehrbüchern, 
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.,aucli  wenn  sie  in  ihnen  die  Quellen  ihj-er  Klagen*] 
,, verstopft  finden  könnten,  in  der  Regel  nicht  befassen,  sc 
., versucht  es  der  Verf.  in  diesen  Bogen  denselben  seine  Ansichteii 
,.anf  eine  möglichst  kurze  und  übersichtliche  Weise  yor* Auges  zi 
<:  ., legen,   und   zugleich  die  wichtigsten  Folgerungen  herForzuheben 

.r'  .,welche  sich  fdr  das  sichere  und  nothwendig  richtige  Arbeiten  m 

,. unendlichen  Reihen  daraus  ergeben/^  Diese  eignen  Worte  d« 
Herrn  \'erfs.  müssen  der  Beschränktheit  des  Raums  weg^en  biei 
hinreichen ,  um  den  Lesern  des  Archivs  den  Zweck,  welchen  d« 
Herr  Verf.  durch  seine  Schrift  zu  erreichen  beabsichtigte,  vor  d)( 
Augen  zu  führen. 

■ 

Wichtig  für    die  Theorie   der    bestimmten .  Integrale    sind  dif 
folgenden   uns  neuerlichst  aus  Schweden   zugekommenen   Abhasd' 
!-  langen. 

De  seriebus  periodicis  .auctore  Adolpho  Ferdinanrfi 
Svanberg.    (Ex  Actis  Reg.  8oc.  Scie'nt.  Upsal.)    Upsaliat 
1836.    4. 
!  Diese  Abhandlung  ist  auch  für  Astronomie  von  besondera  W 

teresse. 

Deux  Memoires  sur  les   integrales  d^finies  parC.  J 
.•  Malmst^n.     Extrait  des  Acta  Reg.  Soc.   Upsal.     Ä   Upsal 

1841.    4. 

1.    Memoire  sur  les  integrales 

y'*m{\  —  p  cos  tx)q^(x)dx         f^P  sin  tx  fOr)da: 
0    1  —  2;?  cos  tx-^p^        «/q  1 — ^p  cos  tx-^p^' 

2     Memoire  sur  les  integrales  definies  entre  a:=r.^  et  a;=2 

Om  Integralen  /     7^ ttt  af  Carl  J.  Malmsten.    Ai 

p  den  K.  V.  Acad.  Handl.  1841.  ^ 

!  Theoremata  nova  de  integralibus  dcfinitis,   snraBJ 

tione  serierum  earumqnc  in  alias  series  transforni 
tioae.     Auctore  Curol.  Job.  Malmsten,   Phil.  Alaff.  ad  Re; 

>:.  Acad.  Upsal.  Math,  infer.  I>oc.     Upsaliae.  1842.     8. 

j;  Wir  werden  künftig  aus  allen  diesen  vieles  lutcressante  es 

i  haltenden  Abhandlungen  im  Archive  Auszüge  mitiheilen. 

I'  ^       Disquisitio  academica,  integrationem  aequationisei 

i  jusdam  differentialis  exhibens,  quam  consent,  ampl.on 

1  philos.    Lundens.,    praeside    Carolo   Job:  Ds.    Hill^  Mail 

i  prof.   reg.  et  ord.^  pro    gradu    philosophicn    publice  exi 

mini  subjicit  €.  A.  Ehrensvärd.  Comes.     Lundae.  1841.  ^ 

\  Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Integration  der  Diti 

^    rentialgleichung  des  5ten  Grades  Ai^da^ — a:^di/)'\-Bda/"\-Cd^ 

\  wo  Az=ia^^a^'\'a„^J,   £=0^-^0,0^+6 „y\    C^zzCo-^-c/r^+c^, 

ist,  und  die  Coefficienten  von  a:*  und  y'  constant   sind,    nach  tei 

schiedenen  Methoden. 


•)  M,  vergK  hierbei  Archiv  Theil  I.  Literarischer  Bericht  Nr.  I.  S.  20. 

Gr. 


X  • 


125 


Geometrie. 


Leiirbu'ch  der  Geometrie,  enthaltend  die  ebene  Geo- 
metrie und  die  Stereometrie  nebst  An wendunff- der  Al- 
gebra auf  dieselben.  Von  Friedrieb  Prosa,  Professor 
der  Matbematik  an  der  Königlichen  polytechnischen 
Schule  zu  Stuttgart.  Mit  neun  Figurentafeln.  Stu,tt- 
gart.  1S42.    8.    2  Tlilr. 

Ein  recht  vpllständiges  in  deutlicher  Darstellung,  mit  steter 
Rücksicht  auf  praktische  Anwendung  verfasstes,  und  einen  ziemlich 
grossen  Reichtlium  einzelner  auch  vielfach  die  Praxis  berücksichti- 
gender, auch  hin  und  wieder  neue  Relationen  darbietender  Aufgaben 
enthaltendes  I^hrbuch  der  ebenen  uod  körperlichen'  Geometrie, 
welches  in  seinem  Kreise  gewiss  vortheilhaft  wirken  wird.  Beson- 
dern Fleiss  scheiot  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  viele  praktische 
Anwendungen  so  wichtigen  Körperberechunngcn  verwandt  zu  haben. 
Dass  in  diesem  Lehrbuche  nicht  besondere  Rücksicht  auf  descrip- 
tive  Geometrie  genommen  worden  ist^  wie  man  seiner  sonstigen 
Anlage  nuch  wohl  hätte  erwarten  können,  hat  seinen  Grund  jecfen- 
fallsj|arin,  dass  auf  polytechnischen  Lehranstalten  in  diesem  Theile 
der  Geometrie  mit  Recht  wohl  durchgängig  ein  besonderer  ausfuhr-^ 
lieber  und  in's  Kiozelne  gehender,  mit  vielfachen  Uebungen  im 
Zeichnen  verbundener  Unterricht  ertheilt  witd,  für  welchen  daher 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geometrie  doch  kein  hinreichendes  Mate- 
rial hätte  gc^liefert  wenlei^  können,  weshalb  es  allerdings  am  besten 
war,  denselben  von  den  gewöhnlichen  Kiementen  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Tabellen  zur  Vergleichung 
der  Maasse  verschiedener  Länder  und  eine  Tafel  der  specifischen 
Gewichte  sind  dem  Buche  beigegeben. 

Elements  de  G^om^trie  par  Eugene  Lionnet.  in  4. 
Chez  D^zobrj.     1842. 

Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Rein-geometri'sfch 
dargestellt  von  Dr.  Hohl,  ausserordentlichem  Prof.  der 
Math,  an  der  Univ.  zu  Tübingen.  Mit  11  Figurentafeln. 
Tübingen.  1842.    8.     l  Thir.  6  ggr. 

Diese  Schrift  leistet  das,  was  ihr  Titel  verspHdit/ in  ziemlicher 
Vollständigkeit,  und  verdient  l^hrern  deshalb  empfohlen  zu  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  grosse  Anzahl  in  verschiedenen  Schriften 
zerstreuter  Sätze,  —  durchgängig  nach  rein  •geometrischer  Me- 
thode, ohne  Einmischung  des  Calcnls,  behandelt,  — '  an  einem  Orte 
beisuiaieD  finden.  Ohne  des  allgemeiner  Bekannten  zu  gedenken 
erwähnen  wir  hier  nur  n.  A.  die  das  Grösste  und  Kleinste  betref- 
fenden Eigienscbaften  der  Prismen  und  Pyramiden,  wobei  der  Verf. 
Lhnilier'a  bekanntes  Werk:  De  relatione  mutua  capacita- 
tis  et  terninornm  figurarnm,  geometrice  considerata. 
Varsaviae.  1782.  benutzt,  statt  der  zum  Theil  algebraischen 
Beweise  aber  geometrische  snbstituirt  hat;  die  Lehre  von  den  arclii- 
nedischen  Polyedern  mit  zweierlei  nnd  dreierlei  Seitenflächen;  die 
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Hindernisse  in  den  Weg  treten ,  doch  häufig^  mit  besonderer  Kle- 
ganz  mittelst  des  Messtisches  in  Ausßihruog  brinffeu  lossen,  und 
nach  unserer  Krfahrung*  namentlich  Ton  den  befähigtem  Zuhörern 
immer  mit  besonderm  Interesse  aufgenommen  werden.  Tafeln  zur 
Vergleichuna  der  Maasse  sind '  auch  beigegeben.  Mit  besonde- 
rer Ausführlichkeit  verbreitet  sich  die  vorliegende  Schrift  übet 
das  topographische  Zeichnen,  wobei  der  Verf.  ganz  Leb  mann 
folgt,  und  es  sind  zugleich  eine  grössere  Anzahl  rocht  gut  auRge- 
führter  lithographirter  Tafeln  beigegeben,  die,  wie  wir  glauben, 
zweckmässig  als  Vorlegeblätter  bei'm  Unterrichte  im  Zeichnen  go< 
braucit  werden  können.  In  dieser  Beziehung  verdient  daher  das 
vorliegende  Buch  vorzüglich  bei  dem  hohen  Preise  des  bekann- 
ten l^ehmann'schen  Werkes,  für  diejenigen,  welche  sich  eine  hin« 
reichende  Kenntniss  der  Lehmann'schen  Methode  erwerben  wollen, 
noch  besondere  Empfehlung. 


,Trait6  d^ar^age   et'  de    m^trage. 
BZ  Petissonnier.  1842.     1  Fr.  2  s. 


Par  Croizet.  in   12 
Che 


4 

P'ractical  Geodesy,  comprising  Chain  Surveying,  th« 
Use  of  Surveying  Instruments,  together  with  Laveiling 
and  Trigonometrical,  Mining,  and  Maritime  Surveying 
Adapted  to  the  use  of Land-Surveyors,  and  forStudenti 
io  Civil^  Military,  and  Naval  Engineering.  By  Butlei 
Williams,  C.  K.  1^.  G.  ii.  Professor  of  Geodesy  in  the  Col 
lege  for  Civil  Kngineers,  London.  1842.  8.  with  nume« 
rous  Illustrations.     12  s.  6  d. 


I  ■ 


Praktische  Mechanik. 


Cours  eli^mentairc  de  M^canique  industrielle  par  Ja 
riex.    2  vols.  et  Atlas.    8.^1842.    5|  Thir. 

Theorie    g^ometrinue   des    engreuages    par    Olivier 
avec  4  planches.    4.     1842.    4  Thir. 


Astronomie. 


Ijcichtfassliche  Vorlesungen  über  Astronomie  fH 
jene,  denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehl 
Von  August  Kunzek,  Doctor  der  Phil.,  ord.  öffentl.  Pr4 


■l' 


11 


•  • 


I 

; 
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!  der  Physik  und  angewandteo   Mathematik   an  der  Uni?. 

|i  in  Lemberg.    Wien.  1842.    8.     1  Tlilr.  16  ggr. 

''  Der  Zweck  dieses  zwar  nur  kurzen,  -aber  deutlich  Terfasstea 

populären  Lebrbuchs  der  Astronomie  ist  durch  seinen  Titel  hin- 
reichend bezeichnet.  Die  Vorrede  beginnt  der  Verf.  mit  den  fol- 
genden schönen  Worten  Jean  Paul's  aus  der  Levana.  „Ich 
„verarg'  es  eue^n  Eltern,  dass  sie  euch  nicht  Astronomie  lernen 
,)lie8seo,  sie,  die  dem  Menschen  ein  erhabenes  Herz  giebt,  und  ein 
3,Auge«  das  über  die  Erde  hinaus  reicht,  und  Flügel,  -die  in  die 
„ünermesslichkeit  heben,  und  Einen  Gott,  der  nicht  endlich,  son- 
^ydern  unendlich  isf  Angehängt  dem  aus  23  Vorlesungen  be- 
stehenden Werke  sind  einige  arfthmetische  und  «geometrische  Be- 
griffe und  i<iätze,  und  einige  trigonometrische  Betrachtungen  über 
Parallaxe,  Aberration,  Berechnung  der  Länge  der  Tage  und  Nachte,, 
der  Dauer  der  Dämmerung^  ui  s.  w. 

Erläuteruns^en  zu  J.  J.  y.  Littrow's  Vorlesungen  über 
Astronomie  (V$^ien  1830  bei  J.  G.  Ueubner)  von  C.  L.  ▼. 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Sternwarte  der  K.  K.  Univer- 
sität zu  Wien,  u.'s.  w.  Mit  5  lithographirten  Tafeln. 
Wien.  1842.-    8.     1  Thlr. 

Diese  Erläuterungen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  bekannten  Torle- 
sungen über  Astronomie,  von  denen  (oder  von  der  theoretisched 
und  praktischen  Astronomie  desselben  Verfs.  Wien,  1821  — 1827), 
wie  wir  aus  der  Vorrede  zu  den  Erläuterungen  zju  unserer  Freude 
ersehen,  a.uf  Sir  John  Herschel's  Veranlassung  bald  ein^  engli- 
sche Uebersetzung  erscheinen  wird,  werden  minder  geübten  Lesen 
des  genannten  in  mehrfacher  Beziehung  ausgezeichneten  Werkes, 
wep^ep  der  Kürze  der  Darstellung  an  den  meisten'  Orten  in  den« 
selben,  gewiss  sehr  willkommen  sein,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
Herr  C.  fj.  v.  Littrow  auch  mehrere  werthvolle  Zusätze  zu  den- 
J.  selben,  wohin  wir  z.  B.  auf  S.  112 — 117  Jvory's  von  den  Prfn- 

cipien  der  Wahrscbeinlichkeitsrechnuog  unabhängige.,  und  sonach 
für  erste  Anfänger  recht  wohl  geeignete  Darstellung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  rechnen,  geliefert,  und  an  mehreren  Orten 
veränderte  Darstellungen,  wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  Theodoliten  auf  S.  187  —  190,  eingeschaltet  hat.  Mit  kindlicher 
.  .  Pietät  bat  Herr  C.  L.  v.  Littrow.  seine  empfehlcnswerthe  Schrift 
dein  Andenken  seines  der  Wissenschaft  und  den  Seini^en  leider  zn 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgAeicbneten  .und 
*  verdienten  Vaters  gewidmet,  auf  dessen  in  den  Annalen  der  Wie- 
ner Sternwarte  für  1841  sich  findende  Lebensbeschreibung  wir  die 
Leser  hier  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

t  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.     Nach  dem  Be- 

[j,  fehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  Öffentliche  Kosteu  her- 

^  ausgegeben  von  C.  L,  Edlen*von  Littrow,  Adjuncten  an 

•!  der  k.  k.  Sternwarte,   Doctor  der  Philosophie,   der  phi- 

-j  Josophischen  Facultät  zu  Wien   und  mehrerer  gelehrter 

I'  Gesellschäften    Mitgliede.      Ein   und  zwanzigster  Theil. 

1  Neuer   Folge    Erster   Band.     Mit    einer   lithographirten 

i  Tafel.    Wien.  1841.    4. 

j  Diesen  ersten  Band  der  neuen   Folge   der  trefflichen    Annalen 

*.  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  die,  weil  von  ihnen  nur  150  fixem* 
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plare  gedruckt  werden,  nicht  in  die  Hände  vieler  Leser  kottmen 
können^  und  daher, 'so  wie  überhaupt  ihrer  Wichtigkeit  für  die 
Wissenschaft  wegen ,  in  diesem  Archive  jedenfalls  eine  ausführ- 
lichere Anzeige  verdienen,  eröffnet  mit  Recht  die  Lebensbeschrei* 
bung  des  Begründers  dieses  Werkes  und  der  neuen  Wiener  Stern* 
warte,  des  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  J.  J.  von 
Littrow. 

Joseph  Johann  Edler  vpn  Littrow  wurde  geboren  zu 
Bischof- Teinitz  in  Böhmen,  am  13ten  März  1781,  in  derselben 
Stunde>  wo  Hjerschel  den  Uranus  entdeckte.  Sein  Vater  lebt 
noch  gegenwärtig  als  Kaufmann  daselbst,  seine  Voreltern  stammen 
a.us  LieÜand.  Nach  fast  fortdauernder  Kränklichkeit  in  den  drei 
ersten  Lebensjahren  bezof^  er  mit  dem  fünften  Jahre  die  Schule 
seiner  Geburtsstadt,  und  legte  schon  hier  den  Grund  zu  der  Ele- 
ganz des  Stils,  die  späterhin  alle  seine  Schriften  so  sehr  auszeich« 
nete.  Nach  Vollendung  dieses  Gursus  bemächtigten  sich  religiöse 
Zweifel  des  neunjährigen  Knaben,  die  nur  erst  dann  wieder  einem* 
ruhigen  Gemüthszustande  Raum  Hessen,  als  er  im  Jahre  1794  das 
Gymnasium  zu  iVag  bezogt  auf  welchem  er  sich  vorzugsweise  mit 
dem  Studium  der  tlassiker  beschäftigte.  Nachdem  ^r  die  Univer- 
sität zu  Praff  bezogen,  schloss  er  sich  besonders  an  den  Aestbeti« 
ker  A.  G.  Meissner  an,  und  beschäftigte  sich  in  freien  Stunden 
mit  dem  Studium  der  griechischen  Literatur  und  d^r  Mathematik. 
Im  Jabre  1^00  versuchte  er  sich  zum  ersten  Male  als  Schriftsteller, 
und  gab  unter  dem  Titel:  Propyläen  eine  Zeitschrift  heraus,  die 
aber  im  folgenden'  Jahre  wieder  einging,  weil  er  in  die  sogenannte 
Legion,  eiriem  vom  Erzherzog  Calrl  errichteten  militärischen  Corps 
von  2200  Mann,  eintrat.  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
Legion  aufgelöst  worden  war,  kehrte  Littrow  zu  den  Studien 
zurück,  und  beschäftigte  sich  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten Wissenschaften,  bis  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
beiden  Grafen  R^nard,  aus  dem  berühmten  Hause  Colonna,. 
das  dem  römischen  Stuhle  mehrere  Päpste  gegeben  hatte^  auf  de- 
ren Gütern  in  Schlesien  übernahm,  wo, er  zuerst  gnnz  der  schönen 
Literatur,  später  aber  ausschliesslich  der  Mathematik  und  Astrono-^ 
mie  lebte,  in  welchen  letztern  Wissenschaften  er  f^anz  Autodidakt 
war.  Im  Jahre  1807  wurde  er  in  Folge  eines  schrittlichen  Coneurs* 
Elaborates  zum  Professor^  der  Astronomie  an  der  Universität  Krakau 
ernannt,  und  nahm  hier  die  Namen  Joseph  Johann  an,  weil  er 
durch  die  früher  geführten  Namen  Joseph  Samuel  in  d^n  An- 
schein, der  jüdischen  Religion  anzugehören,  gerathen  war,  und 
sich  vor  seiner  Anstellung  erst  urkundlich  als  katholisch  hatte  aus- 
weisen müssen,  ftugleich  änderte  er  seinen  Zunamen,  der  ursprüng- 
lich Ljttroff  geschrieben  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Kra- 
kau verstand  er  sich  mit  Caroline  von  Ullrichsthal,  aus  wel« 
eher  im  Jahre  1833  durch  den  Tod  der  Gattinn  getrennten  glück- 
lichen Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschaft  hervorging,  von 
welcher  noch  fünf  Söhne  am  Leben  sind.  Im  Jahre  1809  ging  er, 
einem  Rufe  des  damaligen  kaiserl.  russ.  Minister  den  Cultus,  Grafen 
Razumowsky,  folgend,  als  Professor  der  theoretischen  Astrono- 
mie nach  Kasan,  nahni  im  Jahre  1816  seinen  Abschied,  um  einem 
Rufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  auf  dem  -  Bloksberge  bei 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  im  Jahre  1819  diese  Stelle  mit  der 
durch  T/iennecker'a  Tod  (1817)  erledigten titelle  desDirectors  der 


eioer  merktvürdiffen  UebereinstinmuDg  sa  127^78  Wiener  Klaftern 
(eine  Wiener  Klafter  =±1,8966138  Meter)  bestimmt  worden,  'eo 
dass  Wien  jedenfalls  als  einer  derjenigen  Punkte  betrachtet  wer- 
den muss,  deren  Mecresböhe  um  Genauesten  bestimmt  ist.  Die 
Meeresböbe  des  mittlem  Spiefi^els  der  Ponau  ist  81,10  Wiener 
Klaftern,  die  Meeresböbe  des  Nullpunkts  am  Mittelpfeiler  der  Frau- 
zensbrücke  ist  80,43  Wiener  Klaftern. 

Höbe  des  lierrman  nskogeK  Leopolds-  und  Kablen- 
berges  Über  dem  adriatiscben  Meere,  aus  barometriscbeii 
Messungen.     Von  F.  C.  Hallascbka. 

Horizont  der  Leopoldskircbe  auf  dem  Leopoldsbcrge  über  dem 

adriatiscben  Meere  217,907  Pur.  Klaftern; 
Höhe  des  Hermannskogel  über  dem  adriatiscben  Meere  279,201 

Par.  Klaftern; 
Höbe    des  Josepbsbergs    über   dem  adriatiscben   Meere  231,877 
Par.  Klaftern. 

Vorschlag  eines  neuen  Fernrohr  -  Micrometers  mit 
hellen  Linien  und  Punkten  im  dunkeln  Gesichtsfelde. 
Von  Simon  Stampfer,  Prof.  der  präkt.  (jieerii.  um  k.  k.  po- 
Ijtechn.  Institute  in  Wien. 

Beiträge  zur  nautischen  Astronomie  von  C.  .  fi.  v. 
Littrow. 

1.  Ueber  ein  Mittel»  die  Breitenbestimmung  zu  er- 
leichtern, und  zugleich  näherungsweisc  ^ie  Zeit 
zubestimmen.  , 

IL    Ueber  die  Genauigkeit  der  gebräuchlichsten   Orts- 
bestimmungen zurSee. 
HL     (Jeher  die  unmittelbare-VerbinBung  bei  fahrendem 
Schiffe  angestellter  Beobachtungen. 
Auszüge  aus  den   beiden    letzten   bemerkenswertben  Aufsätzen 
der  Herren  Stampfer  und  C.  L.  v.  Littrow,  die  in  diesem  lite- 
rarischen Berichte    einen    zu    grossen  Raum   in  Ausprucb    nebmen 
und  dessen  Zwecke  entgegen   sein  würden,  werden  wir  nach  und 
nach  unter  den  Miscellen  geben. 

Resultate  der  Planetenbeobachtungen  im  Jahre  1840. 
Beobachtungen    des  Mondes    und   von    Mondsternen 
im  Jahre  1840. 

Beobachtete  Sternbedeckungen  bis  Ende  1841. 
Sannenfinsterniss  des  18ten  Juli  1841. 
Beobaclltungeir   am  Meridiankreise    vom  21.  Januar 
bis  29.  September  1836. 

Üebersicht  der  meteorologischen  Beobachtungen 
TOD  1S40  und  1841. 

Für  1840  ist 

mittlere  Barometerböhe  bei  O«"  R^aumur  27",527  Par.  M. 

mittlere  Temperatur  +6^,87  IL 

Für  1841  ist  •  • 

mittlere  Barometerhöhe  bei  0»  R^anmur  27",501  Par.  M. 

mittlere  Temperatur  +8^,53  R. 

Stand  des  Barometers  über  dem  mittlem  Spiegel  der  Donau  lOl^*^ 
Wiener  Fuis.    Als  mittlere  Jahrestemperatur  von  Wien   giebt  dei 
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Herr  BtrmuBMther  in  Allf^eBeiBCB  +8%46  E.  an,  so  dass  also 
in  Jahre  l&UI  die  JaLreiteaperatir  !*.&§  Bater  der  Bitdem  geblie- 
ben ist,  eine  Aliweicbnnir»  <*ie  seit  17i5  nnr  ron  dem  Jahre  IS'29, 
wo  sie  — 2*,37  betrog-,  nbertrofien  worde. 

Pen  Schlnss  dieses  Bandes  der  Annalen  Machen: 
Hiilfstafeln  für  die  Wiener  Sternwarte.    Zosasmen- 
gestellt  in  Jahre  18^12; 

wobei  wir  bemerken,  dass  der  Herr  Herausgeber  es  sich  zum  Ge- 
setz geaacbt  hat,  diese  Häifstafeln  alle  fünf  Jahre  erscheinen  zu 
lassen,  nni  das  Publikuin  sowohl  von  der  Art,  wie  auf  der  Wiener 
8terD warte  die  Rechnungen  ausgeführt  werden,  zu  unterrichte o.  als 
auch  in  den  Stand  zu  setzen,  weitere  Reductionen  %'orzunebnien, 
eine  Einrichtung,  die  gewiss  allgemeiner  nachgeahmt  zu  werden 
Terdient. 

Aus  der  obigen  Relation  werden  die  I^ser  den  in  so  vielen 
Beziehungen  interessanten  und  wichtigen  Inhalt  des  vorliegenden 
Benesten  Bandes  der  Annalen  der  Wiener  Sternwarte  erkennen, 
und  es  uns  gewiss  Daok  wissen,  wenn  wir,  wie  schon  oben  ver- 
sprochen worden  ist^  künftig  unter  den  Miscellen  weitere  Mitthei- 
lungen  aus  denselben  machen. 

Karte  der  totalen  Sonnen finsterniss  am  8.  Juli  184*2 
nach  J.  H.'  W\  Lehmann  für  die  östr eichische  Monarchie 
entworfen  von  C.  -1^  Littrow.  Verlag  der  lithographi- 
sehen  Anstalt  des  Ludwig  Mohn  in  Wien. 


Physik. 


Aofaugsgründe  der  Naturlehre  mit  logischen,  arith- 
metischen und  geometrischen  Vorbereitungslehren  für 
an'gebende  Thierärzte  und  Oekonomeo.  Von  Anton  I^ 
Buchmüller.  Zweite  verbesserte  Auflage.  Wien.  18i2. 
8.    2  Thir.  ' 

Wo  sieh  zu  Anwendungen  physikalischer  Lehrern  ^o  Bezug  auf 
den  speciellen  Zweck,  welchen  dieses  Buch  zu  erreichen  sucht, 
Gelegenheit  darbot,  hat  der  Verf.  dieselbe  immer  benutzt,  und  wir 
brauchen  wohl  nicht  erst  zu  erionern,  dass  dies  u.  A.  in  der  Lehre 
vom  Hebel  in  Bezug  auf  die  Wirkung  der  Muskeln,  in  der  l^ehre 
von  den  Haarröhrchen,  in  der  Lehre  von  der  Wärme,  in  der  Lehre 
vom  Schall,  in  der  l^ehre  vom  Lichte,  u.  s.  w.  der  Fall  gewesen  ist. 
Als  ganz  speciell  «ituf  den  Zweck  des  Buchs  Bezug  habend  erwäh- 
nen wir  die  Beschreibung  und  Abbildung  ein^  eigcntbümlichen  Be- 
schlau^maschine  in  §.  2Af.  und  Fig.  210.  Der  Vortrug  ist  uns  überall 
deutlich  und  dem  beabsichtigten  Zwecke  entsprechend  erschienen,  in 
Bezug  auf  welclren  gewiss  auch  die  vorausgeschickten  allerdings  nur 
höcbst  elementaren,  logischen,  arithmetischen  und  geometriscben 
Vorbereitungslehren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.  Dass  sich  das  Buch 
überhaupt  nur  in  dem  Kreise  der  ersten  Elemente  hält,  braucht  wohl 
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kann  Bock  bes«Bden  eriaBsrl  la  werde* ;  jedenfiilUi  aber  lal  es  er- 
frenlich  so  sekea,  wie  »ich  die  AnweBdaeg  der  Xaturlebre  iawer 
■ehr  nad  aielir  id  sebr  Terscbiedeaea  Kreisea  ond  aack  sebr  ver« 
ickiedeaea  Ricbtoag^ea  bia  jreltead  wecbt,  nnil  wie  die  bobe  Witb< 
tigkeit  der  Keaataiss  der  HaBpU^esetse  der  Pbisik  nach  aod  nach 
iaaer  allgeaeiaer  erkaaaC  wird.  Das  Bach  kano.  wie  es  aas 
sckeiat,  aack  laadwirtbscbaftUcben  Lebraaslallen  sur  Beachtaog' 
eapfoblea  werden. 

Lettres  de  I^  Enler  a  ane  priacesse  d\Alleaiag'Be  «ar 
diTers  sajets  de  phjsiqae  et  de  philosnphie,  precedees 
de  l'Cloge  d'Euler  par  Coadorcet  et  aanoiees  par  Cour- 
aof.    2  Tols.    8.    Paris.  1^2.    4^  Thlr. 

Jedenfalls  ist  es  erfrealich  su  sehea,  wie  alle  Scbriftea  des 
grossea  Leonbard  Enler  auch  jetzt  iaaier  aoch  fortwirkea  aad 
aea  keraasgegebea  werdea. 

The  Haad-Book  of  Natural  Pbeaoaieaa,  eontaining 
fall  Aecoaats  of  tbe  followiag  Natural  Appearances:  — 
Aurora  Borealis,  Cbaages  in  tbe  Weatber,  Climates, 
Cloads,  Comets,  Dew,  Earthquakes,  Eclipses,  Fixed 
Stars,  Frost,  Bail,  Ice.  Lakes,  Ligktoing,  Meteorites« 
Mirare,  Moon,  Mountains,  Nebulae»  Phospborescence  of 
the  Sea,  Planets,  Rain,  Rainbow,  Refraction,  Rivers, 
Seasons,  Sbootin^  Stars,  Saow,  Spriags,  Sustaier  Eve- 
aiag  Li^htaing,  T*baader,  Twilight,  Valleys»  Volca- 
noes^  Winds,  etc.  etc.    1842.    1  s. 

Om  fluiders  rörelse;  af  A.  F.  Sranberg. 

Ueber  die  Theorie  des  Lichtes.  Nach  eiaem  litbo- 
graphirtea  Memoire  des  Freiherra  Augustin  Luis  C-anchj 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Motb,-k.  k«  Prof.  am 
Ljceum  zu  Linz.     Wien.  1842.    8.    1  Thlr. 

Herr  Prof.  Motb  hat  sich  durch  die  Cebersetzung  des  in  Rede 
stehenden  nur  in  sebr  wenigen  Exemplaren  vorhandenen  litbogra- 
phirten  Memoires  von  Cauchy  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst 
erworben,  weil  dasselbe  bis  jetzt  gewiss  vielen  Mathematikern  und 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthalt  eine 
kurze  Darstellung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die  Grund- 
lage zu  allen  Untersuchungen  über  die  besondern  Pbäuomene  des 
Lichtes  ausmachen,  und  giebt  eine  gedrängte  Zusammenstellung 
der  Metboden  und  Resultate,  auf  welcne  Caucby  in  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  des  Lichtes  gekommen  ist.  Durch 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  eingeschaltete  Erläute* 
rungen  ist  der  Herr  Uebersetzer  den  in  der  Analysis  weniger  Ge- 
übten sehr  zu  Hülfe  gekommen,  wozu  auch  insbesondere  Abschnitt  I. 
Heber  die  Summen,  welche  durch  Addition  ähnlicher  Functionen 
der  Coordinaten  der  verschiedenen  Punkte  gebildet  werden.  Ab- 
schnitt  II.  Ueber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Abschnitt  III. 
Ueber  die  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Gränzen  eines  Kör- 
pers oder  eines  Systems  von  Moleculen  bezieben  und  der  Anhang 
zum  sechsten  Abschnitte:  Ueber  den  Gebrauch  der  symbolischen 
Formen  in  der  Aaalysis,  viel  beitragen  werden. 


u 


v^'^m^ii        •T»-»-'  i»  — -T 


f^^*»      ^1     «»ii*^»    »r^'B>!f^-y    f»4»«ny   t   »rr'.nix^r-    ■»^■i»r:jic    iz^n-:*^  -    i 
-'v♦?#^•I      ^  r-»*»**?»    f»^»^Tti»C   "••^■»    -^*rT    .»loS    ,1   .     i^üe    t^tts. 

(',^.0',       iV     0*»    ■*»*    in»****^  .iMr)4ftii    #t    i«u    a  äJ)aotz?seuiLs   :eii.A 
<'*'•»     K-'   ^    fl^  O    ^>*»if»ir'f.      VI.  ^«iafiAm  >f  -.  ironteai    i   icaiTii- 


•i.  115!.  /.  ».  ^Mf«  ^«freiten"  t.  au  ,»äricceii.'' 

^   %Tl,  7j,  24.  MmMf  ,,Co«f/ieieAt«A'*  lebalctt  ■m  di«  Worte  .,der 


/'/»' 


J^  ^  S: 


J^r 


^s  ^ 


7    *    ^ 


it 


•       » • 


-    •  •  •    •      • 

.      ••    ••  • 

•        ;    •-    ' 


\        J 


0!b£.I. 


I   \ 


_    I 


m0.fi. 


j? 


fteHi  .Ärehu^ , 


r 


Taf.M, 


.  l 


FinS  ' 


/ 


vurl'^  irchip. 


J 


\      i 


<   %     ' 


1^ 


unert/^rchiv . 


w 


A 


.•• 


To  avoid  f\q{^this  book  should  be  retumed  on 
or  before  the  date  last  stamped  below 


(KKASE  ARE 


